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PREAMBOLO. 


Nel  pubblicare  per  le  stampe  questo  nostro  qualsie^i 
tenue  lavoro  , non  ci  staremo  , in  un  {veambolo  , a dire  , 
com’  è d'uso,  delle  ragióni  che  vici  hanno  indotto;  neppure 
c’  intratterremo  a discorrere  minutamente  della  quantità  e 
deir  ordine  delle  materie  in  esso  trattate.  Meglio  che  qua- 
lunque nostro  anticipato  detto  , varrà  il  confronto  che , 
chiunque  il  voglia,  potrà  fare  tra  questa  nostra  c le  Geome- 
trie analìtiche  di  altri  autori.  Ma  non  possiamo  egual- 
mente non  parlar  di  talune  cose  che  , più  delle  altre  , po- 
trebbero dar  campo  alle  osservazioni  altrui. 

E primamente  ci  à potrebbe  addebitare  l’ aver  troppo 
da  vicino  seguilo  la  Trigonometria  del  fu  distinto  prof. 
Amante  , nello  esporre  le  applicazioni  di  questa  parte  del 
nostro  trattato  alla  risoluzione  dei  triangoli  ; ma  chiunque 
abbia  conoscenza  di  quel  libro  dovrà  convenire  tion  esser- 
vene  altro , come  istituzione  elementare  , il  quale  sia  più 
compiuto  e contenga  più  svariate  risoluzioni  d’un  medesimo 

Erobìema;  e d’altronde  l’ esposizione  esserne  tale  che  al  vo- 
;rne  cambiare , direi  quasi , una  sola  parola , si  rischia  di 
perderne  quello  stretto  legame  logico  che  così  eminentemen- 
te vi  si  ravvisa,  nè  solo  in  questa,  sì  bene  ancora  in  tutte 
le  altre  opere  di  cosi  illustre  matematico. 

Passando airy^no/tri a du«  coordinatesi  troverà  discussa 
r equazione  del  secondo  grado  a due  variabili,  prima  d’aver 
trattalo  delle  varie  ricerche  sulla  retta , c questo  nostro  de- 
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vìamento  dal  cammino  comnnemente  s^ìto  da  altri  au- 
tori, potrebbe  a taluni  sembrare  uno  sconcio , se  non  si  ri- 
flettesse che,  trattandosi  di  dover  dichiarare  con  esempii  uno 
de’  due  fondamentali  problemi  dell’analisi  a due  coordina- 
te , quello  di  discutere  , cioè  di  riconosc^e  qual  sia  la  sda 
forma  d’una  curva  (e  non  disegnarla)  di  cui  è data  l’equa- 
zione , non  si  richiedono  che  conoscenze  puramente  alge- 
briche, e la  prima  nozione  delle  coordinate  ; e dippiù  pren- 
dendo per  esempio  la  discussione  dell’equazione  del  secondo 
grado  si  acquista  il  vantaggio  di  poter  meglio  generalizzare 
il  concetto  del  metodo  delle  coordinate. 

Neppure  d’ accordo  con  altri  autori  ci  si  troverà  nella 
esposizione  delle  proprietà  delle  sezioni  coniche,  perchè,  in- 
vece di  trattar  di  ciascuna  di  esse  in  particolare , abbiam 
creduto  che  sarebbe  stato  meglio  l’imitare  il  sommo  Eulero; 
e perciò  dalla  sola  equazione  t/*=2ma;-f-nx*,  che  tutte  quelle 
curve  racchiude , abbiamo  le  loro  proprietà  comuni  deriva- 
te, il  che  facendo  ci  esonera  dall’obbligo  di  una  lunga  ripe- 
tizione di  ragionamenti,  e meglio  fa  ravvisare  quel  legame  lo- 
gico che  la  natura  stessa  della  questione  presenta.  Nè  valga 
r apporre  che,  ragionando  per  ciascuna  curva  in  particolare, 
le  fbnnole  riescono  piò  semplici  e rimmetriche;  poiché,  oltre 
che  la  predetta  equazione  t/*=2«M7-|-na:*  non  mena  a risul- 
tamenti  piò  intralciati,  non  è poi  uqp  ragion  sufficiente  quella 
di  voler  sagrifìcare  un  principio  logico  sol  perchè  una  dimo- 
strazione fatta  per  un  caso  particolare  risulti  un  tantino  piò 
breve  o simmetrica  d’ un’ altra.  D’altronde,  ragionando  co- 
me da  noi  si  è fatto,  si  ha  il  vantalo  di  potere , chiunque 
il  voglia , seguire  alla  lettera  quegli  stessi  ragionamenti  per 
ciascuna  delle  curve  coniche,  sol  che  cambi  nell’  equazione  i 
coefficienti  m ed  n con  le  equivalenti  espressioni  in  funzione 
de’  determinanti  corrispondenti  ad  ognuna  in  particolare. 

Finisce  il  presente  trattato  con  un  capo  consacrato  in- 
teramente alle  cos/rustoni  geometriche,  che  ^le  teoriche  pre- 
cedenti dipendono  ; e dapprima  abbiamo  esposto  i diversi 
problemi  relativi  alla  costruzione  d’uoa  curva  conica,  datine 
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i determinanti,  o pure  qualcana  delle  sue  afìezioiii,  o che  la 
carva  sia  data  in  disegno,  o sien  dati  soltanto  di  posizione 
i suoi  determinanti.  In  questo  modo  abbiamo  interamente 
staccato  dai  teoremi  i problemi,  imitando  in  ciò  il  Legendre, 
che  con  ogni  buona  logica  nella  sua  Geometria  , trattò  dei 
problemi,  dopo  che  ebbe  esposte  le  varie  proprietà  che  .alla 
solnzionedeJ  medesimi  conducono. Seguono  quindi  le  costru- 
zioni d’ un  luogo  geometrico  del  secondo  grado  , o di  due 
contemporaneamente,  non  che  quelle  delle  equazioni  deter- 
minate del  3°  e 4®  grado,  esponendo  i varii  metodi  che  con- 
ducono a risultamenti  più  semplici  di  quelli  che  danno  i me- 
todi ordinarii  che  trovansi  esposti  negli  altri  trattati  di 
Geometria  analitica.  Siiremo  forsi  da  qualcuno  acaisati  di 
soverchia  prolissità  ; ma  dopo  che  si  è vista  la  necessità  del- 
le costruzioni  grafiche  nelle  più  importanti  applicazioni  della 
Geomelrta  descrittiva,  ci  è sembrato  quest’ argomento  di 
somma  importanza  per  dover  esser  trattato  con  tutti  (piegli 
sviluppi  che  lo  stato  delle  conoscenze  attuali  ci  porgono.  E 
qui  non  possiamo  fare  di  meno  di  non  dire  che  la  massima 
prte  di  tali  sviluppi  son  tratti  dalle  opere  del  chiar.  prof. 
Padula  , il  quale  ha , col  suol  dotti  lavori , sommamente 
contribuito  al  progresso  di  questo  ramo  importante  della 
Geometria  analitica , generalmente  da  molti  trascurato.  E 
chiunque  render  si  voglia  versato  nella  risoluzione  dei  pro- 
blemi geometrici  con  1’  uso  delle  coordinate , non  può  tro- 
vare libro  migliore  della  Raccolta  di  problemi  di  geometria 
risoluti  con  t analisi  algebrica  , non  che  di  altre  Memorie 
del  nominato  Prol’essore  , ove  troverà  le  più  astruse  equa- 
zioni costruite  con  eleganza  e semplicità  tutta  nuova. 

Finalmente  se  pr  tutte  le  conoscenze  algebriche  che 
richieggonsi  nello  studio  del  presente  Trattato,  ci  siani  sem- 
pre ed  csclu.sivamente  riportali  sia  agli  Elementi  , sia  tal- 
volta al  Trattato  di  Algebra  del  chiar.  prof.  d’Anurea, 
è stato  appunto  prchè  quegli  Elementi  sono  quasi  univer- 
salmente tra  noi  adottati,  come  il  libro  che  tra  le  istituzio- 
ni moderne  sotto  il  minor  volume  comprende  tutto  ciò  che 
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è necessario  per  Io  studio  dementare  di  questa  scienza,  sen- 
za però  che  per  questo  sia  oscuro  o disordinato  , anzi  aU 
r opposto  vi  si  trova  un  tale  ordinamento  1(^^ , die  fa 
dimenticare  l’uso  di  libri  stranieri,  pe’  quali  vi  sono  ancora 
di  quelli  che  serbano  una.  certa  particolar  predilezione. 

Se  per  avventura  tra  i nostri  lettori  taluno  ve  ne  sa- 
rà che  trovi  il  nostro  lavoro  alquanto  astruso , e privo  di 
quegli  inutili  sviluppi  di  operazioni  algebridic,  che  deve  già 
conoscere  chi  studia  la  Geometria  analitica  , è pregato  di 
leggere  le  parole  seguenti  scritte  dal  sommo  matematico  Pao- 
li in  fironte  de’  suoi  Elementi  ài  Algebra , sul  proposito  del 
male  inteso  metodo  di  insegnar  le  matematiche  in  Italia:  « Qui- 
» vi , ei  dice , non  si  pongono  nelle  mani  de’  giovani  che 
» Elementi  molto  leggieri,  i quali  compariscono  facili,  per- 
» chè  sono  inesatti,  e non  trattano  , in  ciascun  ramo  della 
» scienza,  che  di  qualche  caso  particolare.  11  primo  incon- 
» veniente  che  ne  nasce , è quello  che  i giovani  si  avvezza- 
» no  a contentarsi  di  una  tal  quale  evidenza  ; giacché  una 
» dimostrazione  rigorosa  non  può  ottenersi  che  quando  la 
» cosa  si  considera  in  tutta  la  sua  generalità.  Inoltre,  è 
» certo  che  niuno  può  rendersi  abile , se  non  leggendo  le 
» opere  de’  grandi  geometri,  i quali  suppongono  nel  lettore 
» la  scienza  portata  a quel  grado  in  cui  si  trova  allorché 
» scrivono.  Ora  chi  non  ha  trovato  negli  Elementi , che 
» quelle  cognizioni  soltanto  che  ri  avevano  un  secolo  ad- 
» dietro,  al  primo  leggere  dei  libri  degli  Eulero,  de’  d’A- 
» LEMBERT , dei  Lagrange  ( e noi  aggiungeremo  dei  Paoli  , 
» dei  Venturoli,  dei  Legendre,  dei  Poisson,  e di  tutta 
» quanta  l’ elettissima  schiera  di  matematid  di  questo  se- 
» colo  ) si  abbatte  in  difficoltà  insuperabili.  Di  qui  il  piò 
» delle  volte  succede,  che  o abbandona  afiatto  l’intrapresa 
» carriera , o si  contenta  di  rimanere  nella  ristretta  sfera 
» delle  cognizioni  piò  elementari , passando  la  vita  d’ elc- 
» mento  in  elemento , ed  in  ciò  talvolta  è confortato  dalla 
» imperizia  de’  maestri,  i quali  non  essendo  in  istato  di  to- 
» glicrgli  quelle  difficoltà  che  essi  pure  incontrano,  gli  con- 
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» siglìaiio  ad  astenersi  da  certe  ricerche,  che  con  simulato, 
» ma  prudente  disprcz£0  caratterizzano  come  intralciate  ed 
» inutdi.  Qualche  volta  ()crù  persistono  nell’ incominciato 
» camino,  e vanno  qua  c là  cercando  di  riempier  le  lacune 
» che  trovano  nelle  loro  cognizioni  ; ed  in  ciò  iàre  senza 
» alcuna  regola  perdono  molto  tempo , onde  apjiena  ricsix; 
» loro  d’intendere  alcuni  dei  libri  magistrali,  non  che  di 
» contribuire  con  le  loro  proprie  ricerche  all’  avanzamento 
» della  scienza  » . 

' Avremmo  dovuto  aggiungere  al  presente  trattato  una 
terza  parte,  risguardante  X Analisi  a tre  coordinale  ; ma  vo- 
lendo esporla  con  tutti  quegli  sviluppi,  che  lo  stato  attuale  del- 
la scienza  ci  offre  , e particolarmente  nelle  applicazioni , lo 
faremo  in  un  volume  a parte. 

Se  nella  difficile  impresa  di  scrivere  un  libro  elemen- 
tare siamo  in  certo  qual  modo  riusciti,  il  lettore  saprà  giu- 
dicarne, c noi  sarem  contenti  se  ci  accorderà  il  suo  compa- 
timento. 


Di  Napoli  li  30  novembre  1851. 
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Chiunque  si  benignerà  accogliere  il  presente  libro  nel  nove* 
ro  di  quelli  che  servono  a far  parte  delle  suo  istituzioni  matema- 
tiche, é pregato,  prima  d'imprendere  il  ripasso  della  lezione 
corrente,  dare  un'occhiata  al  qui  appresso  segnalo  indice  di  er- 
rori e correzioni,  per  assicurarsi  se  tra  le  pagine,  che  la  detta 
lezione  contengono , vi  cadano  errori,  e coiTeggcrli  anticipata- 
mente  , per  non  trovarsi  imbarazzato,  qualora,  senza  saperlo,  ne 
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369 

15 

» NM , Nm 

» 

8 

» » 

372 

14 

T 

» 

16 

PT 

37k 

8 da  sotto  imx'nx'' 

375 

15 

» TM 

» 

14 

» TD' 

» 

13 

» DM-fMG 

376 

1 

DB 

379 

4 da  sotto  AlM,  , MM, 

383 

1 

(AR.  AR'),(AR... 

» 

9 da  sotto  assi 

39A 

3 

» , c 

395 

1 

poslcrionncnlc 

400 

1 da  sotto  /nel  denomi,  xx-f-j 

402 

9 

Ut 

407 

17  da  sotto  MFx 

» 

16 

» F'M 

All 

5e6 

MP=Y  , NP=y 

414 

1 

MN' 

» 

3 

CA' 

» 

12  da  sotto  F'M' 

» 

5 

» FM'  divenuto  FM 

A15 

11  da  sotto  In  quest  uHimo  caso, 

» 

7 

A" 

416 

2 

C' 

417 

13 

BH 

u 

18 

n 

420 

15  da  sotto  di  essa  curva 

422 

11 

» CD 

423 

19 

» CG' 

» 

1 

» diamclci 

42A 

8 

CS 

» 

8 da  soltd  il  suo  centro 

Corrotioni  ed  aggiunte 
alla  quarta  parte 
MM' 
ci  darà 


— »wr"* 
m» 

una  segante 

si  rimpiazzi  da  per  tutto  il 
P con  P. 

Supponendo 

supponendo 

cd 

Q 

Nm.  NM 
» 

T' 

PT' 

Smx'4.iu;'> 

FM 

TI) 

FG=zFM+MG 

DB' 

MM,  , MM. 

(AR.A'R).(A'R",  . . . 
diametri 

, , 0 por  l’ iperbole 
positivamente 
' x'+a:" 

Ck' 

GFr 

FM' 

MP=y,  NP=Y 

MN 

CB 

F'M 

FM  divenuto  FM' 

In  quest’  uIliiAo  caso  , se  i due 
diametri  AA',  BB'  sono  due  as- 
si della  curva , 

A' 

C 

DII 

)) 

di  essa  curva, ma  son  dati,  inve- 
ce, per  determinanti,  i suoi  assi 
CB 
CG 

diamelri  coniugali 
TS 

il  centro  di  questo  circolo  starà 
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Correzioni  ed  aggiunte 

435 

11  da  solio 

ADi 

AEx 

' 436 

11  » 

MN 

MM' 

m 

7 » 

» 

» 

427 

SO 

AD 

A'D 

428 

15  da  sotto 

CA* 

tit» 

429 

1 

AT 

MT 

430 

17  da  otto  iocootri 

incontra 

433 

7 . 

divisa 

divise 

435 

11 

377 

508 

» 

12 

381 

513 

444 

1 

stessi  punti 
(ofl+d'o') 

stessi  quattro  punti 
(flP+d'®') 

445 

16 

446 

5 da  sotto  due  te 

due , 

447 

13 

aty* 

x'y 

458 

16 

«•(«— a)(a:— 6) 

«’(» — b){x — e) 

» 

16  da  sotto 

» 

» 

460 

3 

y‘+ìmx . . . 

yv-l-Smx.  . . 
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Napoli  27  Ciiitgno  1851. 

CONSIGLIO  GENERALE  DI  PUBBLICA  ISTRUZIONE 

Vista  la  domanda  del  Tipografo  Francesco  Paolo  del  Re  con  che  lia 
chiesto  porro  a stampa  l'opera  intitolata:  Trattalo  elementare  di  Geometria 
analitica  di  lia/facle  Rubini. 

Visto  il  parere  del  Regio  Revisore  Signor  U.  Francesco  Bruni.  = Si 
permeile  che  la  suddetta  opera  si  stampi  ; però  non  si  pubblichi  senza  un 
secondo  permesso  cho  non  si  darà  se  prima  lo  stesso  Regio  Revisore  non 
avrà  attestalo  di  aver  riconosciuto  nei  confronto  essere  l'impressione  unì* 
forme  all  originale  approvato. 

Il  Pretidenle  interino 
FRANCESCO  SAVERIO  APUZZO 

Il  Segretario  interino 
Gu’siiPPe  Pietrocola. 
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TRATTATO  ELEMENTARE 

DI 

GEOMETRIA  ANALITICA. 


1.  Studiando  quelle  particolari  e determinate  forme 
dell' estensione , delle  quali  la  Geometria  elementare  sì  oc- 
cupa, abbiamo  veduto  godere  esse  delle  proprietà,  delle 
quali  talune  eran  dipendenti  dalla  loro  genesi , ed  altre  da 
una  specialità  o individualità  di  forma  : le  prime  eran  perciò 
generali , le  seconde  speciali , o individue.  £d  è chiaro 
che  ciò  dovrà  aver  luogo  ancora  per  quelle  altre  forme  de- 
terminate deir  estensione , che  possono  aversi,  diverse  da 
quelle  studiate  in  Geometria;  cornee  chiaro  ancora  che, 
quali  che  si  fossero  quelle  proprietà,  esse  han  luogo  indi- 
pendentemente da  qualunque  unità  , e perciò  da  qualun- 
que siesi  elemento  numerico  , ond’  è che  possono  rappre- 
sentarsi simbolicamente , mercè  il  linguaggio  algebrico  , il 
quale  applicato  anche  alle  quantità  concrete,  non  cessa  di 
considerar  queste  indipendentemente  da  qualunque  parti- 
colare idea  di  numero.  Così , senza  uscire  dagli  elementi 
consideriamo  tre  punti  À,  B,  C,  12),  non  per  dritto, 
e posti  per  conseguenza  in  un  piano  ; congiuntili  con  le  ret- 
te AB,  BC,  CA  avremo  un  triangolo  , il  quale  sarà  sem- 
pre tale , qualunque  si  fosse  la  posizione  relativa  de*  tre 
punti  dati , ma  assumerà  forme  speciali  o indivìdue  secon- 
do quella  medesima  posizione  relativa'.  Nel  primo  e nel  se- 
condo caso  sarà  sempre  la  somma  de'  tre  angoli  eguale  a 
due  retti  ; la  somma  di  due  lati  maggiore  del  terzo,  ec.; 
ma  nel  secondo  caso , oltre  a queste  proprietà , ne  avrà 
luogo  ancora  qualche  altra,  relativa  soltanto  a quella  specia- 
le o pure  individuale  forma  di  triangolo.  Queste  proprie- 
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tà , come  si  sa  , si  sono  dedotte  senza  supporrà  alcuna  par- 
ticolare unità  di  lato,  di  angolo , di  superficie,  ec.  ; e tacil- 
mente  possiamo  esprimerle  in  forma  simbolica  : così  dino- 
tando eoa  i simboli  jì,  C gli  angoli  che  hanno  i loro 
vertici  in  A,  B,  C e con  R 1'  angolo  retto  ; con  a,  b,  c 
i lati  rispettivamente  opposti  a questi  angoli  ; con  p la  per- 
pendicolare CD  ; con  d il  segmento  AD  ; e finalmente  con 
s la  superficie  del  triangolo  (*);  qualunque  questo  siesi,  a- 

• 1 ' 
vremo  A-\-Br\-C=2  R ; a-}-A>c  ; se  ; s^—ap;  ' 

A 

e se  il  triangolo  particolarmente  è rettangolo  in  A sarà 
A"-{-c*=a*  ; e se  è ottusangolo  oppure  acutangolo  in  A sa- 
rà a’=c*-|-A*+2<w  ; o — 2as. 

Queste  formole,  mentre  esprimono  compendiosamente 
delle  relazioni  di  grandezza  tra  gli  elementi  del  triango- 
lo , servono  ancora  a determinare  il  valore  d'uno  di  essi, 
quando  sicn  dati  quelli  di  taluni  altri.  Basta  in  fatto  trat- 
tare algcbraicamente  quelle  equazioni , per  dedurne  l’espres- 
sione algebrica  dell’  incognita  in  funzione  delle  quantità 
che  suppongonsi  note  , e quindi  passare  al  calcolo  nume- 
rico, dopo  d’avere  stabilita  un’unità.  È questo  un  van- 
taggio che  ci  esime,  il  più  delle  volle , dal  tracciare  nuo- 
ve linee  per  cercare  un  elemento  ignoto  , mercè  altri  già 
noti.  Ed  i Geometri , che  primi  s'avvidero  di  questo  fatto, 
cercarono  istituire  un  metodo  tutto  proprio  nel  trattare  le 
questioni  geometriche  con  l’ajiito  dell’ Algebra  ; finche,  col 
progresso  del  tempo  perfezionato  quel  metodo,  si  fu  nel- 
1'  obbligo  di  formarne  un  nuovo  ramo  nel  corso  delle  Ma- 
tematiche, al  quale  fu  imposto  il  nome  di  Applicazione  del- 
l’ Algebra  alla  Geometria,  o anche  quello,  meno  proprio 
però,  di  Geometria  Analitica. 

(*)  Ciascuno  de' simboli  A,  B,  C,  a,  b.  e,  d,  t rappresenta  il  rapporto 
ette  pasM  tra  la  grandezza  da  caso  rappresentata  e la  rispettiva  unità,  sen- 
za però  die  questa  unità  venga  determinata  : qualora  sia  determinata  il 
simbolo  algebrico  si  cambia  in  un  numero  competente  all'unità  stabilita  ; 
per  modo  che  vi  saranno  tanti  numeri , che  potranno  rappresentare  egual- 
mente quella  stessa  grandezza  concreta  , per  quante  sono  le  unità  alle  qua- 
li può  riferirsi:  questi  numeri . com’è  chiaro,  variano  in  ragione  inversa 
deir  unità.  Allo  volle  però  un  simbolo  algebrieo  può  essere  adoperalo  an- 
cora per  rappresentare  un  numero,  indicante  il  rapporto  tra  due  grandezze 
omogenee, c perciò  un  numero  aslr.ilto  ed  invariahile;  come,  in  grazia  d’e- 
sempio , il  numero  «r=3,  141^926  , indicante  il  rapporto  appi ossiniato 
della  circonferenza  al  diametro. 
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2.  Or  quando  1’  algoritmo  algebrico  viene  adoperato 
nella  risoluzione  delle  questioni  geometriche,  conviene  por 
mente  a taluni  princìpi  fondamentali , necessarii  ad  assi* 
curarci  del  regolare  procedimento  nelle  operazioni  ; a dare 
una  giusta  interpetrazione  a taluni  risultamenti  particolari 
ne’  quali  c'  imbattiamo  , nè  trovarci , per  conseguenza , li- 
mitati nell’  applicazione  dei  metodi  generali  algebrici. 

Uno  di  questi  princìpi , e che  si  addice  a qualunque 
specie  di  quantità  concrete  , è quelb  conosciuto  sotto  il 
nome  il  più  universale  delf  omogeneità  delle  quantità.  Per 
esso  riconosciamo  se  un'  equazione  tra  quantità  concrete, 
purché  non  sia  empirica , sia  giusta  e regolare  , oppure 
richieda  particolari  condizioni  per  essere  tale.  A formarcene 
una  idea  esatta , giova  premettere  che  qualunque  relazio- 
ne di  grandezza,  esistente  tra  quantità  concrete,  è indipen- 
dente dall’  unità  , cui  esse  possono  intendersi  riferite  ; e 
quindi  facendo  variare  questa  unità  secondo  certi  rapporti  la 
relazione  dovrà  continuare  ad  esistere,  restando  scevra  da 
qualunque  segno  che  accenni  a queste  variazioni.  Per  fis- 
sare le  idee  supponiamo  che  le  quantità  che  ammettono  quel- 
la relazione  sicno  tutte  d*  una  sola  specie  , nè  alcuna  di 
esse  sia  presa  per  unità,  e rappresentiamole  con  a,  b,  c...  a:. 
Facendo  variare  1’  unità  indeterminata  alla  quale  esse  si  ri- 
feriscono , in  modo  tale  che  il  rapporto  della  nuova  unità 
alla  primitiva  sia  quello  di  4:  A:  ; allora  i precedenti  sim- 
boli diverranno  rispettivamente  ka , kb,  kc  . . . kx  ( ved. 
nota , pag.  2 ) ; e messi  questi  in  luogo  dei  primi  nella 
data  relazione  essa  deve  continuare  a sussistere,  rimanendo 
inalterata  nella  forma,  e la  k che  accenna  alla  variazione 
deir  unità,  deve  svanire.  Se  questa  condizione  è verificata, 
è verificato  pure  il  princìpio  d’omogeneità.  Co.sì  per  l’e- 
quazione : 

( 1 ) - x’+a'=b‘-i-c‘—2— 

c'  c 

trovasi  aver  luogo  il  detto  principio , che  non  ha  poi  luo- 
go nell'  altra  equazione  : 

^m' b' 

(2)  a' — 3—^ — f-m  a b=o  , 

perchè  nel  sostituire  ak , bk,'  ck , mk  in  luogo  di  a,  b. 
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c,  m,  (lividendo  il  risultamento  per  k\  trovasi  cambiata 
ocU'  altra  : 

a'  —3 ^mao=o  , 

c 

nella 'quale  vi  resta  ancora  k. 

Ma  qui  cade  in  acconcio  1’  osservare  che  se  nella  (2) 
si  supponga  rappresentare  la  m una  quantità  eterogenea  con 
le  rimanenti,  e che  perciò  non  vani  con  l’unità  di  queste; 
oppure  rappresentare  un  numero  astratto,  il  suindicato  prin- 
cipio trovasi  verificato,  come  è facile  assicurarsene  sostituen- 
do soltanto  ak,  bJc,  ck,  in  luogo  di  a,  6,  c,  e lasciando  m tale 
quale  si  trova. 

3.  In  generale  il  principio  d’  omogeneità  dcvesi  verifi- 
care solo  tra  quei  simboli  che  rappresentano  grandeeze  tut- 
te (T  una  stessa  specie;  chà  se  vi  sono  grandezze  di  specie  di- 
verse, la  condizione  ora  indicata  deve  verificarsi  per  cia- 
scuno de’ sistemi  ad  una  stessa  specie  appartenenti.  Cosi  se 
af,  b\  c'  indicano  delle  altre  quantità  eterogenee  con  d,  b, 
c,  ec.,  e si  abbia  l' equazione 

9 (a,  i,  c. . . a',  A’,  c'. . . ) = 0 ; 

facendo  variare  1’  unità  delle  prime  nel  rapporto  di  ki  1 . 
e quella  delle  seconde  in  quello  di  k':  1 , la  nuova  equazione 

9 (Afl,  kb,  kCy  . . k'a'y  k'b',  k'c'. . ) = o 

dovrà  continuare  a sussistere  indipendentemente  da  k e A'. 

Si  osservi  ancoraché  se  nell' equazione  (1)  si  suppon- 
ga la  grandezza  rappresentata  da  a essere  1’  unità  delle  al- 
tre, allora  quell’equazione  diviene. 

l=A*-fc’ — 2-^1 
c*  c 

dove  b,x,c  dinotano  ora  i rapporti  delle  grandezze,  da  es- 
si rappresentate,  alla  grandezza  a;  e si  vede  che  il  princi- 
pio d'omogeneità  non  può  aver  piu  luogo  per  quest' ulr 
tima  equazione.  Lo  stesso  avviene  per  qualunque  altra  e- 
quazione  formata  col  supporre,  che  l'unità  sia  una  di  quel- 
le stesse  grandezze, che  entrano  a formare  l'equazione.  E 
per  verificarsi  il  principio  d’  omogeneità  è condizione  ne- 
cessaria che  1’  unità  non  sia  alcuna  di  quelle  grandezze  che 
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fan  parte  dell’equazione.  In  eOetti  quando  avviene  il  con^ 
trario,  ed  una  di  quelle  grandezze,  la  a per  esempio,  si  po- 
ne eguale  ad  uno,  sparisce  interamente  questo  simbolo,  per 
modo  che  non  conoscendosi  più  in  quali  termini  e sotto 
quale  forma  entrava  questa  grandezza,  non  sapremmo  nep- 
pure dove  rimpiazzarla  col  nuovo  simbolo  k,  che  assume- 
rebbe, quando  essa  si  facesse  variare  nel  rapporto  di  k\  1 , 
e nel  qual  caso  gli  altri  simboli  a,  c,  . . jt,  si  cangiano  in 
bk^  ck. . . xk. 

Pertanto  l’enunciato  del  principio  dell’ omogeneità  del- 
le quantità  può  ridursi  al  seguente  : se  si  abbia  tuC  equa- 
zione tra  i gruppi  di  quantità  omogenee  ( a,  b,  c,...); 

( a',  b\  c',  • . );  ( <i“,  ò'‘,  c“, . . ),  essendo  questi  gruppi  ete- 
rogenei Fano  rispetto  aU' altro;  e si  sostituiscano  ad  es- 
si gli  altri  i^ka,  kb,  kc...  )*,  ( k‘b\  k'c‘ ...);  ( k"b", 

k"c" . . ) quell'  equazione  deve  rimanere  inalterata,  e li- 
bera da  k,  k',  k*,  qualora  le  unità  di  ciascun  gruppo  non 
faccian  parte  esse  pure  deli  equazione. 

4.  Quando  è algebrica  l'equazione,  questo  principio  ri- 
mane soddisfatto,  purcbò  essa  equazione  sia  omogenea  se- 
condo la  definizione  algebrica , cioè  sia  composta  di  ter- 
mini tutti  dello  stesso  grado , rispetto  a quei  simboli  che 
rappresentano  le  quantità  omc^enee.  Di  fatto,  secondo  que- 
sta deQnizione,  avviene  appunto  che  messo  ka,  kb,  kc , ec. 
in  luogo  di  a,  b,  c,  ec.  si  ha  per  risultamento  la  medesima  e- 
quazione,  moltiplicata  per  una  potenza  diA,  e perciò  que- 
sto simbolo  sparisce  con  la  divisione. 

5.  Un  equazione  la  quale  non  soddisfacesse  alla  con- 
dizione di  omogeneità  sopra  enunciata , devesi  necessaria- 
mente teneré  come  falsa;  a meno  però  che  non  vi  sia  la 
condizione  che  Vunità  faccia  parte  dell'  equazione.  In  que- 
sto caso  si  può  sostituire  alla  proposta  un’  altra  equazio- 
ne , per  la  quale  la  legge  dell'  omogeneità  sia  soddisfat- 
ta. In  effetti  si  abbia  l' equazione 

(3}  9 ( ò,  c,  </, . . . X ) =:  o 

tra  le  quantità  omogenee  b,  c,  d, . . x,  ed  un’altra  che  si  è 
supposta  = 1.  Egli  è chiaro  che  se  qii&st’  ultima  quantità  la 
rappresentiamo  con  un  altro  simbolo  a elementare  (*)  ed 

(*)  Intendiamo  per  aiàibolo  elementare  qiielló  die  non  trovasi  elevato 
a potenza  alcilna  ; e per  simboli  omogenei  quelli  che  raiipresentauo  quaa-  . 
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omogeneo  con  b , e . . . x,  tutte  le  altre  »i  cambieranno  in 

^ f.;  e la  (3)  diverrà 

■ a a a a 


c 

a 


d 

a 


Or  se  si  faccia  variare,  in  quest'  equazione,  l’unità  nel  rap* 
porto  di  k\  1;  a^b^c.-.  x,  diverranno  ka,  kb...  Ax;  e i simboli 


— , —,  —,  ec.  resteranno  perciò  inalterati , e quindi  anche 
la  stessa  equazione  (3),  la  quale  sarà  perciò  omogenea  ( n.° 

3 ) (*). 

Dunque  per  render  omogenea  un'  equazione,  baste- 
rà rimpiazzare  i suoi  simboli  elementari  ed  omogenei  con 
gli  stessi  simboli  divisi  per  un  altro  comune,  ed  anch'  es- 
so elementare,  il  quale  si  suppone  rappresentar  Funità. 

6.  Da  ultimo  faremo  notare  che  in  un  equazione  non 
può  mai  trovarsi  una  sola  quantità  concreta  d’una  certa 
specie,  e poi  altre  omogenee  e di  specie  diversa  dalla  pri- 
ma ; di  fatto  supposto  essere  jr  la  prima,  ed  a,  b,  c,  ec.  le 
seconde,  risolvendo  quell'  equazione  rispetto  ad  jr  avremmo 
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il  che  è assurdo;  poiché  il  primo  membro  avrà  tanti  va- 
lori relativi  per  quante  sono  le  diverse  unità  che  si  pos- 
sono assumere  per  misura  di  y , laddove  che  il  secondo 
membro,  essendo  indipendente  da  quest’unità,  rimane  inva- 
riato. £ necessario  adunque  che  vi  sia  almeno  un'altra 
quantità  y'  omogenea  ad  ^ , ed  allora  dev'  essere  necessa- 
riamente 


f = y'f{a,b,  c...  ),  ovvero  ^ = f [a,  b,  c ), 

perchè  cosi  i due  membri  saranno  d’  accordo. 


tità  omogenee.  Dietro  questa  definizione,  se  a,h.c, ...  x rappresentano  quan- 
tità omogeneo,  saranno  etcrof/ens,' i simboli  a\  a’ ; a'6  ; ox ; ec. 

U 

(*]  Indichiamo  cosi  il  numero  precedentu  al  qualo  intendiamo  ripor- 
tarci. 
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7.  Da  quanto  Bii'ora  si  è detto  risulta,  cbe  se  tra  le  let- 
tere a,  byC  ...  X rappresentanti  rette,  vi  sia  un'equazione, 
nella  quale  non  entri  l’unità,  quest'equazione  sarà  omo- 
genea ; e se  è algebrica,  allora  risoluta  rispetto  ad  una  di 
quelle  lettere,  alla  x per  esempio,  il  secondo  membro  de- 
v'  essere  ancb'  esso  un'  espressione  algebrica,  omogenea,  e dei 
primo  grado,  la  quale  rappresenterà  una  retta  al  pari  del- 
la X.  Se  poi  r unità  faccia  parte  dell’  equazione,  questa  non 
sarà  omogenea;  ma  restituita  1'  omogeneità  ( n.°  5 ),  avverrà 
quel  cbe  ora  si  è detto.  S'intende  già  cbe  se  oltre  alle  let- 
tere sopra  indicate,  ve  ne  sieno  ancora  delle  altre,  come  m, 
71,  p,  ec.  indicanti  rapporti,  non  è necessario  cbe  queste  ve- 
rificbino  la  legge  d' omogeneità,  la  quale  deve  aver  luo- 
go solo  ili  ordine  alle  quantità  omogenee  a,  b , c . . . x 
( n.»  3 ). 

8.  Quando  }x>i  T equazione  fosse  trascendente,  devonsi 
verificare  talune  particolari  condizioni  per  poter  aver  luogo 
il  principio  d’omogeneità.  Sia  per  esempio  l'equazione  es- 
ponenziale 

(i)  r = 

ed  osserviamo  cbe  se  jr  è una  retta , il  secondo-  membro 
deve  (n.*’  6)  contenere  almeno  un’altra  retta.  Questa  non 
può  essere  rapjuesentata  dal  simbolo  a,  perche  allora  se  si 
supponesse  x un  numero,  il  secojido  membro  acquisterebbe 
delle  dimensioni  superiori  alla  prima,  e sarebbe  eterogeneo 
col  primo  (n.°  5 , ilota).  Nè  si  può  supporre  ad  un  tem- 
po cbe  a ed  x rappresentino  rette,  percliè  non  saprebbesi 
quale  significato  dare  all’  espressione  a*.  Bisognerà  dunque 
supporre  cbe  1'  altra  quantità  omogenea  alla  y sia  la  x,  e 
die  a sia  un  numero  astratto,  se  si  vuole  cbe  la  detta  e- 
quazione  rappresentasse  qualche  cosa  realmente  esistente,  e 
non  empirica.  Pertanto  cou  questa  supposizione,  e mercè  il 

principio  esposto  nel  numero  5,  poniamo  — ed  ~ in  luogo 

(li  X ed/,  supponendo  rappresentare  m l'unità  delle  rette  x 
ed  /;  allora  l' eijUazione  (4)  diviene 

r 

y:=ma", 

e soddisfa  ogni  condizione,  cbe  assicura  l’ omogeneilà  ; in 
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effetto  — è un  numero  astratto  al  pari  di  a,  dunque  tut> 

ta  l’ espressione  a"  è un  numero  astratto,  e perciò  il  secon- 
do membro  dell’  ultima  equazione  indica  una  retta  eguale 
a m,  presa  un  certo  numero  di  volte,  e quindi  esso  è di 
accordo  col  primo  membro. 

9.  11  secondo  degli  accennati  princìpi,  lo  si  fa  con- 
sistere nella  seguente  regola  : 

Se  sopra  una  linea  qualunque  si  prenda  un  punto 
fisso,  ed  altri  punti  qualunque , che  per  rispetto  al  pri^ 
mo  trovansi  parte  in  un  senso  e parte  in  senso  opposto; 
oppure  se  vi  sieno  dei  punti  che,  per  rispetto  ad  wm 
linea  fissa , si  trovino  parte  da  un  lato  e parte  dal  lato 
, opposto  ; e le  distanze  di  tutti  quei  punti  al  punto  fisso 
o alla  retta  data  di  posizione,  debbono  in  pari  tempo 
essere  introdotte  nel  calcolo,  allora,  stabilendo  di  dare 
il  segno  più  a tutte  quelle  che  vanno  in  un  medesimo  sen^ 
so,  dovrà  darsi  il  segno  meno  a tutte  quelle  altre  che 
cadono  in  senso  opposto  alle  prime. 

Per  provare  fin  da  ora  , alla  meglio,  questo  principio, 
il  quale  sarà  interamente  rifermato  interpetrando  i valori 
negativi  -dell’ incognita  nei  problemi  geometrici,  risoluti  con 
l’Algebra,  supponiamo  sulla  retta  AB{fig.  1 ),  o sulla  li- 
nea qualunque  xx‘  ( fig.  2 ),  presi  un  punto  fisso  A,  ed 
un  altro  punto  B,  lontano  dal  primo  per  una  certa  distan- 
za AB=a , e sia  x‘  la  distanza  tra  il  punto  B ed  un  altro 
punto  M , ed  X quella  di  questo  stesso  punto  M al  pun- 
to A.  Supponiamo  finalmente,  da  principio,  che  il  punto 
incognito  debba  trovarsi  da  A verso  x,  cioè  a dritta  di  A, 
e^li  è chiaro  che  così  avremo 

(5)  x'  =.  a X , ed  X = x'  — a. 

Posto  ciò , la  seconda  formola  ci  fa  vedere  che  il  va- 
lore di  X,  il  quale  sarà  conosciuto  tutte  le  volte  che  sarà 
dato  quello  di  x',  è positivo  nella  supposizione  ammessa  ; 
poiché  volendo  che  il  punto  incognito  cada  da  A verso  x , 
la  distanza  x',  qualunque  si  fosse , sarà  maggiore  di  a , 
e quindi  la  differenza  x' — a sarà  positiva.  Or  suppouiamo 
che  il  punto  M si  vada  successivamente  avvicinando  al  punto 
B,  il  che  impprta  supporre  che  il  valore  della  quantità  x' 
si  vada  avvicinando  a quello  di  a , e ne  divenga  , se  oc- 
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corre  , aache  minore.  Allora  quando  oc'  sarà  divenuto  e- 
guale  ad  a , j:  sarà  nullo , e il  punto  M coinciderà  con 
A ; ma  quando  x',  sempre  decrescente  , sarà  divenuto  più 
piccolo  di  a,  egli  ù evidente  che  il  punto  M cadrà  tra  A e B, 
cioè  a sinistra  di  A,  e nel  tempo  stesso  la  differenza  a:' — a 
diverrà  negativa,  e quindi  anche  sarà  negalwo’,  cioè  x 
avrà  un  segno  contrario  a quello  che  avea  quando  il  pun> 
to  M dovea  trovarsi  a dritta  di  A. 

Se  si  fosse  da  principio  supposto  che  il  punto  M a- 
vesse  dovuto  cadere  da  A verso  B , allora  in  luogo  delie 
formole  (5)  si  sarebbero  avute  le  altre 

(6)  x'=a  — X,  x=a  — x'  ; 

ed  anche  in  questo  caso  potremo  ragionare  come  nel  pre- 
cedente ; cioè  X sarà  positivo  nella  sapposizione  fatta,  per- 
chè il  punto  M dovendo  cadere  tra  A e B,  la  distanza  x' 
è minore  di  a,  e quindi  la  differenza  a — x'  è positiva. 
Ma  se  si  suppone  che  il  punto  M si  vada  in  seguito  suc- 
cessivamente allontanando  dal  punto  B,  anche  x'  si  avvi- 
cinerà ad  a , e potrà  divenirne  anche  maggiore.  Cosi  quan- 
do sarà  x'=a,  il  punto, M cadrà  in  A,  ed  x sarà  nullo, 
e se  M si  è tanto  allontanato  da  B,  che  sia  x'>a,  allora 
la  differenza  a — x'  sarà  negativa,  e quindi  anche  x sarà 
negativo,  ed  il  punto  M si  troverà  da  A verso  x,  cioè  in 
un  senso  opposto  a quello  in  cui  trovavasi  quando  x era 
positivo. 

Pertanto  due  valori  dixdi  segno  contrario,  quando  x 
rappresenta  la  distanza  d*  un  punto  ad  un  altro  presi  sul- 
la stessa  retta,  indicano  le  posizioni  di  due  punti  anche  op- 
posti rispetto  ad  un  punto  fisso , e che  insieme  a questo  so- 
no sopra  una  stessa  retta. 

Supponiamo  ora  che  un’altra  retta  CD  {Jìg.  1 ) parallela 
ad  xx'  disti  da  questa  per  un  intervallo  BC  = d;  siaj*'  la 
distanza  di  un  punto  N alla  retta  CD , ed  jr  quella  dello 
stesso  punto  N alla  retta  xx'.  Supponendo  dippiù  che  il 
punto  N debbasi  trovare  al  di  sopra  di  xx'  avremo 

(7)  +J,  e quindi  j =y  — b ; 

e se  al  contrario  il  punto  N si  dovesse  trovare  al  di  sotto 
di  xx'  bisognerebbe  scrivere 

(8)  y =b  —y  , e quindi  jr  = b — 
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Aagiooando  sui  valori  di  ^ dati  dalle  forinole  (7)  e (8), 
come  si  è fatto  nel  caso  precedente , si  gi  ugnerà  alla  cuu- 
clusione  seguente  cioè,  cue  le  distanze  del  punto  M che 
trovansi  in  senso  opposto  risjietto  alla  retta  xx',  si  trovano 
pure  affette  da  segno  contrario. 

Consegue  dal  fin  ora  detto  che  se,  per  pura  conven- 
zione, si  stabilisca  che  la  distanza  dinotata  da  ar  abbia  un 
valore  positivo  quando  cade  da  A verso  x;  e similmente  jr 
sia  positivo  quando  dinota  una  distanza  contata  a partire 
da  un  ^unto  delia  retta  xx'  al  di  sopra  di  essa  ; e che  dip-  * 
più  le  distanze  x,  y si  prendano  per  quelle  che  il  punto 
N serba  dalle  due  rette  xx',  yy',  il  detto  punto  si  troverà 

nell’  angolo  x Ay  , se  x>o  , y>o  , 
nell’  angolo  x Ay',  se  x>o  , y<o . 
nell'  angolo  x'Ay',  se  x<o , y<o , 
nell’  angolo  x'Ay  , se  x<o , y'>-o  ; 
e viceversa. 

10.  Premessi  questi  princìpi,  passeremo  all’applicazio- 
ne dell’  Algebra  alla  Geometria,  cominciando  a trattare  quella 
parte  del  presente  Trattato  che  Trìgonometria  si  apiiella. 
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MOZIONI  PRELIMINARI. 

ARTICOLO  I. 

Obbieito  della  Trigonometrìa, 

11.  La  Trigonometria  ha  per  obbietlo  la  mo/uztone 
numerica  dei  triangoli  ; e perciò  si  propone  di  determi" 
nare  tra  le  sei  parti  d un  triangolo  delle  relazioni  tali , 
che , essendo  dato  un  certo  numero  di  esse  parti,  si  po- 
tessero col  calcolo  numerico  rinvenire  le  rimanenti,  Se- 
cundocchè  poi  si  occupa  dei  triangoli  rettilinei  o degli  sferi- 
ci, prende  più  particolarmente  il  nome  di  Trigonometria  ret- 
tilinea, o quello  di  Trigonometria  sferica. 

La  risoluzione  numerica  dei  triangoli  si  trova  prefe- 
ribile alla  immediata  costruzione  geometrica,  esposta  in 
Geometria  (*),  quando  si  riflette  che , le  costruzioni  grafi- 
che non  essendo  mai  perfette , i risultamenti , ai  quali  con 
tal  mezzo  si  perviene , non  possono  neppure  esser  tanto  pre- 
cisi quanto  quelli  d' un  calcolo  numerico , il  quale  si  può 
d'  altronde  spingere  a quel  grado  di  approssimazione  che 
più  si  desidera. 

La  stessa  Geometria  c’insegna  che,  trattandosi  d’un 
triangolo  rettilineo , tra  le  tre  parti  date , debba  esservi 
almeno  un  lato , per  poterne  dedurre  le  altre  tre.  Ed  in 
fatto  se  fossero  dati  tutti  e tre  gli  angoli  d’ un  triangolo 
rettilineo , per  ottenerne  i lati , il  problema  risulterebbe 
indeterminato  ; poiché  con  tre  angoli  dati  possiamo  costrui- 
re una  serie  infinita  di  triangoli  equiangoli,  e perciò  si- 
mili, i quali  soddisferanno  tutti  egualmente  alle  condizio- 

(’)  Lcgeodre , EUmtnli  di  Geometria  prob.  8,  9, 10, 11  ; lib.  2. 
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ni  date , nè  si  potrà  quindi  più  precisare  quale  tra  questi 
triangoli  sia  il  dimandato.  La  stessa  conclusione  non  vale 
più  per  i triangoli  sferici , pei  quali  possono  benissimo  es- 
ser dati  tutti  e tre  gli  angoli  , e ricavarne  i lati  (*)  , e 
ciò  perché  in  questa  sorta  di  triangoli  si  va  cercando  il 
rapporto  che  i lati  hanno  con  la  quarta  parte  della  circon- 
ferenza del  circolo  massimo  della  stessa  sfera  , su  cui  son 
tracciati  i triangoli , e non  già  la  grandezza  assoluta  dei 
medesimi  lati. 


ARTICOLO  II. 

Maniera  di  rappresentar  gli  archi  o gli  angoli  con  numeri. 

12.  Si  sa  dalla  Geometria  chela  misura  d’un  angolo, 
paragonato  all’  angolo  retto  preso  per  unità,  si  deduce  dal 
rapporto  esistente  tra  T arco  compreso  fra  i suoi  lati  ( de- 
scritto dal  vertice  come  centro,  e con  un  raggio  ad  arbi- 
trio ) e la  quarta  parte  dell’  intera  circonferenza  , la  quale 
quarta  parte  si  addimanda  quadrante.  Or , perchè  questo 
rapporto  si  potesse  facilmente  ottenere,  e si. avesse  nel  tem- 
po stesso  un  mezzo  come  rappresentar  numericamente  gli 
archi  o gli  angoli  , si  è convenuto , sin  da  tempo  antichis- 
simo , di  supporre  la  circonferenza  di  qualsiasi  circolo  di- 
visa in  360  parti  eguali,  a ciascuna  delle  quali  si  è dato 
il  nome  di  grado  ; un  grado  si  è supposto  suddiviso  in  al- 
tre 60  parti  eguali , ed  a ciascuna  si  è dato  il  nome  di 
minuto  primo t o.  semplicemente  pn'/no  ; e similmente  ogni 
primo  si  è supposto  diviso  in  60  parti  eguali,  ciascuna  del- 
le quali  si  è addimandata  minuto  secondo,  o semplicemen- 
te secondo  ; da  questa  suddivisione  in  poi  si  è ritenuta  la 
decimale.  Il  grado  si  contrassegna  con  un  o messo  a dritta, 
e al  di  sopra  del  numero  che  rappresenta  i gradi  ; il  pri- 
mo' si  contrassegna  con  un  solo  apice , e il  secondo  con 
due.  Così , a cagion  d' esempio,  volendo  rappresentare  24 
gradi,  25  primi,  18  secondi  si  scriverà  24°  25'  18".  Le 
operazioni  numeriche  su  questa  specie  di  numeri  seguono 
le  regole  de’  numeri  complessi , esposte  in  Aritmetica  (**). 

(*]  Legendre.  Elementi  di  Geometria;  prò.  18  . lib.  8. 

(”)  Ci  siamo  attenuti  esclusivamente  alla  divisione sctsajest mate  della 
circonferenza , tralasciando  la  decimale  la  quale  nou  è in  uso,  per  le  ra- 
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Con  questa  couTenzione  un  arco  qualunque,  e quindi 
anche  l’ angolo  da  esso  sotteso , verrà  ad  essere  rappresen- 
tato da  un  numero  di  gradi  e divisioni  di  grado , il  quale 
numero , lungi  dal  darne  la  lunghezza  assoluta  di  quell’ar- 
co , serve  invece  a darci  idea  del  suo  rapporto  alla  circon- 
ferenza , e quindi  anche  al  quadrante,  e farci  perciò  co- 
noscere la  grandezza  dell’  angolo.  Così  supponiamo  che  un 
arco  fosse  di  30°;  siccome  questo  numero  è la  dodicesima 
parte  di  300  , l’arco  proposto  sarà  pure  la  dodicesima  par- 
te della  circonferenza , ovvero  la  terza  parte  del  quadran- 
te , e quindi  l' angolo  da  esso  sotteso  sarà  la  terza  parte 
dell’angolo  retto.  Allorché  si  trattasse  di  descrivere  gra- 
ficamente un  angolo  dato  in  gradi , basterà  descrivere  una 
circonferenza  con  un  raggio  qualunque,  dividerlo  come  so- 
pra si  è detto , e quindi  tagliare,  a partire  dalla  divisione 
zero,  un  arco  di  tanti  gradi  e divisioni  di  grado  per  quan- 
te ne  indica  il  numero  dato  ; congiungendo  in  Gue  gli  e- 
stremi  di  quest’  arco  col  centro  si  avrà  l’ angolo  richiesto. 

ARTICOLO  III. 

Natura  delle  linee  trigonoubtricde  , loro  definizioni , 
e simboli  co’  quali  si  rappresentano. 

13.  Volendo  risolvere  il  problema  generale,  che  si  pro- 
pone la  Trigonometria,  sarà  necessario  trovare  delle  equa- 
zioni esprimenti  relazioni  tra  lati  ed  angoli , ovvero  tra  lati 
e rapporti  di  archi  di  circolo,  essendo  questi  archi  descritti 
con  un  raggio  qualunque;  perchè,  come  si  è indicato  nel  n.° 
prec., se  T'CG  (^g’.S  ) è un  angolo  qualunque , e dal  vertice 
C come  centro,  e con  un  raggio  CA,  preso  ad  arbitrio , si  de- 
scriva l'arco  AM,  che  si  prolunghi  sino  a formare  il  quadran- 
AM  ^ 

te  AB,  il  rapporto-^^  è quello  che  serve  a misurar  l’angolo 

gioni  saggiamente  esposte  da  Amante  nel  suo  eccellente  Trattato  H Arit- 
metica — pag.  159,  nota  — à.*  edizione.  Intanto  non  è inutile  il  dire  che 
la  divisione  decimale  consiste  nel  supporre  l'intera  circonferenza  divisa  in 
àOO  parti  eguali , ciascuna  delle  quali  è il  grado;  e quindi  il  grado  in  al- 
tre 100  parti  eguali,  ciascuna  dello  quali  è il  primo,  e questo  in  altre  100 
parti  eguali,  ciascuna  delle  quali  è il  secondo.  Cosi  potremo  facilmen- 
te dedurre  i rapporti  tra  l'antica  e la  nuova  divisione,  e passare  dall’ una 
all’  altra. 
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dato;  e ciò  appunto  perchè  quel  rapporto  rimane  inTaria* 
bile  con  l’angolo,  comunque  si  facesse  variare  il  raggio, 
e varii  in  corrispondenza  la  lunghezza  assoluta  dell’arco. 
Ma  non  è questo  il  solo  rapporto  che  goda  di  questa  pro- 
prietà ; perchè  se  dal  punto  M si  meni  la  perpendicolare 
MP  sul  lato  AG , e dal  punto  A conducasi  all'  arco  AM  la 
tangente,  che  si  prolunghi  fino  ad  incontrare  in  T l'altro 
lato  CT",  i rapporti  delle  rette  MP,  AT,  CT,  AP,  al  rag- 
gio AG  , restano  gli  stessi , quando , rimanendo  invariato 
r angolo  , si  faccia  variare  questo  raggio , e varino  in  cor- 
rispondenza le  lunghezze  assolute  di  quelle  medesime  ret- 
te. Oi  fatto , presi  diversi  raggi  CA' , GA",  ec.,  descritti 
gli  archi  A'M',  A^M",  ec.,  e fatte  rispetto  ad  essi  le  mede- 
sime costruzioni  come  per  l’ arco  AM,  avremo  in  virtù  del- 
la evidente  simiglianza  de' triangoli  AGM,  A'GM',  ec. 

MP  M'P'  M'T"  AT  A'T'  A"T" 

CM  GM'  CM"“  ■’CA~CA'“”GA''~ 

GT  CT'  CT"  AP  A'P'  A"P' 

CA  GA'  CA"  CA  CA'  CA" 

Alle  rette  MP , AT , CT , AP,  si  è dato  il  nome  di  li- 
nee trigonometriche  ; e più  particolarmente  la  retta  MP, 
ovvero  la  perpendicolare  abbassata  dalV  estremità  d’ un 
arco  sul  raggio  che  passa  per  P altro  estremo  si  è chia- 
mata seno  di  quell’  arco  o dell’  angolo  da  esso  misurato , 
e rappresentando  con  a l’arco  o l’angolo,  il  seno  si  rap- 
presenta con  sena. 

La  retta  AT,  ossia  la  porzione  della  tangente  inde- 
finita compresa  tra  il  punto  di  contatto.,  e il  raggio  con- 
dotto per  [ altro  estremo  delC  caco , si  è addimandata 


(*}  Questo  ultime  eguaglianze  si  ottengono  osservando  che 

MP  : AC  : : M'P'  : CA' . 

MP  : CP  : : M'P'  : CP' . 


c quindi 
dnnde 


AC:CP::CA':CF. 

AC— CP  : AC  : : CA'— CP'  : CA' . 


ovvero 

AP  : AC  : : A'P'  : CA', 
AP  A'P* 


AC  CA' 
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tangente , rappresentandola  col  simbolo  tan  : cosi  tana 
vuol  dire  la  tangente  d'  un  orco  o d’  un  angolo  a. 

La  retta  CT , ovvero  i7  raggio  che , passando  per  un 
estremo,  si  prolunga  fino  ad  incontrare  la  tangente,  con- 
dotta per  l’ altro  estremo,  si  è addimandata  secante;  ser- 
vendosi, per  rappresentarla,  del  simbolo  sec’.  così  seca  vuol 
significare  la  secante  d’ un  arco  o d’ un  angolo  a. 

Finalmente  la  retta  AP,  ossia  la  parte  del  raggio  com- 
presa tra  t estremo  di  questo  e il  piede  del  seno , si  è 
addimandata  seno  verso,  rappresentandolo  col  simbolo 
sen  v.‘  così  senv  a significa  il  seno  verso  d'  un  arco  o d' un 
angolo  a. 

Essendo  dato  pertanto  un  angolo  T*CG  sarà  facile  de- 
terminare i rapporti  delle  sue  linee  trigonometriche  al  rag- 
gio; perchè  di  fatto  basta  descrivere  con  un  raggio  qualunque 
AG  l'arco  AM,  e condotte  le  perpendicolari  MP,  AT,  si 
tratterà  di  determinare  i rapporti  tra  MP,  ÀT,  CT,  ed  AP, 
al  raggio  AG  ; il  che  si  sa  fare , come  si  è veduto  negli 
elementi  di  Geometria  (*).  Reciprocamente  dato  uno  di 
questi  rapporti , si  può  facilmente  determinare  1'  angolo  cor- 
rispondente ; perchè  supponiamo  particolarmente , che  il 
rapporto  noto  sia  quello  del  seno  al  raggio  : da  questo  rap- 
porto avremo  immediatamente  il  valore  del  seno  , quando 
avremo  stabilito  un  raggio , e sia  AG.  Allora  descritto  con 
questo  raggio  1’  arco  indefinito  AMB , e presa  sul  raggio 
GB  perpendicolare  a GA,  la  parte  CQ  eguale  al  seno,  cal- 
colato come  ora  si  è detto,  si  menerà  la  QM  parallela  ad  AG, 
che  determinerà  l’arco  AM  corrispondente  al  seno  dato.  Ed 
è appunto  per  questa  ragione  che  possiamo  agli  angoli  so- 
stituire i rapporti  delle  loro  linee  trigonometriche  al  raggio. 

14.  Si  osservi  inoltre  che  se  l' arco  AM  si  prolunghi  sino 
a formare  il  quadrante  AMB , i due  archi  AM , MB  saran 
tali  che  conosciutone  uno , si  sa  pure  l' altro,  essendo  que- 
sto la  difierenza  tra  un  quadrante  e il  primo  arco  : due  ar- 
chi o due  angoli  di  tal  fatta , cioè  la  cui  somma , o la 
cui  differenza  ( se  l’arco  fosse  maggiore  d’un  quadrante 
o l’angolo  maggiore  d’un  retto  ) sia  eguale  ad  un  qua- 
drante , ovvero  ad  un  angolo  retto , s*  appellano  archi 
o angoli  COMPLEMENTI.  Or  se  si  conducano  la  perpendicolare 

(*)  Legendre  — Elementi  di  Geometria  ; prob.  17 , lib.  2. 
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MQ,  e la  tangente  BN  che  si  prolunghi  fino  ad  incon- 
trare il  raggio  GM,  prolungalo  esso  pure,  le  rette  MQ,  BN , 
CN,  £Q , che  sono  rispettivamente  il  seno , la  tangente , 
la  secante,  ed  il  seno  verso  dell'  arco  £M,  s' addimandano 
coseno  , cotangente^  cosecante , e coseno  verso  dell’  arco 
complemento  AM;  sì  che  secondo  questa  definizione,  ponen- 
do AM=:a,  avremo 

Ìcos  ( 90° — a ) =sena  ; còsa=  sen(  90® — a ); 
cot(  90® — a)=tana;  cota  = tan(90® — a); 
cosec  ( 90® — a ) = seca  ; coseca  = sec  ( 90° — a); 
cosv  ( 90®— a)  = senva;  cosva  = senv  ( 90® — a ). 

Possiamo  inoltre  osservare  che,  a cagione  del  rettan- 
golo MPCQ,  MQ  = CP;  e quindi  possiamo  definire  il  co- 
seno d*  un  arco  per  la  parte  di  raggio  compresa  tra  il 
centro  e il  piede  del  seno. 

15.  Da  ultimo  si  osservi  che  il  seno  MP  d’ un  arco 
AM,  è la  metà  della  corda  MM'"  {Jig.  4 ) d'un  arco  MAM'" 
doppio  di  AM;  il  che  dà  la  formula 

sen  a = s corda  2 a 

ARTICOLO  IV. 

» 

Progresso  dei  valori  delle  linee  trigonometriche,  e segni  delle  stesse; 
seni  e coseni  degli  archi  negativi  ; formale  che  comprendono  tutti 
gli  archi  corrispondenti  ad  un  dato  uno  o coseno. 

16.  Nel  dare,  nel  precedente  articolo,  le  definizioni 
delle  linee  trigonometriche  ci  siam  serviti  d'  un  arco  AM 
( /7g.  3 ) , minore  del  quadrante  ; nè  però  devesi  credere 
che,  quand’  anche  ne  fosse  maggiore,  cambiassero  le  defi- 
nizioni di  tali  linee.  Esse  per  qualunque  siesi  la  grandez- 
za dell’  arco  avranno  sempre  quegli  stessi  significati  in  det- 
to numero  espressi;  vi  sarà  solo  una  modificazione  riguar- 
do al  segno  da  cui  debbono  essere  alTette,  come  qui  ap- 
presso sarà  meglio  dichiarato. 

Sia  perciò  ABA'B' ( /fg.  4 ) un  circolo  di  raggio  qua- 
lunque, anzi  poiché  il  solo  rapporto  d’una  linea  trigono- 
metrica  al  raggio  è sufliciente  ( n.”  13  ) per  determinare 
l'angolo  o l’arco  corrispondente,  cosi  supporremo  questo 
raggio  eguale  ad  uno,  cioè  come  unità  di  tutte  le  linee  tri- 
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gonomelriche  descritte  nel  circolo  che  ha  questo  stesso  rag- 
gio. Sia  inoltre  G il  suo  centro , ed  A A',  BB'  sieao  due 
diametri  che  si  taglino  ad  angolo  retto,  per  modo  che  cia- 
scuno degli  archi  AB,  BA',  A'  B',  B'A  sia  la  quarta  parte 
della  circonferenza,  ovvero  sia  di  90°. 

Ponghiamo  inoltre  che  tutte  le  distanze  contate  a par- 
tire dal  punto  C verso  A si  tengano  come  positive,  c così 
(n.”9)tutte  le  distanze  contate  a partire  dal  punto  C ver- 
so A'  si  dovranno  tenere  come  negative.  Similmente  riguar- 
diamo come  positive  tutte  le  perpendicolari  elevate  ai  di 
sopra  del  diametro  AA',  e tutte  quelle  menate  sul  diame- 
tro BB',  le  quali  cadono  a dritta  di  esso  ; cd  allora  dovre- 
mo riguardar  come  negative  tutte  le  altre  perpendicolari 
menate  ai  diametro  AA' , che  cadono  al  di  sotto  di  esso, 
non  che  tutte  quelle  altre  menate  al  diametro  BB',  e che 
cadono  a sinisti-a  dello  stesso.  In  una  parola,  consideriamo 
come  positive  tutte  quelle  linee  che  cadono  in  quel  senso 
assegnato  da  principio,  nel  dare  le  definizioni  delle  linee 
trigonometriche  (n.°  13),  e prendendo  l’arco  AM  compre- 
so tra  0°  e 90°;  ed  allora  dovremo  considerare  come  nega- 
tive tutte  quelle  altre  linee,  che  cadono  in  un  senso  oppo- 
sto a quello  delle  prime. 

Posto  ciò,  fìngiamo  che  il  raggio  CA  si  aggiri  intor- 
no al  centro  C,  in  modo  che  l'estremo  A vada  percorren- 
do successivamente  l'intera  circonferenza.  Egli  è chiaro  in 
primo  luogo  che  trovandosi  il  raggio  CA  nella  posizione 
attuale  indicata  nella  figura , non  ha  descritto  ancora  ar- 
co veruno , o in  altri  termini  l’ arco  descritto  è uguale  a 
zero  ; in  questa  medesima  ipotesi,  c stando  alle  definizio- 
ni del  n.°  13,  il  seno  e la  tangente  sono  anch'esse  nulle; 
laddove  che  il  coseno  e la  secante  combaciano  col  raggio, 
e perciò  gli  sono  eguali  ; il  seno  verso  pur  esso  è nullo , 
mentre  il  coseno  verso  è eguale  all’  intero  raggio  GB. 

Quanto  alla  cotangente  e alla  cosecante  poi  devesi  ri- 
flettere che,  a norma  delle  definizioni  di  tali  linee,  esse  veti- 
gon  determinate,  per  un  arco  qualunque,  dall'incontro  del- 
la tangente  indefinita  condotta  per  un  estremo  dell’  arco 
complemento,  e il  raggio  prolungato  che  passa  per  l'altro 
estremo:  cosi,  supposto  che  il  raggio  mobile  avesse  presa 
la  posizione  qualunque  CM,  la  cotangente  dell’  arco  AM  sa- 
rà la  BN,  e CN  ne  sarà  la  cosecante.  Or  a misura  che  il 
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punto  M avvicinasi  al  punto  A,  l'arco  ÀM  va  sempreppiù 
diminuendo,  e nel  medesimo  tem(>o  il  punto  N si  va  al- 
lontanando dal  punto  B,  in  guisa  die,  allora  quando  M coin- 
cide con  A,  le  due  rette  BN  e CN  divengono  parallele  ; sì 
che  il  loro  punto  d' incontro  può  supporsi  situato  all'  infi- 
nito , e le  stesse  BN  e CN  divenute  infinite. 

Pertanto,  dinotando  con  1 il  raggio  del  cerchio,  avre- 
mo per  r arco  zero  : 

/•>.  ( sen  0°=0,  tan  0®=0  , scc  0®=1,  seno.  0°=  0 , 

' M cos  0“=1,  cot  0°=  00,  cosce  0°=  oo  , cosv.  0“=  1 . 

17.  Allontanandosi  poi  il  raggio  CA  dalla  sua  posi- 
zione attuale,  e progredendo  da  A verso  B , 1’  «reo  che 
descrive  il  punto  A andrà  crescendo,  e con  esso  cresceran- 
no il  seno,  la  tangente,  la  secante,  e il  seno  verso;  mentre 
all'  opposto,  il  coseno,  la  cotangente , la  cosecante,  e il  co- 
seno verso  andran  diminuendo  ; e tutte  queste  linee  trigo- 
nometriche rimarranno  positive,  stando  all’ipotesi  stabilita 
(n.®  prec.)  sulle  parti  positive  e le  negative. 

Giunto  che  sarà  il  punto  A sul  punto  B , 1’  arco  de- 
scritto sarà  tutto  il  quadrante  AB,  e quindi,  osservando  che 
r arco  AB  di  90®  e l’arco  di  0®  sono  (n.®  14)  complementi 
l’uno  dell’  altro,  tenendo  presenti  le  formole  del  n.®  prece- 
dente, e le  relazioni  espresse  in  fine  del  n®  14,  avremo 

( sen  90”=  1 , tan90®=  oo,  sec90®=  oo,  seni». 90®=  1 , 
'^''1  cos  90"=  0,  cot90"=  0,  cosec90"=1,  cosi».90"=  0. 

18.  Continuando  il  raggio  mobile  il  suo  rivolgimento, 
il  punto  A passerà  al  di  là  di  B,  e gli  archi  descritti  saran- 
no maggiori  di  90®.  Or  a misura  che  il  raggio  mobile  CA 
si  va  accostando  alla  posizione  CA'  cresce  l' arco  da  90®  a 
180°,  mentre  il  seno  decresce,  come  facilmente  si  scorge, 
e rimane  però  positivo,  perchè  (n.“  16)  si  trova  elevato  an- 
cora perpendicolarmente  al  di  sopra  del  diametro  AA'.  Per 
l’opposto  il  coseno  cresce  in  valore  assoluto  (*),  ma  ( n.® 
cit.  ) risulta  negativo;  perchè,  considerata  una  posizione 

(*)  Facciamo  avvertire  qui  una  volta  per  tutte,  che  per  valore  a»o- 
luta  di  una  grandezza  devesi  intendere  il  valore  oumerico  di  essa. 
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qualunque  CM'  del  raggio  mobile , il  coseno  CP'  dell'  ar» 
co  A BUI'  viene  a cadere  da  C verso  A'.  Dunque  il  seno  d’un 
arco  compreso  tra  90°  e 1 80°  è positivo  ed  il  coseno  è ne- 
gativo. 

Il  seno  verso  cresce  ancor  esso  positivamente,  crescen- 
do l'arco  da  90°  a 180°.  In  fatto  è evidente  dapprima  che 
va  crescendo  coll’arco;  perchè,  a misura  che  il  raggio  mo- 
bile avvicinasi  alla  posizione  GA',  il  piede  P' del  seno  d’un 
arco  qualunque  A£M',  si  allontana  sempreppiù  dal  punto  A, 
e quindi  la  distanza  AP',che  rappresenta  appunto  (n.°  13) 
il  seno  verso  , diviene  di  più  in  più  grande.  In  secondo 
luogo  questa  medesima  distanza,  non  essendo  cambiala  di 
direzione  rispetto  al  punto  A,  origine  dei  seni  versi,  non  è 
cambiata  neppure  di  segno , e perciò  è positiva  come  nel 
primo  quadrante. 

Anche  il  coseno  verso  torna  positivamente  a crescere 
coir  arco  da  90°  a 180°;  imperciocché,  considerando  l’arco 
qualunque  ABM',  si  vede  che,  essendo  esso  (n.°  14)  comple- 
mento del!  arco  BM' , avrà  per  coseno  verso  BQ,  che  è il  se- 
no verso  deir  arco  BIVI';  or  la  retta  BQ  cresce  insieme  con 
1’  arco  BM',  e quindi  con  l’ arco  ABM'  e d'altronde  rimane 
ancora  positiva  , come  nel  primo  quadrante,  per  la  stessa 
ragione  addotta  riguardo  al  seno  verso;  vale  a dire  che  il 
punto  Q rispetto  al  punto  B si  mostra  sempre  nel  mede- 
simo senso  tanto  per  gli  archi  minori  quanto  per  quelli 
‘maggiori  del  quadrante.  Pertanto  il  seno  verso  ed  il  co- 
seno verso  d' un  arco  compreso  tra  90°  e 180°  son  due  li- 
nee trigonometriche  che  crescono  positivamente  coll'  arco. 

La  tangente  e la  secante  poi  al  pari  del  seno  van  de- 
crescendo, aumentando  l'arco  da  90°  a 180°,  ma  risultano 
dippiù  negative  come  il  coseno.  A render  ciò  chiaro,  fac- 
ciamoci a considerare  l'arco  suddetto  ABM',  e,  in  virtù 
delle  definizioni  date  nel  n.°  13,  sarà  AT'  la  tangente  e CT' 
la  secante  di  tutto  l’ arco  ABM'.  Or  si  vede  chiaramente, 
in  primo  luogo,  che  queste  impiccoliscono  coll’  ingrandire 
l’ arco  ; perchè  a misura  che  il  puntp  M'  si  avvicina  ad  A' 
il  punto  T'  avvicinasi  al  punto  A.  In  secondo  luogo  la  tan- 
gente AT'  venendo  a cadere  al  disotto  del  diametro  AA'  rie- 
sce (n.°'l6)  negativa.  £ così  pure  la  secante;  perchè  il  pun- 
to T'  estremo  della  secante  CT'  e il  punto  M'  estremo  del- 
r arco  ABM'  si  trovano  per  rispetto  al  punto  C,  origine  del- 
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le  secanti,  iti  una  situazione  opposta  l'imo  dell’ altro;  al 
contrario  de'  punti  M e T nella  secante  CT  dell’  arco  AM, 
la  quale  per  ipotesi  era  positiva.  Quindi  se  la  secante  CT' 
trovasi  determinata  in  una  maniera  affatto  contraria  a quel- 
la con  cui  è determinata  la  secante  positiva  CT,  dovremo, 
giusta  r ipotesi  ammessa  (n.®  16)  , tener  la  secante  CT'  co- 
me negativa.  Pertanto  la  tangente  e la  secante  d’  un  arco 
qualunque  compreso  tra  90“  e 180“  sono  negative. 

La  cotangente  e la  cosecante  poi  crescono  amendue  in 
valore  assoluto  al  crescer  dell’arco  da  90“  a 180°,  con  la  dif- 
ferenza dippiù  che  la  prima  riesce  negativa,  mentre  la  se- 
conda rimane  ad  esser  positiva.  In  effetti , stando  sempre 
alla  posizione  qualunque  CM'  del  raggio  mobile , vediamo 
in  prima  die,  a misura  che  aumenta  l'arco  ABM',  con  1'  av- 
vicinai si  del  punto  M'  al  punto  A',  all’  opposto  il  punto  K' 
si  allontana  sempreppiù  rapidamente  da  B,  e conseguente- 
mente la  cotangente  e la  cosecante  aumentano.  Inoltre  co- 
me la  cotangente  BJ\'  viene  a cadere  a sinistra  del  diame- 
tro BB',  risulta  negativa,  (n.“16).  Ma  la  cosecante  CN'', 
venendo  determinata  rispetto  al  punto  C,  origine  delle  co- 
secanti, allo  stesso  modo  come  la  cosecante  CN  nel  primo 
quadrante,  perchè  tanto  i punti  N',  M',  che  i punti  N, 
si  trovano  collocati  da  una  medesima  parte  rispetto  al  pun- 
to C,  così  essa  è positiva.  Dunque  la  cotangente  d' un  arco 
compreso  tra  9U°  e 180°  è negativa,  laddove  che  la  cose- 
cante è positiva. 

19.  Prima  di  passare  innanzi  convien  sapere  che  i 
due  archi  ABM',  A'M',al  pari  che  due  altri  archi  qualun- 
que, i quali  presi  insieme  formano  una  semicirconfereii' 
za  si  diiamano  archi  svpplbmejvti.  Così  pure  due  angoli 
che  presi  insieme  formano  i80'*,  ossia  la  cui  somma  è 
uguale  a quella  di  due  angoli  retti  sono  angoli  svpplb- 
MBNTi  r uno  dell'  altixj. 

Posto  ciò  , paragoniamo  tra  loro  le  linee  trigonome- 
triche dei  due  archi  ABM',  A'M',  e vediamo  1“  che  essi 
hanno  il  seno  M'P'  ed  il  coseno  CP'  di  comune;  2 che, 
menale  le  tangenti  AT,  A'T",  per  l'eguaglianza  manifesta  dei 
due'  triangoli  ACT',  A'CT",  risulta  ancora  che  la  tangente 
AT'  e la  secante  CT'  dell'ureo  ABM' eguagliano  rispetti- 
vamente la  .tangente  A'T",  e la  secante  CT“  dell’  arco  sup- 
plemento A'M';  3"  che  in  (ine  questi  due  archi  ammettono 
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una  medesima  cotangente  BN',  e una  stessa  cosecante  CN'. 
Però,  tenendo  presente  quanto  si  è detto  intorno  ai  segni 
delle  linee  trigonometriche  degli  archi  maggiori  del  qua- 
drante, si  deduce  che  tutte  le  linee  trigonometriche  di  un 
arco  qualunque , ad  eccezione  del  seno  verso  e del  coseno 
verso,  sono  in  valore  assoluto  eguali  a quelle  dell'  arco  sup- 
plemento ; ma  in  valore  relativo , cioè  riguardo  ai  segni  , 
il  seno,  e la  cosecante  sono  d' un  medesimo  segno  pìà,  men- 
tre la  tangente,  la  secante,  la  cotangente,  e il  coseno  son 
di  segno  contrario. 

Pel  seno  verso  dei  medesimi  archi  supplementi  si  può 
osservare  che  quello  dell*  arco  ABM'  è rappresentato  da 
AP',  mentre  quello  dell’arco  A'M*  è A'P' , e la  somma 
di  questi  seni  versi  eguaglia  l' intero  diametro  A A'.  Il  co- 
seno verso  BQ  poi  è comune  ad  amendue  gli  archi  ABM', 
A'M',  perchè  si  l’uno  che  l’altro  di  questi  archi  è (n.“ 
14)  complemento  dello  stesso  arco  BM',  il  cui  seno  verso 
è appunto  BQ. 

Volendo  esprimere  analiticamente  tutte  queste  relazio- 
ni, dinoteremo  con  a uno  degli  archi  ; e per  conseguenza 
con  180"  — a il  suo  supplemento,  ed  avremo 


fseno=sen  (180° — a), 
Jtann= — tan  (180°— a), 

' ' j secn=  — sec  ( 1 80* — a), 

( sen  u.fl=:2— senv.(1 80°— a), 


cosrt= — cos(  ISO”— n), 
cotrz= — cot  (180°— rt), 
coseca=cosec(180°—  a), 
cosv'.fl=cosv.(180'’  —II). 


20.  In  fine  quando  il  raggio  mobile  viene  a coincidere 
con  CA',  r arco  descritto  dall’  estremo  dì  questo  raggio  sarà 
la  semicirconferenza  ABA',  e nel  medesimo  tempo  il  seno 
e la  tangente  svaniscono;  il  coseno,  la  secante,  e il  coseno 
verso  eguagliano  il  raggio  ; la  cotangente  e la  cosecante  di- 
vengono infinite;  e il  seno  verso  pareggia  il  diametro.  Per- 
tanto, tenendo  presente  quel  che  qui  sopra  abbiamo  spie- 
gato riguardo  ai  segni,  avremo 

..  tsen  180°=0^tan  180'’=0,sec  180°= — 1,  senv.180”=‘2, 
\ cosi 80°=- 1 ,cot  1 80"=-ao  ,cosec  1 80°=  x, cosv.  1 80"=^  I . 

21.  Passando  dall’arco  all’angolo,  possiamo  conchiu- 
dere,  dietro  le  cose  precedenti,  che  ; 
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• Tutte  le  linee  trigonometriche  d un  angolo  acuto 
son  positive. 

E di  quelle  d un  angolo  ottuso  sono  positive  il  se- 
no, la  cosecante,  il  seno  verso  , e il  coseno  verso;  e sono 
negative  il  coseno,  la  tangente,  la  cotangente,  e la  secante. 

22.  Se  la  Trigonometria  dovesse  trovare  in  sua  appli- 
cazione solo  nella  risoluzione  dei  triangoli,  sarebbe  oramai 
sufficiente  il  6n  qui  detto  intorno  ai  valori  progressivi  e ai 
segni  delle  linee  trigonometriche  ; perchè  sì  nei  triangoli 
rettilinei  che  negli  sierici  non  s’  incontrano  mai  angoli  che 
sorpassino,  non  che  arrivino  ad  eguagliare  due  retti;  editi 
questi  ultimi  triangoli,  come  si  sa  dalla  Geometria,  i lati 
sono  degli  archi  minori  d’  una  semicirconferenza,  o alme- 
no tali  si  possono  supporre  (*).  L’ uso  perù  di  questa  scien- 
za nelle  parti  più  elevale  di  Analisi  matematica,  esige  che 
si  parlasse  ancora  delle  linee  trigonometriche  di  quegli  ar- 
chi che  sorpassano  la  semicirconferenza.  Pertanto  conside- 
reremo i soli  seni  e coseni,  perchè  , come  vedrassi  nel  capo 
seguente , tutte  le  altre  linee  trigonometriche  da  quelli  di- 
pendono. 

Sia  dunque  AM=n  un  arco  qualunque  compreso  tra 
0“  e 90°,  e per  I’  estremo  M si  conduca  il  diametro  MCM"; 
egli  è chiaro  che,  se  all' arco  AM  s' aggiunga  la  mezza  cir- 
conferenza MBA'M",  oppure  un  qualunque  numero  impari 
di  mezze  circonferenze,  si  otterrà  in  tutti  i casi  un  arco 
che  parte  da  A e termina  ad  M";  per  modo  che  dinotan- 
do con  K la  mezza  circonferenza  di  raggio  1 ; e con  n un 
qualunque  numero  intero,  l’espressione  generale’  di  tutti 
quegli  archi  sarà  a-f-(2rail)'ir  , ed  avranno  insieme  M“P' 
per  seno,  e CP'  per  coseno.  Or  dalla  evidente  eguaglianza 
dei  triangoli  CMP,  GM^P',  e dalla  direzione  opposta  delle 
rette  M"P',  MP;  CP',  CP  risulta 

(5)sen(a-+-(2n+l^'ff)= — sena;  cos(a-f(2n+  !)■«•)= — cosa. 

Che  se  poi  all’  arco  AM  s’  aggiunga  la  circonferenza 
MBA'B'AM,  o un  qual  si  voglia  numero  di  queste  circon- 
ferenze , si  otteiTà  in  tutti  i casi  un  arco  che  parte  da  A 
e termina  ad  M,  e 1’  espressione  di  tutti  questi  archi  sa- 

[*)  Legendre—  EUmtnti  di  Gtometria;  pr.  XIX,  scoi,  lib.  VII. 
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rà  a + 2rv,  mentre  avranno  insieme  lo  stesso  seno  MP  e 
lo  stesso  coseno  CP  dell’  arco  ÀM.  Pertanto  sarà 

(6)  sen  (a  + 2»»)  = sen  a;  cos  (a  + 2n»)  = cosa 

23.  Queste  formole  dedotte  nella  ipotesi  di  a ed  n en- 
trambe positive,  avran  luogo  ancora  quando  una  o tutte  e 
due  quelle  quantità  sieno  negative.  E per  fermo  si  pren- 
da r arco  AM"  il  cui  valore  sia  a , compreso  sempre  tra 
0°  e 90°:  esso  pel  detto  nel  n°  9 sarà  negativo;  si  conduca  il 
diametro  e si  troverà  facilmente  che  tutti  gli  ar- 

chi che  partono  da  A e terminano  in  M',  percorrendo  la 
circonferenza  nel  senso  M^'ABA'B'  saranno  racchiusi  nella 
formola — Or  tutti  questi  archi  hanno  in. 

sieme  lo  stesso  seno  M'P',  e lo  stesso  coseno  CP',  i quali  so- 
no evidentemente  eguali  ed  opposti  al  seno  M"'P  ed  al  co- 
seno CP  dell’arco  AM'“= — a,  dunque 

sen  ( — a-l-(2n±  i)  ir)  =—  sen  ( — a); 
cos(-.-a-l-(2n±l)  *)  =— cos  ( — a). 

Che  se  ai  considerano  gli  archi  che  partono  da  A e 
terminano  ad  M"',  percorrendo  la  circonferenza  come  sopra, 
è chiaro  che  tutti  questi  archi  saranno  compresi  nella  fur- 
mola  — a-{-2nir,.  ed  avranno  per  seno  e coseno  comune  lo 
stesso  seno  M"'P,  e lo  stesso  coseno  CP  dell’  arco  AM"'  = 
— a,  dunque 

• 

sen  ( — a-f-  2n«  )=sen  ( — a);  cos(4*-f-2nir)=cos( — a). 

Finalmente  percorriamo  la  circonferenza  nel  senso 
AM'"B'A'B,  e consideriamo  tutti  quegli  archi  che  parten- 
do da  A vanno  a por  termine  in  M'  : essi  evidentemente 
saranno  tutti  compresi  nella  formola  — a — (2n±l)ir, 
ed  avranno  per  seno  M'P',  e per  coseno  CP',  i quali  sono 
rispettivamente  eguali  ed  opposti  al  seno  M'"P  ed  al  cose- 
no CP'tlell’ arco  AM"'=  — a,  e quindi 

sen  ( — a — (2o  + i)  ir  ) = — sen  (— n)  ; 
cos  ( — a — (2n±l)ir  )= — cos  (— n). 

Che  se  poi  si  considerano  gli  archi  che  partendo  da 
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A,  e progredendo  nel  senso  negativo  vanno  a 

tenninare  in  trova  facilmente  che  tutti  quegli  archi 

sono  racchiusi  nella  formola  — a — 2nir,  ed  hanno  per  seno 
i;  per  coseno  comune  il  seno  M*“P,  ed  il  coseno  CP  dell’  arco 
AM'"= — a,  dunque 

seri  ( — a — 2/1»)  = seii  ( — a);  cos  ( — a — 2/i7r)=cos  ( — a), 

24.  Pertanto  dinotando  con  k un  qualunque  numero  in- 
tero positivo  o negativo,  avremo 

(7)  scn  (Air  -J-  a)  =±seno;  cos  (A»  -|-  a)=icosa, 


valendo  il  segno  superiore  quando  A è pari  e l’ inferiore 
quando  è impari,  ed  essendo  dippiù  l'arco  a positivo  o ne- 
gativo. 

Comunque  nel  dedurre  le  precedenti  formole  siasi  sup- 
posto l’arco  a minore  di  90®,  pure  è facile  vedere  che 
quest’arco  può  essere  qualunque;  poiché  di  fatto,  sia- 
si quale  si  voglia  la  grandezza  ed  il  segno  dell'arco  AM, 
con  l’aggiunta  di  un  numero  impari  di  mezze  circonfe- 
renze avremo  un  novello  arco,  che  avrà  con  AM  di  co- 
mune r estremo  A,  e 1’  altro  estremo  sarà  diametralmente  op- 
posto ad  M,  onde  questi  archi  novelli  avranno  seni  e co- 
seni eguali  ed  opposti  al  seno  ed  al  coseno  dell’  arco  AM; 
td  all'  opposto  aggiungendo  ad  AM  un  numero  pari  di 
mezze  circonferenze,  ovvero  un  numero  qualunque  di  cir- 
conferenze, i novelli  archi  avranno  gli  stessi  estremi  A ed 
M , e |)erò  io  stesso  seno  e lo  stesso  coseno  di  AM. 

25.  Consideriamo  ora  il  seno  ed  il  coseno  d'  un  arco 
negativo  , e sia  AM™.  Se  si  conduca  la  corda  M"'M  per- 
pendicolare al  raggio  CA,  si  avrà  un  nuovo  arco  AM  dello 
stesso  valor  numerico  di  AM”',  ma  positivo.  Intanto  questi 
■ due  archi  hanno  i loro  seni  MP,  M'"P  evidentemente  egua- 
li ed  opposti,  ed  hanno  il  coseno  CP  di  comune  , dunque  se 
si  ponga  AM=a  si  avranno  le  formole 


(8)  scn  ( — a)  ~ — sen  a\  cos  ( — n)=  cos  a\ 

le  quali  comunque  dedotte  dalla  considerazione  d' un  arco 
minore  del  quadrante,  non  cessano  di  esser  vere  anche  nel 
caso  contrario.  E per  fermo,  se  gli  archi  AM,  AM"'  si  ac- 
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crescano  sempre,  e come  si  voglia,  di  porzioni  eguali,  i se- 
ri MP,  M^'P  risulteranno  sempre  eguali  ed  opposti,  ed  an- 
dranno a terminare  ad  uno  stesso  punto  P,  per  modo  che 
il  coseno  de’ detti  archi  sarà  sempre  comune  per  entrambi, 
qualunque  siane  la  loro  grandezza. 

26.  Dietro  queste  ultime  formule  (8) , le  (7)  posson 
mettersi  ancora  sotto  altra  forma  che  spesso  s’  incontra  in 
Analisi.  Di  fatto  secondo  quelle  formole  (7)  combinate  con 
le  (8)  si  ha 

sen  (Air -fa)  = ± sen  a;  cos  (Air-f  a)  = ± cos  a ; 

sen  (Air — a)  = + sen  (— a)=^  sen  a; 

cos  (Air — a)  = + cos  (— a)=+  cosa  ; 

valendo  i segni  superiori  quando  A h pari , e gl’  inferiori , 
quando  A è impari.  Quindi  se  dinotiamo,  come  è solito,  con 
l’espressione  ( — 1)“  il  segno  più  o il  meno  che  precede 
una.  quantità,  secondo  che  m è pari  o impari  avremo 

.g.  t sen  (Air-|-a)=( — 1)*^  sen  a;  cos  (Air-fa)  = ( — 1)^  cos  a; 
' ' |sen(A* — a)=(— l)‘+'sena;  cos  (A* — a)=(— l)‘cos  a. 

27.  Mercè  queste  formole,  qualunque  sia  un  arco  dato, 
il  suo  seno  ed  il  suo  coseno  sono  sempre  eguali  a queste 
medesime  linee , corrispondenti  ad  un  arco  compreso  tra 
0®  e 90°;  e queste  ultime,  in  virtù  delle  (1, 14)  (*)  sono  eguali 
al  coseno  ed  al  seno  d'un  arco  compreso  tra  0°  e 45°;  per  mo- 
do che  basta  la  sola  conoscenza  de’  seni  e coseni  di  questi 
ultimi  archi , per  conoscere  il  seno  ed  il  coseno  di  qual- 
sivoglia altro  arco. 

Esempio  1.  Essendo  1345°  = 7ir  -f-  85®,  sarà  in  virtù 
delle  prime  (9,26) 

sen  1345°  27'  I2“=—  sen  85°  27'  12"; 
cos  1345°  27'  12“=-  cos  85°27'12", 

e quindi  in  virtù  delle  (1,  14)  essendo  sen  85“  27'  12“= 

(’)  Indicheremo  cosi  ona  formola  che  si  trova  segnata  col  primo  nu- 
mero scritto  io  parentesi , e si  trova  nel  paragrafo  cui  corrisponde  il  se- 
condo numero. 


Digitized  by  Google 


26 


FASTE  FEIHA 


cos  4*  32' 48";  cos  85"  27'  12"=  sen  4"  32'  48",  sirà 

sen  1345"  27'  12"=  - cos  4"  32'  48"; 
cos  1345"  27'  12"=  —sen  4"  32'  48". 

Esempio  2.  Essendo  785"=  4«-j-65®,  sarà  in  virtù  del- 
le seconde  (9, 26) 

■ sen  (—785»  43'  1 3")=-  sen  65"43'  1 3"; 
cos  (— 785°43'  I3")=  cos  65"  43'  13"; 

e finalmente  in  virtù  delle  (1 , 14)  sarà 

sen  (-785"  43'  13*)=— cos  24"  16'  47"; 
cos  (-785»  43'  13")=  sen  24"  16'  47". 

28.  Se  nelle  (9,  26)  pongasi  a = o,  allora  osservando 
cbe  (1, 16)  sen  0"=0,  cosO*=:l,  avremo 

(10)  sen  kx=:o  ; cos  kx  = 1±  , 

valendo  per  la  seconda  formola  il  segno  superiore  o l’ in- 
feriore, secondo  che  k è pari  o impari. 

29.  Passiamo  ora  a provare  come  le  formole 

(11)  sen  (90"-|-a)  = cos  a,  cos  (90"-fa)  =— sena, 

le  quali  si  ottengono  osservando  che  (n.°14)  gli  archi  90°  -f-  a 
ed  a son  complementi  l'uno  dell'altro,  e che  il  primo  è 
ottuso,  sìen  vere  per  qualunque  grandezza  e segno  diasi 
ad  a. 

Sieno  perciò  (^g.  5)  AA',  BB*  due  diametri  perpendi- 
colari l’uno  all’altro,  ed  MM",  M'M'"  parimenti  due  altri 
diametri  allo  stesso  modo  disposti.  Menate  le  perpendico- 
lari MP,  M'P',  M"P',M"'P'",  i triangoli  MCP  , M'CP' , 
M"CP" , M"'CP'"  che  ne  risultano  saranno  tutti  eguali  tra 
loro.  L' eguaglianza  è manifesta  per  i triangoli  opposti 
MCP,  M“CP",  ed  M'CP'  , M"'CP"' ; e per  provarla  negli 
altri  due  M'CP' , M"CP" , si  osservi  che,  essendo  CP"M" 
un  triangolo  rettangolo,  la  somma  dei  due  angoli  acuti 
P'CM",  CM"P“  è eguale  ad  un  retto,  e quindi  all'angolo 
M'CM",  che  per  costruzione  è retto;  togliendo  dunque  da 
ambe  le  parti  l’angolo  P"CM",  resterà  CM"P' = M'CP': 
allo  stesso  modo  si  dimostra  che  CM'P'  = PCM";  quindi 
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i triangoli  CM'P',  CM"P" , aTcnclo  dippiù  il  lato  CM'  = 

CM",  sono  eguali.  Dunque  i quattro  triangoli  ottenuti  die- 
tro la  costruzione  precedente  sono  eguali , e perciò  MP 
= CP'  = P"!»!"  = CP",  CP  = M'P'==  CP»  = M"P'*.  Or 
di  queste  r^tte  le  prime  quattro  sono  alternativamente  il 
seno  ed  il  coseno,  e le  altre  quattro  il  coseno  ed  il  se- 
no degli  archi  AM , ÀM' , AM" , AM"  ; prendendo  dun- 
que per  a uno  qualunque  di  questi  archi,  e tenendo  dip-  . , 

più  presente  che  CP',  CP"  sono  coseni  negativi , Plil"  , - • 
P'"M'"  sono  seni  negativi,  troveremo  che  le  formole  (11) 
han  luogo  sempre.  Or  è chiaro  che  aumentando  ciascuno 
dei  suddetti  archi  AM,  AM',  AM” , AM'”  d’ una  o più  cir- 
conferenze, ricadiamo  sugli  stessi  punti  M,  M',  M”,  M'*. 
Dunque  le  stesse  formole  sussistono  per  qualunque  sia  la 
grandezza  positiva  dell’  arco  a. 

Per  provarne  ora  la  esistenza  nel  caso  di  a negativo, 
si  osservi  che  per  le  formole  (9,26)  si  ha 

sena  = sen(180®— a ) , cosa  = — cos(180® — a) , 

per  qualunque  sia  l'arco  a,  e ponendo  in  esse  90”  — a in 
luogo  di  a si  avrà 

sen  (90° — a)  = sen  (90°-|-a) , cos  (90°— a)  = — cos  (90°-{-a). 

Ma  quan^  a è positivo  e qualunque  si  ha,  per  quel 
che  si  è ora  dimostrato, 

sen  (90°-{-a)  = cos  a , cos  (90°-l-a)  = — sen  a. 

Dunque  in  fine  le  formole  (il)  han  luogo  per  qua- 
lunque valore  e segno  si  voglia  attribuire  all’  arco  a. 

30.  Dopo  ciò  se  nelle  formole (9,26)  supponiamo  dappri* 

ma  k pari,  sarà  un  numero  pari  o impari,  e quindi  iu 
virtù  delle  medesime  formole  avremo 


(sen^^T-|-a^=(— l)^'sena;  ir-J-a^=(— 1)*  cosa 

\ /k  \ -+•  N ‘ 

penf  — ir— a 1=( — l)’sena;  cosf  — a 1=(— !)•  cosa. 
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Se  poi  k h impari , sarà  ^-^ua  numero  pari  o impa- 

A 

i jt 1 1 

ri,  e quindi  osservando  che  j ==-2 — I"  ^ ® P®*"  le  (11.29) 

cos  C'iir±a)  = :f:  sena;  sen  = cosa,  avremo 

per  I.  (9,26)  ' 

(k  \ >-» 

■^ir+aj=( — 1)  • cosa; 

|cos^.Ì  — l)“^sena; 

(k  \ » 

— ir — flj=( — 1)  * cosa; 

Ck  \ 

— *■ — fl1=( — 1)  • sena. 

31.  Se  in  queste  ultime  formule  poniamo  a=o,  ed  os- 

h 1 

serviamo  che  quando  k è della  forma  4 Ar+l , — pari  ; 

e quando  k è della  forma  44 — 1, 1’  esponeute^-^è  impa- 
ri,  troveremo 


(13) 


(14) 


4A+ 1 , «—1 

sen — — ir=l;  sen  — ~<k= — 1; 


cos 


2 ' 2 

4à+l  - «— 1 ^ 

——ir =0;  cos  —^x=  0 ; 


e mercè  queste  formule  si  conoscerà  il  seno  ed  il  coseno  di 
un  multiplo  del  quadrante. 

32.  Risulta  dalle  considerazioni  precedenti,  che  v’  ha 
un’  infinità  di  archi,  corrispondenti  ad  un  medesimo  seno 
o ad  un  medesimo  coseno;  e tutti  questi  archi  possono  es- 
sere racchiusi  in  formole  complessive,  le  quali  serviranno 
a risolvere  le  equazioni. 

senar=p;  cosar=q, 

essendo  p e q due  frazioni  positive  o negative. 

Poniamo  dapprima  che  sia  p positivo  : il  più  piccolo 
arco  corrispondente  a questo  seno  positivo  p sarà  come  ÀM 
(_/?g.  4)  cioè  compreso  tra  0”  e 90°.  Or  tutti  gli  archi  che 
partono  da  A e vanno  a terminare  ad  M , sì  positivamen- 
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t€,  che  negativamente,  sono  compresi  nella  formola  2A:ir-fa, 
essendo  k un  numero  intero  positivo  o negativo  ; e quelli 
che  terminano  in  M'  son  compresi  nell’ altra  a ; 

or  nel  tempo  stesso  tutti  questi  archi  hanno  lo  stesso  seno 
positivo  pi  dunque  se  si  ha 

senxz=:  p,s&TiX  = 2k'ie-{-a  o or =(2A-|-1  )*•—«, 

essendo  a un  arco  positivo  e compreso  tra  0®  e 90%  ed 
avente  per  seno  p. 

Quando  poi  p è negativo  , il  più  piccolo  arco  corri- 
spondente a questo  seno  negativo  p sarà,  come  AM'",  es- 
so stesso  negativo , e il  cui  valore  sarà  compreso  tra  0®  e 
90®.  Nel  tempo  stesso  tutti  gli  archi,  sieno  positivi  o ne- 
gativi , che  partendo  da  A vanno  a terminare  in  M'"  o in 
M"  son  compresi  nelle  formolo  2k‘ir — a,  e 2kir — flr-f-a, 
ed  hanno  lo  stesso  seno  negativo  PM'"  ovvero — p,  dunque 
avendosi 

senx= — p,sarh  x=2k'K—a  o x=(2k — 

purché  per  — a s’ intenda  il  più  piccolo  arco  , in  valore  as- 
soluto , ma  preso  nel  senso  negativo  , e corrispondente  al 
seno  —p.  Dunque  in  generale  possiam  conchiudere  che  se 
si  abbia 

(15)  sen  x=p 

essendo  p una  frazione  positiva  o negativa  sarà 

(16)  x:=2kx-^-a  0 x=(2k-^i)  x-f-a 

purché  per  a s’ intenda  il  più  piccolo  arco  in  valore  as- 
soluto, che  corrisponde  al  seno  i , e perciò  compreso 
tra  —90®  e 4-90°. 

Col  medesimo  ragionamento  si  prova  che  dalla  for- 

mola 

(17)  cos  xxzp , 

essendo  p una  frazione  positiva  o negativa  , si  passerà  al* 
r altra 

(18)  x=2kx-t-a 

purché  per  a s’ intenda  il  più  pìccolo  arco  che  abbia  per 
coseno  ip  , e perciò  un  arco  compreso  tra  0“  e l80®. 
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33.  Finalmente  si  osservi  che  p & q non  possono  essere 
mai  maggiori  di  1;  poiché  il  seno  o il  coseno  non  sono 
mai  maggiori  del  raggio.  Quindi  nel  caso  di  p>o  o q'>o, 
le  radici  delle  (15)  o (17)  (n.®  prec.)  sono  immaginarie. 


CAPO  SECONDO 

FORMOLE  TRIGONOMETRICHE. 
ARTICOLO  I. 

Formole  che  urvono  a dare  una  linea  trigonometrica 
in  funzione  di  altre. 

34,  Dichiarate  le  definizioni  delle  linee  trigonometri- 
che , e fatti  conoscere  i simboli  con  cui  si  è convenuto 
rappresentarle,  passiamo  ora  a trovare  le  relazioni  tra  le 
dette  lince  esistenti. 

Sia  pertanto  AM  {Jìg.  4 ) un  arco  qualunque,  che 
si  dinoti  con  a,  e s'intenda  descritto  con  un  raggio  CA= 
CM=1  , per  la  ragione  espressa  nel  n,“  16;  fatta  la  stes- 
sa costruzione  come  nel  n.”  l3 , avremo  così  il  triangolo 
rettangolo  MFC , che  , per  una  proprietà  conosciuta , dà 
immediatamente  1*  eguaglianza. 

MpVcp‘=MC, 

la  quale  con  la  sostituzione  dei  simboli  trigonometrici,  e 
tenendo  presente  che  il  raggio  MC=1,  diviene. 

(1)  sen’a  -)-  cos’a  =!(*), 

e secondo  che  si  risolve  rispetto  a sena,  o a cosa,  dà 

(2)  sena  =i  ± V 1—  cos*  a,  (3)  cos  a = ± 1 — sen*  a. 

Il  doppio  segno  che  alletta  i radicali  in  queste  for- 
mole , viene  dal  perchè  uno  stesso  coseno  CP  ( fig.  4 ) 
corrisjionde  sempre  a due  archi  AM,  AM*  eguali  e di  se- 

(*)  Invece  di  scrivere  (seea)*,  scriveremo  cosi:  son*a,  e lo  stesso 
a Inteada  per  cosa,  ec. 
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gno  contrario,  i cui  seni  son  parimente  eguali  e di  segno 
contrario.  Similmente  uno  stesso  seno  MP  corrisponde  a 
due  archi  AM,  AM',  i cui  coseni  CP,  CP'  sono  parimen- 
te eguali  e di  segno  contrario. 

Similmente  i triangoli  CMP,  CTA,  avendo  l’angolo 
MCP  comune,  e l'angolo  MPC  = TAC,  come  retti,  so- 
no simili , e danno  le  proporzioni 

CP;  MP;:CA;  AT, 

CP:  CM  ::  CA;  CT, 

ovvero 

cosa:  sena:;  1.*  tana, 
cosa:  1 1 : seca; 

donde  si  deduce 

sena  1 

...  tana  = , (5)  

(4)  cosa  ' ’ coso 


Per  la  stessa  ragione,  cioè,  che  i due  triangoli  CBN,  CQM 
sono  simili,  si  hanno  le  due  proporzioni 


CQ;  QM  ::CB:  BN, 
CQ:  CM  ::CB:  CN; 

ovvero 

sena:  cosa 1 : cota, 
sena  : 1 : : 1 : coseov  ; 

donde  si  deduce 


(6) 


cota  =: 


cosa 

sena 


» 


(7) 


1 

coserà  = . 

seno 


35.  Le  formole  (1),  (4),  (5),  (6),  (7)  (n.”prec.)  rappre- 
sentano le  più  semplici  relazioni  tra  tutte  le  linee  trigonome- 
triche d*  un  angolo  dato  ; e per  loro  mezzo , data  che  fosse 
una  sola  delle  sei  linee  seno,  coseno,  tangente,  cotangente, 
secante  , cosecante,  ( esclusi  il  seno  verso  ed  il  coseno  ver- 
so , perchè  di  uso  non  frequente  ) possiamo  determinare 
le  rimanenti  cinque  , senza  aver  più  bisogno  di  ricorrere  a 
figure.  Così  supposto  datp  il  seno,  allora  le  (3),  (4),  (5), 
(6) , (7)  determinano  le  rimanenti  lìnee  trigonometriche  : 
e se  invece  fosse  dato  il  coseno , allora  bisognerebbe  rim- 
piazzare la  (3)  con  la  (a). 

36.  Supponiamo  ora  che  sia  la  tangente  quella  che  è 
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data,  e si  vogliano  le  rimanenti  linee  Avremo  in  primo  luo- 
go moltiplicando  le  (4)  e (6)(n.°  34). 

(8).  tanacota=t, 


ovvero 

(9) 


cota  = 


1 

tana* 


Indi  elevando  a quadrato  le  (4)  e (5)  (n.°  34)  c sot- 
traendo la  prima  dalla  seconda  avremo  dapprima 

1 sen’a 

sec*a— tan  a— — -, 

cos'a  cos*a 

e quindi  riducendo,  e tenendo  presente  la  (1,34),  trove- 
remo 

sec*a— tan*a=1 , 

donde 


(10)  seca  =±y  1-f  tan’a. 

Da  questa  formola  combinata  conia  (5,34)  se  ne  trae 

(11)  • cosa:^ 


+ 1 


l+fan*a’ 


e dalla  (4,34)  combinata  con  la  (11)  sene  trae 


(12) 


sena  = x 


tana 


y 1-J-tan‘a 


Finalmente  dalla  (7,  34)  combinata  con  questa  (12)  se 
ne  trae 

(13)  rn^er/T.  =+  F 14-Un»a 

' ' tana 


Così  le  formole  (9),  (10),  (11),  (12),  e (13)  deter- 
mineranno le  rimanenti  linee  trigonometriche  per  mezzo 
della  data  tana. 

Il  doppio  segno  che  affetta  le  formole  (10)  e (11)  na- 
sce dal  perchè  due  archi  supplementi  hanno  ( n.°  19  ) e- 
guali  tangenti  , eguali  secanti  , ed  eguali  coseni  , ma  di 
segno  contrario.  Or  quando  nel  radicale  si  sostituisce  a 
tana  il  suo  valore,  tan’a  sarà  sempre  positiva,  qualunque 
sia  il  segno  di  tana , e perciò  dobbiamo  avere  due  valori 
eguali  e contrarii  per  seca , e parimente  due  valori  eguali 
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e contrarii  per  cosa.  Il  seno  poi  e la  cosecante  essendo  po- 
sitivi entrambi  si  per  1’  uno  che  per  l’ altro  arco  supple- 
mento, allora  quando  1’  angolo  a è acuto  tana  è positiva  , e 
perciò  si  riterrà  il  segno  superiore  nelle  (12)  e (13)  ; e 
quando  a è ottuso , essendo  tana  negativa , dovrà  ritener- 
si il  segno  inferiore  , si  che  non  debbesi  avere  che  un 
sol  segno , il  piu , in  questo  caso.  Ma  se  si  rifletta  che 
due  archi  eguali  e di  segno  contrario  hanno  ancora  cose- 
canti e seni  eguali  e di  segno  contrario,  parimente  che  le 
tangenti , e che  sia  positiva  o negativa  una  quantità  , il 
suo  quadrato  sarà  sempre  positivo  , si  vedrà  pure  perchè 
le  formole  (12)  e (13)  dovendosi  addire  ad  entrambi  que- 
sti casi , devono  ammettere  il  doppio  segno. 

37.  Supponendo  data  la  cotangente  , le  formole  per 
determinare  le  rimanenti  linee , mercè  le  consuete  elimi- 
nazioni fatte  sulle  formole  fondamentali , si  troveranno  es- 
sere le  seguenti  : 


(U) 

(15) 

(16) 


tana  = ; 

cota 

coseca  ——  V l-|-cot’a; 
+ 1 


sena  = 


K l-j-cot*a’ 


(17) 


cosa 


+cofo 
t + col*  a ’ 


(18)  seca  = . 

cota 

Il  doppio  segno  di  queste  formole  si  ha  per  ragioni 
analoghe  a quella  esposte  in  fine  del  n.°  prec.  E si  av- 
verta che  nelle  formole  (17)  e (18)  si  riterrà  sempre  il  se- 
gno supcriore  sia  a positivo  o negativo. 

38.  Si  potrebbe  egualmente  supporre  data  la  secante,  . 
oppure  la  cosecante  e dedurre  dalle  formole  fondamentali , 
le  espressioni  delle  rimanenti  linee  in  funzione  della  pri- 
ma ; ma  senza  occuparci  di  questa  ricerca  facile  ad  ese- 
guirsi, e che  lasciamo  all’esercizio  de’ giovani,  sviluppe- 
remo qui  appresso  poche  altre  formole  che  spesso  s’ in- 
contrano. 

4 


Digitized  by  Google 


3i  rA>TE  ERIIU 

E dapprima , si  lia  dalle  (5)  e (7) , del  ii.“  34. 


1 1 

=cosa,  = 

seca  coseca 


sena, 


(|uìndi  elevando  a quadrato,  e poi  addizionando,  col  tener 
presente  la  (1,34)  trovérassi 


(19) 


-=l. 


sec'a  cosec’a 

Inoltre  dinotando  con  a e b due  archi  diSerenti,  a- 
vremo  secondo  la  formola  (1,34) 

(20)  sen*a4-cos’a=l , sen*6+cos*&=l , 

e perciò 


1 — cos*«  — cos*A=  1 — ( I — sen‘a)  — (1 — sen’6) 

= — ( 1 — sen*a — sen*ó  ) 

=sen*A — cos*a=sen*rt — cos'b 

(21)  =sen*a(sen*M*cos*^)  — cos*A(sen*a-f-cos’o) 
=sen’a  sen'A— cos*a  cos'b. 

Sottraendo  le  (20)  avremo 

sen'a — sen*i= cos’6— cos*a 

(22)  =cos’é(sen*a+cos*a) — cos’a(sen‘^-f-cos*A) 

=sen*a  cos'A — sen'b  cos'a.  . 

39.  In  tutte  le  formole  precedenti  manca  l’omogenei- 
tù  , perchè  il  raggio  si  è fatto  eguale  ad  1 ; e volendo  che 
r omogeneità  sia  ristabilita  , basterà , come  altrove  si  è 
detto  (n.°3),  supporre  il  raggio  rappresentato  da  una 
lettera  qualunque  R , per  esempio , e sostituire  ai  simboli 
che  entrano  nelle  dette  formole , gli  stessi  simboli  divìsi 
per  R.  È cosi  che  la  (1 , 34)  diviene. 

scn’a  , ros’n 

~R'  ’ 

o meglio 

(23)  sen’a-f‘COs’a=:i?’, 

ed  è ora  omogenea.  Operando  allo  stesso  sulle  fur* 
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mole  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  (n.®  34),  esse  diverranno 
omogunee , e saranno  rappresentate  rispettivamente  da 


(24) 


sena 


— cos’a  (25)  cosa=± sen’ a 


/tseno  R'  , Acos<i 

(26)  tana= , (27)  seca= , (28)  cofa= , 

' ' coso  ’ ' cos  o ' seno 


(28')  coseca= 


sena 


e si  potrebbero  egualmente  ridurre  tutte  le  altre. 

40.  Le  formole  (1),  (4),  (5)‘  (6),  (7)  dei  n.°  34,  o 
le  (24  , 26 , 27,  28,  28'  ii."  prec.)  essendo  d’un  uso  fre- 
quentissimo ne'  calcoli  trigonometrici  , le  tradurremo  qui 
appresso  in  linguaggio  ordinario:  cosi,  supponendo  il  rag- 
gio come  unità  delle  linee  trigonometriche  , e seguendo 
le  dette  formole  del  n.°  34 , si  avrà  die 

La  'somma  del  quadrato  del  seno  e del  quadrato 
del  coseno  è uguale  ad  uno; 

La  tangente  è uguale  al  seno  diviso  pel  coseno  ; 

La  secante  è uguale  ad  uno  diviso  pel  coseno  ; 

La  cotangente  è uguale  al  coseno  diviso  pel  seno  ; 

La  cosecante  è uguale  ad  uno  diviso  pel  seno. 

Cbe  se  il  raggio  non  si  supponga  più  esser  1’  unità  di 
tutte  le  altre  linee  trigonometriche  ; ma  che  insieme  a 
queste  venga  esso  riferito  ad  una  terza  unità  arbitraria  , 
non  faciente  parte  delle  formole , sarà  invece , secondo  le 
formole  del  n.°  prec. 

La  somma  del  quadrato  del  seno  e del  quadrato 
del  coseno  eguale  al  quadrato  del  raggio  ; 

La  tangente  eguale  al  raggio  moltiplicalo  pel  seno 
e diviso  pel  coseno; 

La  secante  eguale  al  quadrato  del  raggio  diviso 
pel  coseno  ; 

La  cotangente  eguale  al  raggio  moltiplicato  pel  co- 
seno e diviso  pel  seno; 

La  cosecante  eguale  al  quadrato  del  raggio  diviso 
pel  seno. 

41.  In  fine  le  dette  formole,  abbenchè  dedotte  dalla 
considerazione  d'  un  arco  minore  del  quadrante,  non  ces- 
sano di  esser  vere,  nell’ipotesi  d’un  arco  di  qualsivoglia 


» 
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t'nuul(izzH.  K per  fermo,  qualunque  sia  l’arco,  le  sue  li- 
nee IrigonomcU'icUe  formano  sempre  dei  triangoli  rettan- 
goli e simili , i quali  conducono  in  tutti  i casi  alle  pro- 
porzioni c alle  formole  del  n.°  34 , non  considerando  pe- 
lò nelle  linee,  se  non  se  i loro  valori  numerici.  Ed  in 
quanto  ai  segni  poi , dipendenti  dalla  posizione  relativa  di 
esse , le  stesse  formole  si  accordano  a dare  de’  risoltamen- 
ti  identici  a quelli  che  si  convengono  alla  posizione  indi- 
cata dalla  figura , come^  facilmente  può  verificarsi.  Così  la 
formola  (1  ,34),  ove  non  si  trovano  che  i quadrati  del 
seno  e del  coseno,  è evidente  che  non  cesserà  di  sussiste- 
re anche  quando  queste  linee  fossero  negative.  In  ordine 
jMii  alle  alue  quattro  formole  fondamentali  ( 4,  5,  6,  7, 
ii.°  34  ) ricordandosi  i segni  convenienti  al  seno  e al  co- 
seno d’ un  aico  qualunque , come  precedentemente  si  è 
spiegato  , si  trova  che  da  0*  a 90“,  ove  queste  linee  soa 
positive  , le  detto  formole  danno  valori  positivi  per  le  quat- 
tro linee  tangente,  secante,  cotangente,  e cosecante.  Da 
DO”  a 180^  , essendo  il  seno  positivo  e il  coseno  negati- 
vo , le  (4),  (5),  (6),  (il.®  34)  danno  valori  negativi  per  la 
tangente  , la  cotangente , e la  cosecante  ; e la  (7 , 34)  dà 
valori  positivi  per  la  secante.  Da  ISO®  a 270°,  essendo  il 
seno  ed  il  coseno  tutti  e due  negativi,  la  (4)  e la  (6)  dan 
valori  positivi  per  la  tangente  e per  la  cotangente , lad- 
dove che  le  (6;  e (7)  dan  valori  negativi  per  la  secante 
c la  cosecante.  In  fine  da  270*  a 360°,  essendo  il  seno  ne- 
gativo e il  coseno  |>ositivo,  le  (4),  (6),  (7)  dan  valori  ne- 
gativi per  la  tangente,  la  cotangente  e là  cosecante  ; men- 
tre la  (5)  dà  valori  positivi  per  la  secante.  E tutti  que- 
sti risullamenti , dati  dalle  formole,  si  accordano  benissimo 
quanto  ai  segni,  con  la  posizione  relativa  delle  linee  trigo- 
nometriche da  esse  rappresentate , come  si  vede  dalla  fi- 
gura 4. 

Quando  si  passa  ad  un  arco  maggiore  della  circonfe- 
renza , e indicato  da  360°-f-a , tornando  il  seno  ed  il  co- 
seno ad  aver  gli  stessi  valori  e segui  del  seno  e del  cose- 
no deir  arco  a,  anche  le  formole  (4),  (5),  (6),  (7)  danno 
i medesimi  risult.imcnti  per  l’arco  360°-^a,  come  per  l’ar- 
co a.  Or,  dietro  l’ ispezione  della  figura,  vedesi  come  ciò 
avvenga  col  fatto. 

Anche  in  ordine  agli  ardii  negativi  o agli  archi  mul- 
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tiplt  ilei  (|uadrante  trovaiisl  le  dette  forinole  d'  accordo  con 
Ja  figura.  In  eflelti  in  ordine  ai  primi  cambiando  1'  arco 
positivo  -\-a  nell'  arco  negativo  — a si  ha  (8 , 25). 

sen  {—a)  =—  sena , cos  (— a)=cos  a, 

il  che  fa  vedere  ciré  cambiando  il  segno  all'  arco  , cangia 
di  segno  il  seno  , mentre  il  coseno  resta  dello  stesso  se- 
gno *,  e nella  ipotesi  medesima  le  forinole  (4),  (6),  (7)  , 
non  fanno  che  dar  gli  stessi  valori  assoluti  {>er  la  tangert- 
te,  la  cotangente  > e hi  cosecante,  tanto  per  Tarco  -f-a  elio 
per  r arco  —a  , ma  però  di  segni  contrarii  ; laddove  che 
Ja  (.5)  dà  valori  dello  stesso  segno  tanto  per  la  secante 
dell'arco  -\-a  quanto  per  quella  dell' arco — a.  E ciò  jiure 
è d’accordo  con  la  figura.  Per  gli  archi  multipli  poi  , os 
servando  che  sen  0”=(>,  cos  0°=1,  sen  90  =1,  cos  90"=O 
seni86"=0,  cos  180"= — 1,  sen  270°= — 1,  cos  270"=0 
sen  360°=0 , cos  360’=1  , ec.  , si  trova  che  le  forinole 
(!•)  , (5)  , (6)  , (7)  danno  tan  ()'’=0,  secO®=l,  col  0°=»  , 
cosce  0°=  00  ; tan  90°  = oo  , sec  90”=oo  , col  90®  = 0,  co- 
sce 90"=  0,  ec.,  e questi  valori  simio  sempre  conformi  a 
<|uelli  che  si  deducono  direttamente  dalla  figura.  In  que- 
ste ultime  formule  bisogna  tener  presente  ciò  che  si  dice 
in  Algebra  (’)  intorno  al  limite  oo , cioè  che  secondo  che 
si  riguarda  come  limite  delle  quantità  positive  crescenti  n 
delle  negative  decrescenti , dee  esser  aJTetto  dal  segno  -{-  o 
dal  segno  — . 

42.  Dopo  tutto  ciò  possiamo,  relativamente  alle  altre 
quattro  linee  trigonometriche  tan,  col,  sec,  cosec  , sta- 
bilire le  formole  che  qui  seguono,  e che  si  deducono  dal- 
le formole  fondamentali  (4),  (5),  (6),  (7)  del  n.°  34,  com- 
binate con  le  (9  , 26),  (12,  c 13,  30),  (10,  28)e(li,3i). 

(29)  tan  (— n)=-r-tana  ; (30)  cot  ( — a)  =—  coln  ; 

(31)  sec  ( — a)=seca;  (32)  cosec  ( — fl)= — coscca  ; 

(33)  tan  (/i''!ria)=+taiia  ; (34)  col  (ArirÌ«)=Ìcotd  ; 

(35)  sec  (Air+a)=( — 1)  ‘seca  ; 

(36)  cosec  (AaH-a)=( — 1)  ‘coseca  ; 

(37)  cosce  (A'!r-|-a)=( — 1 /^'coseca  ; 

(*)  D' Andrea  — £lemenli  di  Algebra , n."  127. 
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(38)  tan  ^A^+a^=^cola,  (39)  col^A^+a^=+lanrt; 

(40)  sec  ^A_-|-a^=:^ — *coseca  ; 

(41)  sec  ^A— — "cosecrt  ; 

(42)  coscc^a5  ±a^=^_  . 

(43)  tan  Air^O  ; (44)  col  Air=i« 

(45)  sec  Air=iao  ; (46)  cosce  Air=0  ; 

(47)  tan  (4A+1)  ^=±oo  ; (48)  sec(4A±l)  ^=+«  ; 

(49)  cot  (4A±1)  5=0;  (50)  cosec(4A±l)  ^=±1  ; 

badando  di  ritenere  nelle  formole  (44)  e (45)  il  segno  su- 
periore se  A è pari , e l’ inferiore  se  A è innpari. 

ARTICOLO  III. 

formale  del  seno  e del  coseno  d un  arco  somma  o differenza  di 
due  archi  dati,  in  funxione  dei  seni  e coseni  di  questi  archi  me- 
desimi. 

43.  Sieno  AM=a  ed  MN=^>  (/g.  6)  due  archi  qua- 
lunque presi  sul  quadrante  AB  , che  ha  per  centro  C , e 
per  raggio  CA=1.  Si  tagli  MiN'=MN  ; si  congiunga  il 
raggio  CM  e la  corda  NN',  la  quale  resterà  divisa  dal  rag- 
gio CM  per  metà  in  F ; indi  sul  raggio  CA  si  abbassino 
le  perpendicolari  NQ,  MP,  N'Q'  ; ed  in  line  pei  punti  F, 
N*  si  menino  le  FG  , N*I  parallele  ad  AC.  Da  questa  co- 
.struzione  risulta  evidentemente  che  i quadrilateri  N'H,  ed 
FO  sono  rettangoli  , e che  i triangoli  JV'FI  , FNG  sono 
eguali;  perchè  FiN'=:FN,  l’angolo  N'FI=FNG,  e l’ango- 
lo F]VI=:NFG  , in  virtù  delle  parallele  FG  , N'I  ; dunque 
Q'1I=N'I=FG=QH,  IF=GN,  N'Q'=1H  , FH=GQ.  Inol- 
tre (n,“  13y  l\IP=senfl,  CP=cosfl  , r»'F=sen6,  CF=cosA  ; 

( NQ  =sen(a-|-A)=GQ-l-GN  =FH-|-GN  , 

. , ) CO  =cos(ci-f6)=CH— IIQ  =CH-FG  , 

) N'0'=sen(,/— A)=1H=FI1  -IF  =FII-GN  , 

( CO'  =cos(ci-^)=Cll-f-MQ'=CH-|-FG. 
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Posto  ciò,  i triangoli  CMP,  CFH  , essendo  cvideii* 
temente  simili  , perché  MP  è parallela  ad  FU  ; non  che 
gli  altri  due  CMP , GFN , perchè  hanno  i lati  rispettiva- 
mente perpendicolari,  si  avranno  le  pro|H>rzioni 


CM  : MP  : : CF  : FH=’^**y^.=senn  cosi  : 

CM 

CM  : CP:  : CF  : CH=^^i^^^-cosa  cosi  ; 

CM 

CM  : MP::FN  : FGs=^^^^:^=senflseni.; 

Cin 

pM  V rp  * 

CM  : CP;:FN  : GN=i^!;4^=seDA  cosa. 

CM 


Sostituendo  quindi  nelle  eguaglianze  (a)  in  luogo  di 
FU  , CH , FG  , GN  i precedenti  loro  valori,  si  avranno  le 
formole  cercate  cosi  espresse  : 

(1)  sen(a-f  ò^=senacos^4-^>^^cosa, 

(2)  cos(a-l-ò)=cosa  COSÀ — scnasenò, 

(3)  sen(a — 6)=sena  cos^  scn^  cosa, 

(4)  cos(a  — 6)=cosa  cos6-l-sena  senó  ; 

le  quali  possono  scriversi  più  compendiosamente  così  : 

san(a±è)=sena  cosA+seni  cosa  ; 
cos(a+6)=cosa  cosòqpsena  senò. 

44.  Nel  trovare  queste  formole  si  è supposto  nella  fi- 
gura, che  la  somma  degli  archi  a e b fosse  minore  di  90% 
e che  r arco  a fosse  maggiore  dell'  arco  b ; ciò  non  per- 
tanto si  può  dimostrare  che  esse  valgono  sempre  , quali  che 
si  fossero  i valori  cd  i segni  degli  archi  a e b. 

E dapprima  .si  osserverà  che  , nel  caso  in  cui  fosse 
a<A,  cambiando  nelle  formole  (3)  c (4)  (n.®  prec.),  a in  4 
e ò in  a , si  avrebbe , per  queste  medesime  formole,  le- 
gittimamente 

sen  (4— a)=scné  cosa — sena  cosé= — (sena  cosi— senò  cosa) 
cos  (A — a)— cosa  cosò^scna  seni  ; 
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ma  nella  slessa  ipotesi  di  a<6  essendo  (A —<i)  un  arco  jw 
sitivo  si  Ila  (8 , 25) 

sen  (J) — a)= — sen  {a  — 6),  cos  (^— a)=cos  (« — b), 
onde  sarà  pure 

sen(a—  ^)=sen«  cosi — seni  cosa  , 
cos(d — i j=cos«  cosi-j-senrt  seni  ; 

e quindi  le  formolo  (3)  e (4)  lian  luogo  ancora  quando 
tì<i.  Inoltre  le  (1)  e (2)  non  essendo  punto  alterate  per  la 
supposizione  di  a<i,  ne  segue  che  tutte  e quattro  le  for- 
inole trovate  iian  luogo  quali  che  si  fossero  nei,  purché 
però  la  somma  di  questi  archi  sia  minore  di  un  quadran- 
te ; Onde  ciascuno  di  essi  può  considerarsi  compreso  tra 
0®  e 45'’.  Dippiù  essendo  che  le  formole  (3)  e (4)  possono 
ottenersi  dalle  (1)  e (2)  (n.°  pre.)  caìiabiando  b in — i,  con- 
vien  conchiudere  che  in  queste  ultime  si  può  su|>porre  l’ar- 
co a compreso  tra  0°  e 45®,  e i tra  — 45°  e -j-  45°,  ed  esser 
vere  ancora.  Dopo  di  ciò  può  dimostrarsi  che  anche  a si  può 
estendere  tra  i medesimi  limiti  — 45®*  -+-  45“  nelle  dette 
formolo  (1)  e (2). 

In  eifetti  sia  « un  arco  minore  di  45°,  e facciasi 
a= — »,  sarà  pure 

.sen  (fl-j-A)=sen  ( — xJf-b)=. — sen  (* — b),  ' 

cos  (a-f.^)=cos  (' — »-Ì-6)=cos(« — by, 

ma  quando  «<45°,  e A è compreso  tra  i limili  — 45°,  c 
-)-43°,  per  ciò  che  si  è dimostrato,  si  ha  esattamente 

sen(« — A)“sen«  cosA — senA  cos», 
tos(»  — A):=cos«  cosA-{-seii«  senA; 

e poiché,  per  essere  asis — »,  si  ha  sen»  “ sen  (—«)=: 
— sena,  cos»=:cos  ( — a)— cosa;  ({uindi  sostituendo  si  avranno 
lilialmente  di  nuovo  le  formole  (1)  c (2) 

sen  (rt-|-A)=senrt  cosA-|-scnA  cosa, 
cos  (a-|-A)^cosa  cosA  — .sena  .senA, 

essendo  rt,  c A compresi  tra  i limiti— 45°  c-f  15°. 
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Ma  è facile  provare  come  i limiti  si  positivi  cl»e  ne- 
gativi di  a e di  6 si  possano  indefinitamente  estendere. 
E per  fermo,  ponendo  a=90°-|-ix,  essendo  a,  compreso  tra 
— 45°  e 45“ , ed  osservando  che  per  le  formolo  (11,29) 
si  ha 

sen  (90°  -l-»-|-6)=cos (j»r{-b),cos  (90°-^-3^^-i)= — sen  («-{-4), 
Svrassi 

scn(fl-l-é)=cos  («-|-A)=:cos*  cosb — sen»  seni 
cos(a-J-i)= — sen(»-J-6)= — sen»  cosi — cos*  seni; 

ma,  essendo  <i=90°-|-»,  si  ha  (11,29) 

sena=sen  (90°-J-»)=:cos»,  cosn=cos  (90°-f-»)= — sen», 
dunque  i precedenti  valori  di  sen  (a-f-i)  e cos  (a+i)  di- 
verranno 

sen  (a-j-i)-=:sena  cosi-f-seni  cosa, 
cos  (a-{-i)=cosa  cosi — sena  seni; 

c cosi  abbiamo  novellamente  le  formole  (1)  e (2),  ove  pe- 
rù r arco  a può  estendersi  fino  a 135°;  poiché,  essendo  » 
compreso  tra — 45*  e 45°,  90°-(-»,  ovvero  a sarà  compreso  tra 
45°  e -f- 135°:  il  limite  dunque  di  a,  che  da  principio  non 
sì  estendeva  che  sino  a 45°,  si  estende  ora  sino  a 135°, 
vale  a dire  si  è accresciuto  di  90°.  Ripetendo  lo  stesso 
ragionamento  si  potrà  questo  limite  aumentarlo  successiva- 
mente di  90°,  sino  all'  infinito.  Allo  stesso  modo  può  di- 
mostrarsi ancora  che  il  limite  di  ò può  estendersi  indefi- 
nitamente ai  di  là  del  limite  primitivo  -)-45*,  nè  solo  nel- 
le formole  (1)  e (2),  ma  anche  nelle  (3)  e (4);  e come  que- 
ste sì  deducono  dalle  prime,  cambiando,  come  più  sopra  si 
è avvertito  -\-b  in— ne  segue  che  il  limite  di  b nelle  for- 
mole (1)  e (2)  può  estendersi  anche  indefinitamente  nel 
senso  negativo.  Si  può  parimente  dimostrare  che  il  limite 
di  a può  estendersi  allo  stesso  modo,  cioè  nel  senso  ne- 
gativo , facendo  ragionamenti  analoghi  a quelli  fatti  per 
provare  che  essendo  -f-  45°  un  limite  di  a,  —45°  poteva  es- 
serne un  altro. 

Pertanto  le' formole  (1)  e (2),  e con  esse  le  (3)  e (4) 
han  luogo  sempre,  qualunque  valore  e segno  avessero  gli 
archi  a e b. 
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45.  Se  nelle  stesse  si  ponga  b+c  ia  luogo  di  b si  avrà 

sen  (fl+64-^)=sena  cos  (6-l-c)-|-sen  (6+c)  cosa 
cos  (a-Ì-H-c)=cosa  cos  (6-J-c)— sena  sen(6+c); 

e sviluppando  per  mezzo  delle  stesse  (1)  e (2)  le  espressio- 
ni sen(6-f*e) , cos(b-f-c),  e sostituendo  nelle  precedenti  e- 
guaglìanze,  si  troverà 

sen  (a-|-b-H?)=sena  cosb  cosr — sena  senò  sene 
-|-cosa  senft  cose-f-senc  cosa  cos5, 
cos  — cosasenftsene 

— sena  sen6  cose — sena  cosfr  sene. 

Queste  formole  , come  si  vede , danno  il  seno  ed  il 
coseno  deU’arco  somma  di  tre  archi  dati,  in  funzione  dei 
seni  e de'  coseni  di  questi  ultimi.  Allo  stesso  modo  ancora 
possono  aversi  il  seno  ed  il  coseno  d' un  arco  somma  di  quat- 
tro , di  cinque , ec.  archi  dati , in  funzione  de’  seni  e co- 
seni di  questi  ultimi. 


ARTICOLO  n. 

Formole  del  seno  e del  coseno  cT  un  arco  doppio , triplo , ec.  ; 
non  che  del  seno  e del  coseno  d*  un  arco  metà,  terza  parte , ec. 

(f  un  arco  dato. 

46.  Nelle  formole  (1,43),  (2,4^),  cioè 

(1)  sen  (a-)-6)=^ena  cos6-|-sen6  cosa, 

(2)  cos  (a-|-6)=cosa  cosò  —sena  senò, 

facendo  b=a  , sé  ne  cavano  subito  le  altre  due 

(3)  sen2a=:2sena  cosa,  (4)  cos2a=cos*a — sen*a, 

le  quali  ci  danno  il  seno  ed  il  coseno  d‘  un  arco  doppio 
d’ un  altro  arco  dato  , per  mezzo  del  seno  e del  coseno 
di  quest'ultimo. 

Similmente,  ponendo  ò=2a  nelle  delle  (I)  e (2) , se  nc  ’ 
traggono  le  due  seguenti  formole 
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(à) 

(6) 

relative  al  seno  e al  coseno  dell’arco  triplo.  Continuando, 
allo  stesso  modo,  a porre  successivamente  6=3a,  b=ia,  ec. 
nelle  formole  (1)  e (2)  (n.“  43),  si  otterranno  quelle  relative 
al  seno  ed  al  coseno  d’un  arco  quadruplo , quintuplo,  ec. 

È da  noUrsi  che  volendo  per  mezzo  delle  forinole  (5) 
e (6)  calcolare  il  seno  e il  coseno  dell’arco  3a,  convien  pri- 
ma calcolarsi  sen2a  e cos2a  per  mezzo  delle  (3)  e (4),  e 
quindi  far  uso  delle  (5),  (6).  Però  queste  ultime  formole 
si  posson  far  dipendere  immediatamente  da  sena  e cosa, 
eliminando  da  esse , fin  da  ora  , e per  mezzo  delle  (3)  e 
(4)  sen2a  e cos2a  ; il  che  fatto  si  otterrà 


C?) 

(8) 


sen  3o=3senacos*  a — sen*  a, 
cos3a=cos*  a— 3sen*  a cosa . 


Lo  stesso  andamento  potrà  tenersi  ancora  per  le  for- 
mole che  si  ricaveranno,  come  sopra  s’ò  detto,  jper  sen4a, 
cos4a,  sen5a,  cosSa,  ec.,  per  farle  dipendere  immediata- 
mente da  sena  e cosa. 

In  fine  dalle  formole  (4),  (5),  (6)  potrà  eliminarsene 
cos’a,  o sen* a,  e farle  cosi  dipendere  da  una  sola  di  que- 
sie  linee  trigonometriche.  Si  ottiene  ciò  in  virtù  dell  equa- 
zione (1,34) 


la  quale  dà 


sen*-l-cos*a=l, 


sen'o=l— cos*a. 


cos*o=i — sen'a, 


e quindi  sostituendo  nella  (4)  a sen'a,  o a cos'a  questi 
valori  equivalenti  si  otterrà 

(9)  cos2a=2cos*a— I,  (10)  cos2a=l— 2 sen’a. 

eliminando  similmente  cos’a  dalla  (7) , e sen’a  dal- 
la (8)  si  otterrà 


(H) 

(12) 


scn3a=3  sena— 4 sen'a, 
cos3o=4  cos’a — 3 cosa. 
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ARTICOLO  IV. 

Formale  per  la  divitione  un  arco  per  tiuzzo 
del  seno  e del  coseno. 

% 

47.  Addizionando  le  formok  (1,34)  (4,44)),  cioè 

(1)  cos'fl +sen*a=I,  (2)  cos*a — sen’a=cos2a, 

« 

si  otterrà 

2 cos*a=  1 4-  cos2a, 

donde  si  trac 

cosa=  + 2+2cos2a; 

indi  ponendo  a in  luogo  di  2a,  e perciò  ì a in  luogo  di 
a , si  otterrà  in  fme 

(3)  cos  I a =±  y 2-}-2cosa. 

Suttniendo  invece  la  (2)  dalla  (1),  e ridticendo  come 
ora  s’ è fatto,  si  troverà 

(4)  senia=±-|  Y 2 — cos2a. 

Le  forinole  (3)  e (4) , servono  a calcolare  il  seno  ed 
il  coseno  d'  un  arco  metà  d’  uu  altr’  arco,  quando  sia  da- 
to il  coseno  di  quest’  ultimo  ; e il  doppio  segno  di  cui 
Mino  aflètte  ci  mostra  che  ciascuna  delle  linee  cosi  seti  j a 
ammette  due  valori,  per  ciascun  valore  di  cosa.  Col  fat- 
to dev’ esser  così,  poiché  non  essendo  il  valore  dell’arco 
quello  che  è dato , ma  quello  del  suo  coseno  , ciascuna 
delle  linee  senla,  cos|a  può  appartenere  a ciascuno  di 
quelli  archi  che  ammettono  lo  stesso  coseno,  e che  (1K,32) 
sono  compresi  tutti  nella  forinola  2A'ir-f-» , in  cui  « rappre- 
senta un  arco  compreso  tra  0®  e 180";  laonde  j valori  <li 
cosla  e scnjft  devono  esser  quelli  compresi  nelle  due 
formule 

(5)  cos(Air4- J a),  (6)  sen(A'ir-f- 1 «); 

or  , per  le  formolc  (9,26)  si  ha 

cos(A'ir-}-  i»)=+cos5»,  sen(Air-f- ì »-)=±sen3  *, 
valendo  il  segno  supcriore  quando  A è pari,  e l’inferiore 
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quando  k è impari , dunque  i valori  diversi  della  (5)  e 
quindi  quelli  clic  dar  deve  la  (3)  sono  i soli  due  +cosj«; 
e parimente  i valori  (6)  ovvero  quelli  che  deve  dare  la  (4) 
sono  i soli  due+sen  ì«. 

Quando  sia  conosciuta  la  grandezza  di  a , allora  le 
dette  formole  (3)  e (4)  non  possono  ritenere  che  un  sol 
segno  , poiché  ad  un  dato  arco  corrisponde  una  sola  metà  ; 
e si  può  conoscere  a priori  qual’  esser  debba  questo  segno: 
così  quando  n<180‘’,  ln<90°,  e poiché  in  questo  caso  de- 
v’essere cos  j a>o,  sen  i a>o,  (n.°  21),  si  avrà  soltanto 

(7)  cosJa=-i  2+2cosrt  senla^-i  Y 2 — 2cosa 

A A 

48.  Ponendo  in  queste  formole  a=90°,  e tenendo  pre- 
sente che  (n,"  17)  cos  90°=0  , si  caverà  immediatamente 

cos  45°=sen  45"  =.i  2 ; 

49.  È utile  in  alcuni  casi  l'avere  sen^a  e cosi  a 
espressi  in  funzione  di  sena , piuttosto  che  di  cosa  ; e ad 
ottener  ciò  egli  è chiaro  che  sarebbe  sufficiente  sostituire 
nelle  formole  (3)  e (4)  del  n.°  47  a cosa  il  suo  valore 

V 1 — sen’a.  Si  perviene  però  più  facilmente  al  medesimo 

risultamcnto,  facendo  uso  delle  formole  (3,46),  (1,34)  do- 
}>o  d’  aver  posto  in  esse  ì a in  luogo  di  a.  Si  avrà  in 
effetti , dapprima 

2senìa  cosia=sena,  cos’|a-|-sen*^=l; 

quindi  addizionando  o sottraendo  queste  due  eguaglianze 
ne  emergeranno  le  altre  due 

cos’|a+sen*ìa+2  senja  cos:a=l-}-sena, 

cos*ìa-j-sen*Ja — 2senìa  cosìa=l — sena; 

ed  osservando  che  i loro  primi  membri  son  quadrati  per- 
fetti, estraendo  la  radice,  si  avrà 

cosja-(-sen5a=±V  l-(-sena, 
cosja  — senja=±V^  1 — sena. 
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donde  si  trae 

(9)  cos^=±^  V l+sena±-j  V 1— sena  , 

(10)  senja=±-i\/  l+senaq;-|V  1 — sena. 


Come  vedesi  da  queste  formole  ciascuna  delle  linee 
cosla,  sen^a  ammette  quattro  valori,  quando  vien  data 
mercè  il  seno  dell'  arco  doppio.  E per  fermo  , tutti  gli  ar- 
chi corrispondenti  ad  uno  stesso  seno  sono  (16,  32)  com- 
presi nelle  due  formole  2Air-l-»,  (2A-1-1)  «-l-» , essendo  a 
compreso  tra  — 90®  e 90® , quindi  le  (9;  e (10)  devono 
dare  tutti  i valori  compresi  rispettivamente  nelle  formole 

cos  (A»-h-  a),  cos  (A-ir-f-^  ‘k+^  *) , 

sen  (A*’-l-|  «),  sen  (Air-|-|  »)  ; 

ma  per  le  formole  (9,  26)  e (12,  30)  si  ha 
cos  ( a)=±cosÌ  a,cos(A-it  -1-|  ar-f-l  a )=±seni  a, 

sen(A-ir-|-  a)=  ±sen-|  A,sen(Air  a )=+ cosi  », 

vedesi  dunque  che  effettivamente  quattro  debbono  essere  i 
valori  di  cosIa,  e quattro  quelli  di  sen ìa,  come  lo  indica- 
no le  formole  (9)  e (10). 

50.  Per  far  uso  di  queste  formole  , resta  a determi- 
nare la  scelta  de'  segni , quando  si  applicano  ai  casi  par- 
ticolari ; poiché  egli  è chiaro  che  ad  un  dato  arco  corri- 
sponde un  determinato  seno  e coseno  per  la  sua  metà. 

Or  considerando  i valori  della  formola  (10,49),  essi 
possono  essere  così  distribuiti 


senja= 


senìa= 


1-f-sena— VA 1 — seim^  , 
; -i  l-)-scna-|-V  1— sena^  , 


e si  vede  che  tanto  i primi  due  che  i secondi  due  sono 
tra  loro  eguali  e di  segno  contrario  , e d'altronde  il  qua- 
drato de'  primi  trovasi  minore  di  ì,  e quello  de’  secondi  mag- 
giore dii;  ma  (n."48)  scn*45=:cos’45®r=i,  dunque  consi- 
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derati  assolutamente  i due  primi  valori  sono  minori  di 
sen  45**,  e i secondi  maggiori  di  sen  45°.  Or  quando  è dato 
un  arco  si  conosce  a priori  se  il  seno  della  sua  metà  esser 
debba  positivo,  o negativo,  e minore  o maggiore  di  senlS”. 
Con  queste  avvertenze  cesserà  l'indeterminazione  riguardo 
al  valore  di  sen  , n;  ed,  applicando  lo  stesso  ragionamento 
su  i valori  di  cos  \ a,  se  ne  conchiuderà  altrettanto. 

51.  Ponghiamo  esempio  che  l’arco  dato  sia  minore, 
del  quadrante,  allora  seni  a e cos^a  dovranno  essere  am- 
bidue  positivi , ma  il  primo  minore  di  sen  45°,  ed  il  se- 
condo maggiore  di  cos  45°;  laonde  in  questo  caso  le  for- 
mole  da  adoperarsi  saranno 


senio  l-|-sena — 4^  ^ — sena, 

£ m 

cosìa=r-|  y l-{-sena-|-4  V * —sena. 


52.  Volendo  ora  le  formole  relative  al  seno  ed  al  co- 
seno dell’arco  terza  parte,  basterà  nelle  formole  (11,46), 
(12,46)  porrei  a in  luogo  di  a,  e quindi  a in  luogo  di  3a,. 
ed  ordinati  i risultamenti  si  avranno  le  due  equazioni 


(10 

(12) 


sen’ia— -j  senia=— 

4 


cos’ia- 


lcos,a=-j 


1 

-T  sena, 

4 

cosa, 


che  serviranno  à determinare  senio  e cosia,  quando  sien  da- 
ti sena  e cosa.  t. 

Come  si  vede  Queste  equazioni  son  del  terzo  gt^do, 
e si  può  dimostrare  facilmente  che  le  loro  radici  sieno  tutte 
e tre  reali.  In  efiètti  la  prima  di  queste  equazioni  dee  dare 
il  seno  della  terza  parte  di  tutti  quegli  archi  che  hanno 
k>  stesso  seno  ; or  questi  son  tutti  compresi  nelle  due  for- 
mole 24zr^-s,  (24-{-Ì') ir-|-« , dunque  l’equazione  (1)  avrà 
per  valori  tutti  quelli  contenuti  nelle  espressioni 

sen_i**±ill±l . 

3 3 


' Posto  ciò , il  numero  k non  può  avere  che  una  delle 
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seguenti  forme  (*),  cioè  3n,  3n— I,  essendo  n im 

numero  intero  qualunque,  onde  supponendo  A-  successiva- 
mente di  ciascuna  di  queste  forme  , e tenendo  presenti  le 
formolo  (9,26),  avremo  tutti  i valori  delle  formole  prece- 
denti, e quindi  dell’equazione  (11)  espressi  nel  seguente 
quadro 

2.3n»-l-»  A,  , « 

sen Z_=senf  2n'»r-f-—  l=sen 

senP^^”+*^~^U^!!+?==sen^2n'ir-H--i- 1 )=sen(7r-f-p, 
sen<^^(^"-*>+iJ^+*-5en  ('2nr-5-^?!')=-sen(r_?). 

3 V s a-'  V3  3/ 

Or  tutti  questi  valori  si  riducono  ai  soli  seguenti,  cioè  : 

(13)  sen*  , sen(^-|-*) , -sen(^-|), 
perchè 

/■  I * /•2ir  /ir  » N * 

seD(r-f-)=sen-  , sen(_+_  )=sen(-_ 

/'2r  »\  /«■  *\ 

*®<T-3)=*“<3+3> 

quindi  resta  dimostrato  che  le  tre  radici  della  (11)  sono  reali 
ed  espresse  dalle  (13).  Parimente  si  dimostra  che  le  radici 
della  (12)  sono  reali  ed  espresse  da 

(14)  cos-,cos(_+j),  cos(_--). 

53.  Volendo  l’equazione  per  la  divisione  J’ un  arco 
in  ni  parti , basterà  sostituire  in  quella  che  dà  sen  ma,  o 

cos  ma,  a in  luogo  di  ma,  e perciò—  in  luogo  di  a. 


(•)  D' Andrea— Jf/fmeati  d A/gel)ra=n.°  85. 
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ARTICOLO  V. 

Formale  della  tangente  e della  cotangente  d un  arco  somma  o éUf~ 
fetenza  di  due  archi  dati,  in  funzione  delle  tangenti  o delle  co- 
tangenti di  questi  ultimi. 

K 

5*.  Essendo  per  la  formola  (4,  34) 
sen  (a  ± b) 

C08  { a + ) 

sviluppando  il  secondo  membro,  in  virtù  delle  formole  no- 
te del  n.*  43,  avrassi 


sena  cosi  j-seni  cosa 
cosa  cosilfseDa  senò’ 

dividendo  inoltre  ambi  i termini  della  frazione  per  cosa  cos6, 
e tenendo  presente  che 


seno  . seni  , 

=tana,  — r=tano 

cosa  coso 


> 


si  avrà  finalmente 


tan  (a±6)=' 


tana+tani 
1+iana  tanò* 


Pertanto  la  foiinola  della  tangente  d*  un  arco  somma 
di  due  archi  dati  a e b è 


(*) 


tan  (a-|-4)= 


tana+lanà 
1 — tana  l|inà* 


e quella  della  ■ tangente  d’ un  arco  differenza  di  due  archi 
dati  a e b (i 


(2) 


tan  (a — i)= 


lana — lan& 
1+lana  tanfr' 


Or  per  la  formola  (9,36;  si  ha 


col  (a+A)  = 


tan  (a+6)  ’ 


i 
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quindi  sostituendo  al  denominatore  di  questa  frazione  il 
suo  valore  precedentemente  trovato,  e rimpiazzando  le  tan- 
genti con  le  cotangenti , mercè  1’  indicata  formola  (9,36) 
troveremo 


Intana  tanft  cote  cotfttfl 
tana  + tanfr  cotlf+cota 

Dunque  la  forinola  della  cotangente  d'  un  arco  som- 
ma di  due  archi  dati  a e ò è 


(3) 


cot  (a-|-4)=: 


colo  coti — i 
coli+cola 


e quella  ddia  cotangente  dell*  arco  difierenaa  di  due  ar- 
chi dati  e òi 


(*) 


cot  (a — b)=z 


colo  coti+1 
coli — cole 


ARTICOLO  VI. 


Formole  per  la  nwhiplicazione,  e la  dtvhione  S un  arco  per  mezzo 
della  sua  tangente  o cotangente.  Varie  altre  formole  relative  alle 
tangenti  e alle  cotangenti. 


55.  Nelle  formole  (l)  e (3)  del  n.®  prec.  ponendo 
è=a  si  otterrà  immediatamente  per  la  tangente  e la  co- 
tangente d’ un  arco  doppio 


(1) 


tantZa:: 


2tana 


1 — tan*a 


— , (2)  cot2a= 


cot’a — 1 
2cota 


Similmente  ponendo  b=2a  e riducendo  in  virtù  delle  pre- 
cedenti (1)  e (2),  risulterà  per  la  tangente  e la  cotangente 
d’  un  arco  triplo 


(3) 


tan3a= 


Stana — tan’o 
1 — 3taa*a  ’ 


(*) 


cot3rt= 


cot'a — Scota 
Scot’o — 1 


Continuando  alio  stesso  modo  a porre  &=3a,  b—ia,' 
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ec.  si  troveranno  le  forinole  per  la  tangente  e la  cotan- 
gente degli  archi  quadrupli,  quintupli, ec. 

56.  Passiamo  ora  alla  ricerca  delle  forinole  della  tan- 
gente e delia  cotangente  degli  archi  summultipli.  £ comin- 
ciando da  quelle  d’un  arco  metà  d’  un  arco  dato  si  ripren- 
da la  (1,55)  e si  ordini  rispetto  a tana;  si  avrà  cosi  l’e- 
quazione di  secondo  grado 

2 

tan’aH tana — l=o, 

Ian2a 

la  quale  risoluta  rispetto  a tana,  e posto  a in  luogo  di  2a, 
e perciò  ì a in  luogo  di  a , dara 

(o)  tanìa= 

tana 

Operiiiido  analogamente  sulla  formola  (2,  55)  si  troverà 
(6)  cot  \ a=cota  ±y  i+col’o. 

Il  doppio  segno  di  cui  è alTetto  il  radicale  in  ciascuna 
di  queste  due  ultime  formole,ci  fa  conoscere  esservi  due 
valori  per  tan|a  e cot^a,  quando  la  prima  è data  per  tana 
e la  seconda  per  cota  ; col  fatto  si  può  provare  ciò,  co- 
me in  altri  rincontri  si  è praticato  (n.°  47). 

57.  Facendo  nella  (6)  a=90’,  e ricordandosi  che  tan  45“ 
=cot  45",  e cot90“=0,  si  otterrà  . 

col4.5”=lan45'’=l . 

58.  Se  come  si  è ora  operalo  sulle  formule  (1)  e (2), 
si  risolvano  parimente  le  equazioni  (3)  c (4)  rispetto  a 
tana,  e a cola;  e quindi  si  ponga  a in  luogo  di  3a,  eia 
in  luogo  di  a , si  avranno  due  equazioni  del  terzo  grado 
rispetto  a tanìa  e cotta.  Onde  si  vedrà  anche  qui  , come 
si  è veduto  in  ordine  al  seno  e al  coseno,  che  la  trisezio* 
ne  dell’arco,  e quindi  dell'angolo,  dipende  da  un'equa-* 
zione  del  terzo  grado  ; e siccome  Sarà  dimostrato  in  ap- 
presso che  per  risolvere  geometricamente  questo  problema  , 
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dietro  una  tale  equazione  occorrono  altre  linee  , oltre  la 
retta  c il  cercliio,  che  son  le  sole  linee  di  cui  si  parla  in 
Geometria  piana,  cosi  resterà  provato,  che  la  soluzione  del 
detto  problema  è impossibile  cpn  queste  sole  linee. 

59.  Le  formole  (ò)  e (6)  ( n.°  56)  non  son  le  sole  che 
ci  danno  la  tangente  e la  cotangente  di  s a;  ma  se  ne  pos- 
sono avere  delle  altre  ancora,  espresse  in  funzione  di  sena 
e di  cosa-  L per  fermo  richiamando  le  formole  (i  e 6, 34), 
(3  e 4,47)  si  ha 


(>) 

, sciìta 

1 — cosa 

sena 

1 — cosa 

cos)a 

1 + cosa 

l+coso 

sena  ’ 

(8) 

, cos-’a 

col ~'d 

1+cosa 

seno 

l+coso 

* senio' 

y^  1 — coso 

1 — cosa 

sena 

Addizionando  una  volta  , ed  un’  altra  volta  sottraen- 
do queste  ultime  due  formole,  si  otterranno  le  altre  due 
seguenti 

(9)  cot;a-l-tanìfl=2coseca,  (IO)  cotìa—  tansa=2cota; 
dalle  quali  si  deduce  1'  altra 


roljo — lan^a 
rol^«  + lanìo 


cosa. 


60.  In  fine  se  nelle  formolo  (l),  (2),  (3),  (4)  del  n.® 
54  si  ponga  a=45°,  b=W,  e si  osservi  che  (n.‘  14  e .57  ) 


tan(45'’r^::-a')=cot(45'’±ìa').  tan  45°=cot45‘’=l  , 
si  troverà,  tenendo  dippiìi  presenti  le  (9el0,  49), 


(12) 


tan(45‘’±ìn')=cot(  45"^  ;«')=: 


1+tanJo' 
1 q.  tan^' 


col^'+l 

cot^'+l 


cnsla'isenln'  l+seti«' 1+seim'  cosa' 

tosja’^seiua'  lesena'  cosa'  Iq-scna 
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e da  queste  ultime  formole  emerge 

(13)  tan(45®+^')4-tan(45" — ìa')= 
cot(43°-fìa')-|-cot(i5‘' — ìa')=2scco‘; 

(14)  tan(45»4-k')— tan(<5°— ìrt')= 
cot(45°— la')— eol(45*+^a')=2tanrt'. 

ARTICOLO  VII, 

Vari*  altre  formole  trigonometriche. 

61.  Riprendendo  le  formole  nel  n.°  41,  cioè 

(1)  sen(a-j-^)=senacos^-(-sen5cosa, 

(2)  sen(rt — A)=sena  cosé— scn^  cosa, 

(3)  cos(a+A)=cosacos^ — senasenò, 

(4)  cos(a— A)=cosax;osA-f-senasen^, 

e addizionando  prima,  e poi  sottraendo  le  (l)  c (2),  c fa- 
cendo lo  stesso  sulle  (3)  e (4),  troveremo  le  quattro  altre 
seguenti 

(5)  sen(a-f-è)-f-sen(a — i)=2sena  cosi, 

(6)  sen(a-l-i) — sen(a — i)=2seni  cosa, 

(7)  cos(a-fi)-(-cos(a— i)=z2cosa  cosi, 

(3)  cos(a— i) — cos(a-|-i)=2sena  seni, 

le  quali  servono  a convertire  il  prodotto  del  seno  d’  un 
arco  pel  coseno  di  un  altr' arco,  oppure  il  prodotto  de’ co- 
seni, o quello  de’  seni,  in  somma  o in  dilTerenza  de’  seni  o 
de’  coseni  della  somma  o della  differenza  degli  archi  dati. 

62,  Facendo  in  queste  ultime  formole  a-\-b=.p^a—ù=cf, 
e perciò  a=ì(p-|-(jr),  e b=l(p — q),  avremo 

(9)  senp-j-sen9=2senJ(p-f-y)cos^p— y), 

( 1 0)  senp— sen^=2senl'p  -<7)cos^  ( p+q), 

(11)  cosp-j-cos<7=2così(p-|-(7)cosìfp— 7), 

(12)  C0S7— cosp=2seni(p-f-7)senì(/>-7), 
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le  quali  foimole  servono  per  cambiare  la  somma  o la  dif- 
ferenza dei  senio  coseni  di  due  ardii,  in  prodotti  dei  se- 
ni e coseni  della  semisomma  e semidifi'ereuza  degli  ardii 
medesimi. 

63.  Se  dividasi  la  (9,  62)  per  la  (10,62)  avremo 

5enp+senq__senl{p+q)co-il{p—q) 

sciìp—senq  seni{p — q)QOsii^p-i-q) 

. sena;  cosa;  1 

e tenendo  presente  che  in  generale  -^=tanx,^^jj^ — uil7’ 

avremo  in  fine 

senp  + sen^ lanì  (p-t- j) 

' ' tenp — seny  taiiì(p — g)’ 

il  che  ci  dà  il  seguente  importante 

Teorema.  La  somma  dai  seni  di  due  archi  sta  al- 
la loro  differenza^  come  la  tangente  della  semisomma  de- 
gli arda  medesimi  sta  alla  tangente  della  semidijferenza, 
64-.  Operazioni  simili  alle  precedenti  fatte  sulle  (9), 
(11);  (9>  (12/,  (10),  (11);  (10),  (12);  (il).  (12)  del  n,“  62 
ci  daranno  i risiiltameiili  seguculi 


(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 


senp-j-senr/ 
QOsp-\-co^q 
senp^seniy 
tos/i — coaq 


\an\{p-^q-)=:- 


1 


-co(i(  p—q): 


COlì[p-\-qj 

—1 

titnifjj—qj 


senp — sen^ 

COsp-\~COS(f 

seup — sen^ 

cos^ — COS(f 
cosp-\^co%q 
vosp — cus// 


ani  — q) 


i 

coil{p—q)' 


-col  5(p-f-(/)= 

voii' p-\-q)  _ 
taiii(/» — q) 


1 

taii4(p-f9/ 
cotl(p— y) 

lai**(P+9) 


65.  Osserveremo  in  ultimo  luogo  clic  se  nella  formola 
scii2<i=23ciur  cosa 
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si  faccia  2a=p+q,e  quindi  a~\{p-\-q)  si  a?rk 

(21)  sen(/;+9)=2seD;(p+^)cosi(;j4-^), 

la  quale  equazione  divisa  successivamente  per  la  (9),  (10), 
(11),  (12)  (n.“  62),  darà 


(22) 

(23) 

(24) 


sen(/j+qf)  _coslfp-l-^) 
senp  -f-senijt  co&i[p  —q)  ’ 

sen(p4-<y)  senl^-fy) 
senp— sen^  seni(p — q)  * 

sen(p-l-y)  sens(p-fy) 
cosp-^cosq  così(p — q)' 


(23) 


sen(p4-y)  coslfp+y) 
cosq — cosp  senì(p — q)  * 


Tutte  queste  formola  tradotte  in  linguaggio  ordinario 
daranno  gli  enunciati  di  altrettanti  teoremi. 

66.  Chiuderemo  quest’  articolo  con  la  esposizione  di 
due  formole  delle  quali  1’  uso  è frequente. 

Abitiamo  veduto  essere  (21 , 38) 


(26)  1 — cos*a  — cos*A=sen*a  sen'A — cos‘a  cos'b 
. =(sena  seni — cosacosZi)X 
(sena  sen6-f-cosa  cosò) , 

quindi  in  virtù  delle  formole  (3)  e (4)  del  n."  61  sarà 
1 — cos*o — cos’4=— cos(a-fi)  cos(a— 4)  , 
e perciò 

1— cos*a — cos’4 — cos*c-l-2cosacos4cosc= 

— cos(a-f  4)cos(a — 4)— cosc(cosz:— 2 cosa  cosi  ), 

ovvero  in  virtù  della  (7  , 61) 


(27)  1 — cos*a  — cos*4— cos’c+2  cosacos4cosc 

— cos(a-f-4)  cos(o — 4) 

— coscfcosc — cos(a-f  i) — cos(a — 4)  ) 

- ='^cos(a— 4j — coszr)(^cosc — cos(a-Ì-4)  ). 

/ 

Cambiando  4 in  c , oppure  a in  4 e 4 in  a nella 
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(26),  la  formola  (27),  tenendo  sempre  presente  ia  (7,  61) 
può  scriversi  in  due  altri  modi,  in  guisa  che  si  ha 

(28)  1 — cos*a — cos*i — cosV-f  2 cosacosicosc 

=(cos(a — 6) — cose)  (cose — cos(a-)-^)  ) 

=(cos(fl — c) — cosi)  (cosi — cos(a-f-c)) 

=(cos(A — c)— cosa)  (cosa— cos(i-|-c)  ). 

Similmente  si  trova 

(29)  1 — sen*a— sen*4 — seu’c+2  sena  seni  sene 

=(cos(a+ó)+sene)(cos(a — i) — sene) 
=(cos(a+e)+seni)(cos(a — e)-^seni) 
=(cos(i-t-e)-|-sena)(cos(i — e)— sena)  - 

CAPO  TERZO 

CANONE  TRIGONOMETRICO 
ARTICOLO  I. 

Costruzione  delle  tavole  dei  seni  hatcrali. 

67.  Le  linee  trigonometriche  dovendo  entrare  nella 
risoluzione  numerica  de’  triangoli , è necessario  che  venis- 
sero numericamente  espresse,  come  lo  sono  egualmente  i 
lati  di  essi  triangoli.  Ora,  stando  a quello  che  nel  n°  l3 
si  è detto , si  potrebbero  ottenere  i valori  numerici  di  tut- 
te le  lince  trigonometriche  , cofrispondenti  a ciascun  an- 
golo dato  , descrivendo  un  cerchio  di  raggio  arbitrario  ; 
dividendo  la  sua  circonferenza  in  gradi  e divisioni  di  gra- 
do ; per  ciascun  arco  di  un  determinato  numero  di  gradi 
descrivendo  le  sue  linee  trigonometriche,  e finalmente  para- 
gonando ciascuna  di  esse  al  raggio  preso  per  unità  linea- 
re. Si  potrebbero  così  formare  delle  tavole  , ove  in  corri- 
spondenza di  ciascun  arco  vi  fossero  segnati  i valori  nume- 
rici di  ciascuna  sua  linea  trigonometrica:  alle  tavole  di  que- 
sta natura  si  dà  il  nome  di  tavole  de'  seni  naturali.  Quel 
che  più  importa  osservare  si  è che  senza  ricorrere^  ad  o- 
perazioni  grafiche , le  quali  difettere’obero  sempre  nella  e- 
sattezza  de'  risultamenti , si  potranno  dedurre  i predetti  va- 
lori numerici  delle  linee  trigonometriche  , ovvero  i loro 
1 apporli  al  raggio  , per  mezzo  di  formole  alquanto  sempli- 
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ci , poggiate  sopra  taluni  principii , dipendenti  dalla  natu- 
ra stessa  di  esse  linee.  Il  primo  di  questi  principii,  che  è 
quello  di  cui  fece  uso  AaciiiiiiEDe , consiste  nella  seguente 
proposizione  : ogni  arco  minore  del  quadrante  è sempre 
minore  della  sua  tangente , e maggiore  del  suo  seno. 

In  effetti  sia  AM  (^g.  7 ) un  arco  qualunque  minore 
del  quadrante.  Congiungasi  il  raggio  CA;  si  meni  a que- 
sto raggio  la  perpendicolare  MP,  che  si  prolunghi  fino  ad 
incontrare  nuovamente  la  circonferenza  in  M'  ; sarà  perciò 
AM=AM',  MP=M'P  ; in  fine  si  menino  le  tangenti  MT, 
M'T,  le  quali  saranno  pure  eguali  come  tangenti  di  archi 
eguali , e si  andranno  ad  incontrare  necessariamente  in  uno 
stesso  punto  T del  raggio  GA  prolungato  ; imperciocché 
dalla  costruzione  eseguita  ne  risulta  chiaramente  1’  egua- 
glianza de’  due  triangoli  CMT , CM'T.  Posto  ciò  si  ha  che 
delle  tre  linee  MM'  , MAM' , MTM',  la,  prima  come  ret- 
ta è minore  di  ciascuna  delle  altre  due , e 1’  ultima  è la 
maggiore , perchè  (*)  inviluppa  da  tutte  le  parti  le  altre 
due  , dunque  sarà  pure  MT>MA>MP  ; cioè  dinotando  con 
a r arco  AM , si  avrà  tana>a>senn. 

Il  secondo  de’  predetti  principii  è il  seguente  , cioè  : 
/’  unità  è il  limite  del  rapporto  (t  un  arco  al  suo  seno, 
quando  l’  arco  , essendo  minore  del  quadrante , conver- 
ge verso  il  limite  zero.  £ per  fermo  dalla  formola 

^ seno  . , tano  1 ’ . , „ 

tana  = , si  ha = : ma,  a misura  che  I arco  a 

coso  ' seno  coso 

converge  verso  il  limite  zero,  cosa  si  va  avvicinando  al  rag- 
gio , cioè  ad  1 , dunque  iu  questa  ipotesi  il  rapporto 

si  avvicina  esso  pure  al  limite  1 ; pertanto  resta  di- 
mostrato che 


lim. 


lana 

seno 


Or  pel  principio  precedente  , essendo  1’  arco  a com- 
preso fra  tana  e sena,  ne  segue  con  più  forte  ragione 


lim.  — ^=1. 
seno 


68.  Da  quest’ultimo  principio  emer^,  che  quando  un 
(’)  Legendre  — Etemnti  di  Gtomttria  — pfop.  9 , lib.  4. 
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arco  è molto  prossimo  a zero , il  valore  numerico  di  esso 
arco  avrà  con  quello  del  suo  seno  una  diSèrenza  ìnsensi* 
bile  , per  modo  da  potersi  trascurare.  Per  altro  ci  sarà  fa- 
cile assegnare  una  formula  che  c’  indicasse  un  limite  di 
questa  differenza.  In  effetti,  qualunque  sia  l'arco  a si  ba 

(1)  senai=:2  sen^a  cosìa; 

ma  quando  I’  arco  a è minore  del  quadrante  si  ha  ( n.“ 
prec.)  pure 


, seniO^  . 

tau’a=-^>’a, 

cosra 


e quindi  2 senì<i>(Z  cosìa  , dunque  la  (i)  diverrà 


sena>acos*  ^ a. 


Or  essendo,  pel  primo  de' principii  soprascritti, 
sen;a<:<2,  e d’altronde  cos‘ia=:l — sea'ìa,  sarà  cos*^> 

; dunque  con  più  forte  ragione  sarà  senn>a— ov- 
vero 

(2)  a— sena<  — . 

4' 


Pertanto  per  un  arco  minore  del  quadrante  , la  dif- 
ferenza tra  esso  e il  suo  seno  è minore  della  quarta 
parte  del  cubo  del  medesimo  arco.,  per  modo  che  questa 
differenza  sarà  tanto  più  piccola  per  quanto  più  piccolo  sa- 
rà 1’  arco. 

69.  Premessi  questi  principii  , passiamo  ora  alla  for- 
mazione delle  tavole , supponendo , come  è nelle  tavole 
di  Callet  , che  la  differenza  tra  due  archi  qualunque 
della  serie  da  calcolarsi  fosse  di  iO".  Partendo  dunque 
da  un  arco  di  questa  grandezza  , ed  osservando  che  il  nu- 
mero de'  secondi  contenuti  in  una  mezza  circonferenza  è 
648000  , e che  questa  stessa  mezza  circonferenza  riferita 
al  suo  raggio  preso  per  unità  è rappresentata  dal  numero 
3,141592653589793  , ritenendo  sole  15  cifre  decimali  , se 
ne  inferirà  che  1'  arco  di  10"  riferito  esso  pure  alla  stessa 


unità  , sarà  espresso  dal  quoziente 


3,14159  26535  89793 
64800 


il 
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quale  convertito  in  decimali  darà 

(3)  are.  10"=0, 00004  84813  68110  ec. 

Questo  medesimo  numero  , per  quel  che  qui  innanzi  si 
è veduto  (n.“  68) , potrehbesi  prendere  ancora  pel  valore  di 
senio"  ; ma  per  sapere  con  precisione  sino  a qual  ordine 
di  cifre  decimali  questi  due  valori  tra  loro  si  accordano  , 
bisognerà  68)  trovare  il  valore  di  J ( are  10")’.  Or  ritc-, 
nendo  le  sole  prime  cinque  cifre  nel  valore  di  are  10",  si 
ha  are  10"<9, 00005  , laonde 

■i  (are  10")*<0,00000  00000  00032  , 

ma  come  per  la  (2,68)  arclO"— senio" < -^  ( are  10*  )’,  sa- 
rà con  più  forte  ragione 

ardo"— senio" <0,00000  00000  00032  , 

donde  si  vede  che  la  dilTerenza  tra  i detti  >valori  dell' arco, 
cioè,  c del  seno  di  10",  potrebbe  al  più  cadere  dalla  tre- 
dicesima cifra  decimale  in  poi,  avuto  riguardo  alle  cifre* 
trascurate;  laonde  il  valore  (3)  dell’arco  10",  arrestato  sino 
alla  tredicesima  cifra  decimale,  potrà  prendersi  ancora  pel 
valore  di  sen  10",  e quindi  si  potrà  con  moltissima  appros- 
simazione ritenere  che 

(4)  sen  10"=0,  00004  84813  681 , 

sicuri  di  commettere  un  errore  minore  di  un’  unità  del  tre- 
dicesimo ordine  decimale  come  è facile  verificare. 

Trovato  una  volta  il  valore  di  sen  10",  si  avrà  quello 
di  coslO" , per  mezzo  della  forraola  cos  1 — sen*  a , 

che  dà  in  questo  caso 

(5)  cosl0"=V  1-sen*  10"=0, 99999  99988  248. 

Per  continuar  la  tavola  , potrebbesi  fare  uso  delle  for- 
raole  che  danno  sen(fl-f-i) , e cos(a-l-6);  facendo  succes- 
.'ivamente  <a=10"  , n=20",  i=10",  ec.;  ma  v’  ha 

delle  formole  più  acconcie  al  calcolo  numerico,  che  si  stu- 
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(lieranno  nel  Calcolo  Differenziale,  o die  possonsi  ài»  da 
ora  studiare  nell'Algebra  del  Cliiar.  Prof,  n’ Andrea  (*). 

In  fine  è sufficiente  calcolare  i soli  seni  e coseni,  c so- 
lo da  0°  sino  a 45°;  1°  perchè  le  altre  linee  si  ottengono 
per  le  note  forinole  (4),  (5),  (6),  (7)  del  n.°  34;  2°  e per- 
chè come  altrove  (n."  27)  si  è veduto  la  ricerca  del  se- 
no d'un  arco  maggiore  di  45'’  riducesi  a quella  della  stes- 
sa linea  o a quella  del  coseno  corrispondente  ad  un  are» 
^compreso  tra  0°  e 45°. 

ARTICOLO  11. 

Etposizione  td  um  dtlle  tavole  dei  logaritmi 
delle  linee  trigonometriche. 

70.  Conoscendo  il  vantaggio  che  si  consegue  dai  lo- 
garitmi, quand'  essi  possono  essere  adoperati  nel  cakoto  nu- 
merico, non  si  è lardato  sostituir,  nella  pratica  , ai  seni 
naturali  i loro  logaritmi  ; ci  è parso  quindi  necessario  l’ad- 
ditare qui  appresso  le  norme  da  tenersi  nell’ uso  delle  ta- 
vole logaritmiche  delle  linee  trigonometriche.  E dapprima 
conviene  osservare  che  se  , come  ha  luogo  nelle  tavole  dei 
logaritmi  dc'numeri,  accanto  ad  un  logaritmo  si  scrivesse 
il  valore  della  linea  trigonometrica,  cui  esso  appartiene,  al- 
lora ci  .sjirelihe  bisogno  di  un’altra  tavola,  ove  accanto  al 
valore  numerico  di  quella  linea  trigonometrica,  fosse  scrit- 
to in  gradi  l’angolo  che  le  corrisponde;  queste  seconde 
tavole  sarebbero  propriamente  <|uelle  di  cui  ora  abbiamo 
parlato,  cioè  le  tavole  de’ seni  naturali.  Ad  evitar  dunque 
l'uso  d’una  doppia  tavola,  e soprattutto  perchè  lo  scopo 
jirincipale  nella  risoluzione  de’  triangoli , ove  vi  fossero  de- 
gli angoli  incogniti,  è quello  di  trovare  questi  angoli  , e 
non  le  loro  linee  trigonometriche,  si  è convenuto,  di  scri- 
vere accanto  al  logaritmo  di  una  data  linea  trigonomètri- 
ca , non  il  suo  valore,  sibbenc  quello  dell’angolo  ad  es- 
sa corrispondente.  A render  più  cliinro  quanto  saremo  per 
«lire,  trascriveremo  qui  appresso  per  intero  una  tavola  c- 
stratta  da  quelle  di  Lalande,  con  sette  cifre  decimali , es- 
sendo queste  tavole  sufficienti  per  quegli  usi  ove  non  si 

(*)  D Andrea— Traftato  eUmentare  S Aritmetica  c d' Algebra,  n.'’529. 
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richiede  una  massima  precisione.  Inoltre  facciamo  fin  da 
ora  avvertire  che  siccome  i seni  ed  i coseni  di  qualunque 
arco,  non  che  le  tangenti  degli  archi  minori  di  45°,  son  mi- 
nori del  raggio  e perciò  di  1 , i loro  logaritmi  dovrebbero 
essere  negativi  (*);  laonde  ad  evitar  questi  logaritmi,  si  sono 
m vece  scritti  neUe  tavole  i complementi  logaritmici  di 
tutte  quante  le  linee  che  in  esse  trovansi  registrate  , così 
che  ogni  caratteristica  devesi  considerare  come  contenente 
10  unità  di  più. 
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Come  si  vede  nella  prima,  e neirultima  linea  orizzon- 
tale di  questa  tavola  trovansi  segnate  le  lince  trigonome- 
triche col  solo  numero  dei  gradi  dell’  angolo,  trovandosi  i 
primi  segnati  nella  prima  e nell'  ultima  delle  colonne  ver- 
ticali, nelle  quali  i numeri  indicanti  i primi  progrediscono 
in  ordine  inverso;  in  quella  a sinistra,  cioè,  progrediscono 
secondo  la  serie  naturale  scendendo,  e in  quella  a dritta 
avvenendo  il  contrario;  ma  sì  nell’ una  che  nell'  altra  , la 
difTcrenza  della  progressione  è di  1',  ovvero  60".  Prendendo 
un  qualunque  numero  in  una  di  queste  colonne,  e percor- 
rendo la  linea  orizzontale  , finché  non  si  giunga  all'  altra  , 
si  troverà  in  questa  un  nuovo  numero,  che  aggiunto  ni  pri- 
mo dà  per  somma  60':  parimente,  preso  il  numero  di  gra- 
di scritti  in  lesta  di  una  qualunque  colonna  intermedia  , 
ed  aggiunto  a quello  che  trovasi  scritto  al  piede  della  stes- 
sa, si  avrà  per  somma  89".  La  disposizione  di  questi  nu- 
meri è dunque  tale,  che  preso  un  numero  di  gradi  supe- 
riormente o inferiormente,  ed  un  numero  di  primi  nella  pri- 
ma o nell' iz/^r'ma  colonna  ; e preso  l’ altro  numero  digra- 
di scritti  inferiormente  o superiormente,  ed  il  numero  dei 
primi  segnati  nella  colonna  ultima  o nella  prima,  e nella 
stessa  linea  orizzontale  con  quelli  presi  nel  primo  caso  ; 
si  avran  due  numeri  di  gradi  e primi,  che  addizionati  da- 
ran  per  somma  90",  vai  quanto  dire  indicheranno  essi  due 
archi  complementi  l'uno  dell’altro;  e appunto  perchè  ta- 
li , mentre  1'  un  numero  di  gradi  vien  preceduto  da  una 
delle  caratteristiche  sen,  tan,  cot,  cos,  1’  altro  è preceduto 
da  una  delle  caratteristiche  cos,  cot,  tan,  sen-,  poiché,  co- 
me si  sa  (n.°  14),  il  seno,  la  tangente,  la  cotangente,  il 
coseno  d’un  arco  eguagliano  il  coseno,  la  cotangente,  la 
tangente,  e il  seno  dell' arco  complemento.  Prendendo,  in 
grazia  d’  esempio,  sen  23°  nella  linea  superiore,  e 48'  nel- 
la prima  colonna  , e prendendo  cos66°  nella  linea  infe- 
riore, e quindi  salendo  nell' ultima  colonna,  fino  a trova- 
re 12',  che  è in  una  stessa  linea  orizzontale  con  48';  indi 
percorrendo  questa  linea  orizzontale,  come 'si  fa  nella  ta- 
vola di  Pitagora,  fino  ad  incontrar  nuovamente  la  prima 
colonna  verticale  de' seni  s’incontrerà  il  numero  9,605892.3, 
il  quale  rappresenta  il  logaritmo  tanto  di  sen  23°  48',  quan- 
to di  cos66"  12'. 

Si  faccia  bene  attenzione,  che  facendo  uso  di  queste 
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tavole,  non  si  troverà  mai,  in  corrispondenza  d'  un  logarit- 
mo, il  valor  numerico  della  linea  trigonometrica,  sibbene, 
come  più  sopra  si  è detto,  il  valore  dell'  arco  ( minore  di 
90**),  il  quale  avrebbe  una  tale  linea;  trovandone  segnati 
i gradi  in  testa  o al  piede  della  colonna  delle  linee  tri- 
gonometriche , ed  il  numero  de'  primi  nella  prima  o nel- 
r ultima  colonna  de' primi;  avvertendo  dippin,  che  qualora 
il  numero  de*  gradi  dev'  esser  preso  superiormente,  quello 
de'  primi  verrà  preso  nella  prima  colonna  ; e quando  il 
numero  de'  gradi  dev’  esser  preso  inferiormente , quello  dei 
primi  verrà  preso  nell'  ultima  colonna. 

71.  La  disposizione  de’ logaritmi  e delle  loro  differen- 
ze è fondata  sulla  natura  stessa  delle  linee  trigonometriche. 
Si  sa,  in  fatto,  che  al  crescere  un  arco  da  0“  a 90°,  il  suo 
seno  e la  sua  tangente  crescono  con  esso;  laddove  che  il 
suo  coseno  e la  sua  cotangente  van  diminuendo.  Inoltre 
dinotando  con  a cd  a'  due  archi,  si  ha 


onde 


log  cota=log^^=c.log  tana=10 — log  tana 
log  cota'=log^^^=c.log  tana'=10  —log  tana  , 


log  cota'— log  coto=— (log  tana'— log  tana). 


Per  queste  ragioni  vedonsi  i logaritmi  de'  seni  e 
delle  tangenti  crescere  coll'arco,  ed  avvenire  il  contrario 
per  quelli  de’  coseni  e delle  cotangenti.  Come  pure  vede- 
si  che  la  differenza  fra  due  logaritmi  di  tangenti  è uguale 
a quella  delle  cotangenti  degli  stessi  archi , ma  di  segno 
contrario. 

72.  Premessi  questi  principi  intorno  alla  disposizione 
delle  tavole,  pas.siamo  ad  esporne  l' uso  ; per  la  qual  cosa 
supponiamo  nota  la  teorica  de’  logaritmi  de'  numeri  ordi- 
narii , la  quale  rimane  la  stessa  quando  viene  applicata  a 
quella  delle  lìnee  trigonometriche  , essendo  che  queste  al 
modo  come  vengono  considerate  in  pratica,  non  sono  che 
altrettanti  numeri  ordinarii.  Quindi  è che , analogamente 
ai  logaritmi  di  quest'  ultimi  numeri,  possiamo  stabilire  le 
seguenti  regole. 
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REGOLA  PER  TROVARE  IL  LOGARITMO  DEL  SENO  O DELLA  TAN- 
GENTE d’  uh  DATO  ARCO  , CHE  NON  SI  TROVI  NELLE  TA- 
VOLE. 


Si  prenda,  nelle  tavole,  il  logaritmo  del  seno  o del- 
la tangente  di  queir  arco  che  ha  lo  stesso  numero  di 
gradi  e di  primi  del  dato  ; segnato  questo  logaritmo  , 
si  moltiplichi  la  differenza  delle  tavole  per  l'  eccesso 
dell'  aivo  dato  su  quello  preso , e si  divida  il  prodot- 
to per  6o;  il  quoziente  che  si  ottiene,  e che  rappresen- 
ta la  parte  proporzionale  (*)  si  aggiunga  alla  mantissa 
del  logaritmo  preso , badando  di  far  cadere  la  prima 
cifra  del  quoziente  in  quel  posto  di  decimali , che  le 
compete,  giusta  P ordine  de*  decimali  contenuti  nella  dif- 
ferenza tavolare. 

Esempio.  Vogliasi  il  log  sen  23“  34'  53“ 

log  sen  23°  34'.  . . 9,6018600 
2895  X 53 

pi’=— 60— = • -.li!!! 

log  sen  23'34'  53“=.  . 9,6021 157 
Allo  stesso  modo  si  trova  logtan. 


REGOLA  PER  TROVARE  IL  LOGARITMO  DEL  COSENO  O DELLA  COTANGENTE 
\ D UN  DATO  ARCO,  CHE  NON  TROVASI  NELLE  TAVOLE. 


Si  prenda,  dalle  tavole,  il  logaritmo  del  coseno  o 
della  cotangente  di  quelP  areo,  che  ha  lo  stesso  numero 
di  gradi  e lo  stesso  numero  di  primi  aumentato  di  #'  (**). 

(*)  La  regola  per  trovare  la  parte  proporzionale  discende  iromediata- 
mcnte  dai  principio,  che  gli  aumtnti  dei  numeri  regnati  nelle  tavole  lon 
proporzionali  a quelli  dei  logaritmi  corrispondenti.  Cosi  dinotando  con 
s"  il  numero  di  secondi  contenuti  in  un  arco  dato,  con  S la  diflerenza  dei 
logaritmi  de' due  archi  tra' quali  è compreso  il  dato,  e che  dilferiscono  tra 
loro  per  1',  ovvero  60",  e rinalmente  con  p la  parte  proporzionale,  che  con- 
viene aggiungere  al  logaritmo  preso  nelle  tavole  , per  avere  il  cercato  , si 
avrà 

S"S 

60";  s"  : :i:p,  donde 

(")  In  questo  esempio  si  è preso  il  logaritmo  dell'  arco  prossimamen- 
te maggiore,  essendo  die,  come  più  sopra  si  è detto  in  ordine  ai  coseni 
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Si  moltiplichi  la  differenza  delle  tavole  per  /’  eccesso 
dell'  arco  preso  nelle  tavole  sul  dato  ; indi  il  prodotto 
si  divida  per  6o,  e si  aggiunga  come  sopra. 

Esempio.  Si  voglia  il  log  cos  66”  22'  18" 

log  cos66“23'.  . . . 9,6627278 
2888X42  2021 

P-P*=— 60— = 

log  cos  66”  22'  18"=..  9,6629299 

Lo  stesso  metodo  si  terrà  per  trovare  logcot. 

REGOLA  PER  TROVARE  IL  COMPLEMENTO  LOGARITMICO  I>EL  SENO 
O DELLA  TANGENTE. 

Si  prenda,  nelle  tavole,  il  complemento  logaritmi- 
co del  seno  o della  tangente  di  quelli  arco,  che  ha  la 
stesso  numero  di  gradi  dell'  arco  dato  , e lo  stesso  nu- 
mero di  primi  aumentato  di  si  moltiplichi  la  diffe- 
renza delle  tavole  per  l’  eccesso  dell’  arco  preso  nelle 
tavole  sul  dato,  e si  divida  per  6o\  in  fine  il  quoziente 
si  aggiunga  come  sopra. 

Esempio.  Trovare  il  com  log  sen  23”  41'  8' 

com  log  sen  23”  42'  . 0,3958304 
_2879X52_  2495 


com  log  sen  23”41'8"=  0,3960799 
Al  modo  st^so  si  trova  com  lógtan. 

REGOLA  PER  TROVARE  IL  COMPLEMENTO  LOGARITMICO  DEL  COSENO  O DEL- 
LA COTANGENTE  D'uN  DATO  ARCO,  CHE  NON  SI  TROVI  NELLE  TAVOLE. 

Si  prenda,  nelle  tavole,  il  complemento  logaritmico 
del  coseno  o della  cotangente  di  quell  arco , che  ha  lo 
stesso  numero  di  gradi  e.  di  primi  contenuti  nel  dato  ; si 

e alle  cotangenti.il  coseno  o la  cotangente  minore  son  quelli  che  corrìsponr 
dono  all'arco  maggiore,  e dovendosi  fare  uso  di  addizione  ne'  logaritmi, 
convien  prender  sempre  il  logaritmo  del  numero  prossimamente  iniuore. 
Ved.  d' Andrea  — Eltmenti  d' Algebra,  a "26^. 
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moltiplichi  r eccesso  dell’  arco  dato  sul  preso  nelle  tavo- 
le, per  la  differenza  tavolare,  ed  il  prodotto  si  divida 
per  6o\  indi  il  quoziente  si  aggiunga  come  sopra  (*). 

Esempio.  Trovare  il  com  log  cos23"38'  14 

com  log  cos  23°  38'. . . 0,0380431 
25Ì.3X14  122 


com  log  cos  23"38'14'’=  0,0380553 


• Con  un  calcolo  simile  si  troverà  com  log  cot. 

bbgola  per  trovare  l'  arco,  quando  è dato  il  logaritmo  del  seno, 
DEL  COSENO,  DELLA  TANGENTE,  DELLA  COTANGENTE. 

Si  prenda,  dalle  tavole , la  parte  decimale  prassi- 
mamente  minore  a quella  che  trovasi  nel  dato  logarit- 
mo , e si  noti  r arco  corrispondente  ; si  moltiplichi  la 
differenza , tra  il  logaritmo  dato  e quello  trovato,  per 
6o  e si  divida  per  la  differenza  delle  tavole  (’*).  Que- 
sto quoziente,  che  espHmerà  secondi,  si  aggiunga  a quel- 
l'  arco  trovato , o pure  si  tolga,  secondo  che  si  tratte- 
rà di  seni  e tangenti,  o di  coseni  e cotangenti.  Ciò  che 
attiensi  rappresenterà  l'  arco  cercato  in  gradi,  primi  e 
secondi. 

Ma  volendo,  anche  (|in,  evitare  le  sottracioni  nella  ri- 
cerca dell'  arco  corrispondente  a log  cos  , o a log  cot , si 
potrà  prendere  invece  la  parte  decimale  prossimamente 
maggiore,  e notarne  I arco  corrispondente  ; indi  molti- 
plicare per  6o  r eccesso  del  logaritmo  preso  nelle  tavole 
su  quello  dato  , e dividendo  il  prodotto  per  la  differen- 
za delle  tavole  , aggiungere  il  quoziente  alt"  arco  corri- 
spondente alla  parte  decimale  nelle  tavole  presa. 

(*)  Queste  due  ultinic  regole  non  fondate  sul  principio  che  nel  Iroyara 
il  complemento  logaritmico  d un  numero,  o volendo  evitare  la  sottrarione. 
bisogna  servirsi  del  complemento  logaritmico  del  numero  prossimamente 
maggiore.  ( d’ Andrea  —EXtmtnti  tC  Algebra  n.  296  ).  Or  i seni  e te  tangenti 
maggiori  sono  quelli  che  corrispoudoiiu  ad  archi  maggiorr,  ed  i coseni  e lo 
cotangenti  maggiori  son  quelli  che  corrispondono  ad  archi  minori. 

('*)  La  regola  per  trovare  la  parte  proporzionale  in  questo  caso  dipende 

daircgii.iglianzaf=— , trovala  nella  nota  precedente, e che  dà  S_ 
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Esempio  1.®  Troyare  l’arco  xdato  dalla  forinola 

log  sen  x=.  . . . 9,606684i 
logsen23"4r  . . 9,6064573 

_2271  x60_  47", 4 

2863  ~ x=23”43'37",4 

Egualmente  si  troverà  1’  «reo,  quando  n'  è data  la  lan- 
geiita. 

Esempio  2.®  Trovare  1’  arco  ,r  dato  dalla  formola 


1.’ Metodo  logcos.r.=.  . . 9,6060679 

log  cos  66®  12'.  . . 9,6058923 


Ì756x60_  —36" 

2863  x=66‘  H'24"- 


' log  cos  a;  = . . 9,6060676 

2."  Metodo  log  cos  66®  11’.  . 9,6061786 

_ni0X60_  ^24" 

^ 2863  ~ x=66“  11' 24" 

Allo  stesso  modo  si  troverà  I'  arco  x quando  ne  sia 
dato  il  logaritmo  della  cotangente. 


CIRO  0ll\RTO 

APPLICAZIONE  DELLE  FORMOLE  DI  TRIGONOMETRIA 
ALLA  RISOLUZIONE  DE’  TRIANGOLI  RETTILINEI. 

ARTICOLO  I. 

Principi,  e formoìe  analitiche,  che  da  essi  si  deducono,  per  la 
risoluzione  algebrica  de'  triangoli  rettilinei. 

73.  La  risoluzione  d’un  triangolo  , come  altrove  si  h 
detto  (n.®  11)  consìste  nel  determinare  tre  delle  sue  partì, 
quando  le  altre  tre  son  date.  Or  sei  cose,  qaanto*sono  ap- 
punto le  parti  d’  un  triangolo,  essendo  combinate  a tre  a tre 
danno  venti  combinazioni;  e considerando  le  tre  cose  che 
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entrano  in  una  combinazione  come  gli  elementi  cogniti  del 
triangolo,  pare  a primo  aspetto,  che  Tenti  dovessero  esse- 
re ancora  i diversi  casi  , che  potrebbero  presentarsi  nella 
risoluzione  di  lui.  Or  digotando  con  A,  C gli  angoli  del 
triangolo,  e con  a,  b,  c \ lati  rispettivamente  opposti,  e po- 
nendo in  evidenza  gli  enunciati  casi  , si  può  formare  la 
tavola  .seguente  cioè 


Kifm.  noli 

Elrm.  ignoti,  Elem.  noti 

Eleni,  ignoli. 

ABC  . 

. . . abe,  Aab  . . 

. . . BCc, 

ABa 

. . . Cbc,  Aac  . 

. . . BCb, 

Afìb  . 

. . . Cac,  Bab  . 

, . . ACc, 

ACa  . 

. . - . Bbc,  Bac  . . 

. . . ACb, 

ACc 

Bab,  Cac  . . 

. . , ABb, 

BCb  . 

. . . . Aac,  Cbc  . 

, ABa, 

BCc  . 

. . . . Aab,  Abc  . 

. . BCa, 

ABc 

. . . Cab,  Bac  . . 

. . . ACb, 

ACb  . 

. . . . Bac,  Cab  . 

. . . ABc, 

ACa  . 

. . . Bbc,  abc 

. t.  . ABC; 

dalla  quale  si  vede  che 

l.°  La  prima  di  queste  venti  combinazioni,  trattando- 
si di  triangoli  rettilinei  , dev’ essere  esclusa , perchè  dà  luo- 
go ad  indeterminazione  (n.°  8). 

' 2.”  Le  sei  seguenti  comprendono  un  caso  unico,  che 

può  eminziarsi  cosi  : dati  due  angoli  ed  un  lato , oppo- 
sto ad  uno  di  essi,  trovare  le  altre  tre  parti  del  trian- 
goto. 

3."  L’  ottava , la  nona  e la  decima  comprendono  pa- 
rimente un  sol  caso,  cioè;  dati  due  angoli  ed  il  lato  ad 
essi  adiacente,  trovare  le  rimanenti  parti. 

b.°  Le  altre  sei  che  seguono  abbracciano  anche  un  ca- 
so unico,  compreso  nel  seguente  enunziato  : dati  un  an- 
golo e due  lati,  tmo  de' ^uali  sia  opposto  all  angolo  da- 
to, trovare  le  altre  tre  parti. 

5.°  La  decimasettimn  , dccimaottava  e decimannna 
comprendono  un  altro  caso  unico , cioè  ; dati  due  iati  e 
l'  angolo  da  essi  compreso,  trovate  le  parti  rimanenti,  v 

G."  #^inalmente  1’  ultima  combinazione  comprende  il 
caso;  dati  i tre  lati,  cercare  i tre  angoli. 

; ti-  Pertanto  i venti  casi  che  si  erano  da  principia  pre- 
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sentati,  in  virtù  del  numera  delle  combioa»inni,  son  ridotti 
a cinque  soltanto.  Ma  osservando  dippiù  che,  quando  son 
dati  due  angoli  d'un  triangolo  rettilineo,  il  terzo  è cogiU' 
to  pure , ne  segue  che  a parlar  propriamente  il  secondo  e 
terzo  de' casi,  teste  enumerati,  riduconsi  ad  un  solo.  Laon- 
de il  numero  de  casi  distinti,  che  possono  presentarsi  nel- 
la risoluzione  de' triangoli  rettilinei,  riduconsi  iu  ultim'a- 
nalisi  ai  quattro  seguenti  ; 

I.  Dati  due  angoli  ed  un  lato , sia  ad  essi  adia- 
cente., sia  ad  uno  di  essi  opposto,  trovare  le  altre  tre 
parti. 

II.  Dati  due  lati,  ed  un  angolo,  opposto  ad.  uno  di 
essi , trovare  le  parli  che  rimangono. 

III.  Dati  due  lati  e 1’  angolo  da  essi  compreso,  rin- 
venire le  rimanenti  parti. 

IV.  Dati  tutti  e tre  i lati,  trovare  gli  angoli. 

74.  Stabilita  la  precedente  analisi,  conviene  dippiù  ri- 
flettere , che  siccome  in  ciascun  caso  vi  sono  sempre  tre 
cose  a determinarsi,  cos'i,  perchè  il  problema  riuscisse  de- 
terminato, saran  necessarie  tre  equazioni  distinte  fra  gli  e- 
Jementi  del  triangolo.  Cosi  pel  caso  I , ove  son  dati  due 
angoli,  che  chiameremo  yi,  B,  ed  un  lato  c ad  essi  adia- 
cente, oppure  un  lato  a,  ad  uno  di  essi  opposto,  e si  van 
cercando  le  rimanenti  parli  C,  a,  b,  oppure  C , h,  c,  v’  ha 


bisogno 

di  tre  relazioni,  cioè 

fra 

(‘) 

ABcb, 

(2) 

ABca, 

(3)  ABcC, 

(!') 

ABac, 

{V) 

ABab, 

(3')  ABaC. 

Pel  caso  II,  in  cui  son  dati  due  lati  a e b e l'ango- 
lo A,  opposto  ad  uno  di  essi,  e si  van  cercando  gli  altri 
elementi  c,  B,  C,  occorrono  le  tre  relazioni  fra 


(4)  obÀc, 


(5)  ahAB,  (6)  abAC. 


Pel  caso  HI , dinotando  con  a e b ì due  lati  dati,  e 
con  C r angolo  compreso  , son  necessarie  le  Ire  relazio- 
ni fra 


(7)  abCc, 


(8)  ahCA , 


(?») 


uhCR. 
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Eli  in  fine  pel  caso  IV  v’  ha  bisogno  delle  tre  rei*' 
zioni  fra 

(IO)  abcA,  (11)  ubcB,  (12)  abeC. 

In  ordine  a queste  relazioni  ò da  osservarsi  che  la  (3) 
e la  (3'),  le  quali  sono  analoghe,  e che  stabiliscono  una 
relazione  fra  tre  angoli  ed  un  lato  sono  impossibili  ad  a- 
ver  luogo , tenendo  presente  quanto  si  spiegò  nel  n.°  6. 
Onde  se  1’  angolo  C vuoisi  determinare  immediatamente  , 
per  mezzo  de'  soli  elementi  dati,  convien  ricorrere  ad  al- 
tra relazione , come  sarebbe  quella  Ira  tutti  e tre  gli  an- 
goli. 

Le  (1),  (2),  (1'),  (6),  (8)  e (9)  costituiscono  poi  una 
relazione  unica  fra  due  iati  e due  angoli,  uno  de' quali  op- 
posto ad  uno  degli  angoli,  e 1’  altro  ad  essi  adiacente. 

Le  (2')  e (5)  abbracciano  un'  altra  sola  relazione  fra 
due  lati  e due  angoli  opposti.. 

Ed  in  fiue  le  (i),  (7),  (10),  (11),  (12)  comprendono 
parimente  una  relazione  unica  fra  tre  lati  ed  un  angolo. 

Rispetto  a queste  ultime  relazioni  pare  ebe  potesse  va- 
lere la  medesima  conclusione  che  ha  luogo  per  le  (3)  e (3'), 
c vale  col  fatto  quando  uii  angolo  si  considera  come  una 
quantità  concreta  rilc-rita  ad  unità  di  variabile  grandezza. 

Ma  se  si  rifletta  che  ad  un  angolo  possiamo  sempre  sosti- 
tuire una  qualunque  delle  sue  linee  trigonometriche  , le 
quali  in  sostanza  riduconsi  a rapporti  fra  due  grandezze 
omogenee,  e perciò  a numeri  invariabili  con  qual  siesi  u- 
nità,  allora  si  trova  che  una  equazione  fra  tre  lati  ed  un 
angolo  , o meglio  fra  tre  lati  cd  una  delle  linee  trigono- 
metriche  di  quest’  angolo,  non  è più  assurda;  imperciocché 
quest'  equazione  riducesi  a contenere  tre  grandezze  omo- 
genee ed  un  rapporto,  il  quale  non  ha  (n.**?)  influenza  ' 
alcuna  sull' omogeneità  d' un  equazione.  Altrettanto  però  non 
può  couchiudersi  rispetto  alle  (3^  e (3'),  come  è facile  as- 
sicurarsene, sia  che  si  voglian  considei  are  gli  angoli  A,  B,  C 
per  se  stessi,  oppure  rappresentati  dalle  loro  linee  trigono- 
meti  ielle. 

Pertanto,  per  la  risoluzione  de’  triangoli  rettilinei,  dob- 
biamo cercare  delle  formole  proprie  a stabilire  le  seguenti 
relazioni,  cioè 
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1 .*fra  tre  angoli  ; 

2. *  J'ra  due  angoli  e due  lati,  de'  quali  uno  sia  op- 
posto ad  uno  di  essi,  e l'  altro  adiacente  ; 

3. *  fre  due  angoli  e due  lati  rispettivamente  op- 
posti-, 

K.*  fra  tre  lati  ed  un  angolo. 

75.  La  prima  di  queste  reiazioui  ci  vien  fornita  dal- 
la Geometria,  nel  teorema  sulla  somma  de’  tre  angoli  del 
triangolo  rettilineo  , e cbe  algebricamente  esprimevi  cosi  : 

(1) 

£ le  rimanenti  si  ottengono  da  questa,  insieme  al  seguente 

Tbobbhs.  In  qual  si  voglia  triangolo  rettilineo  i lati  tono 
proporzionali  ai  teni  degli  angoli  rispettivamente  opposti. 

Sia,  in  effètti  ABC  (fg-  8 ) un  triangolo  qualunque, 
al  quale  intendasi  circoscritto  il  circolo , il  cui  centro  sia 
O.  Con  questo  stesso  centro,  e con  un  raggio  Oa  eguale 
a quello  delle  tavole,  intendasi  parimente  descritto  un  al- 
tro circolo,  che  incontri  in  a,b,c,  le  congiungenti  OA,OB, 
OC;  congiungansi  finalmente  le  ab,  bc,  ac,  le  quali  risulte- 
ranno parallele  alle  AB, BC,  AC;  poiché  essendo  O A =OB=OC,  ' 
ed  Oa=Ob=Oc  , si  ha  la  proporzione  OA  : Oa;;OB: 
Ob:: OC  : Oc;  per  questa  stessa  ragione  i triangoli  Oab, 
Obe,  Oca,  saranno  simili  rispettivamente  ad  OAB,OBC,OCA, 
c daranno  le  proporzioni 

AB;BC:AC::ab:bc:ac  ; ab:ìbc;ì  ac; 

orìab=;senc=:senC,  ì bt=sena  = senA , j .ic=senb=seiiB, 
dunque 

AB:BC:  AC:  :senC;senA:senB. 

Pertanto,  dinotando,  come  sopra,  A,  B,  C gli  angoli  del 
triangolo,  ed  a.  h,  c \ lati  rispettivamente  opposti,  si  a- 
vr'anno  le  proporzioni 

a-.b:  c\\  senA  : sen^  : seuC, 


Digitized  by  Google 


72 


FARTI  PRIMA 


che  dimostrano  il  teorema  enuncialo  , e che  eijuivalgono 
alle  eguaglianze  seguenti 


(2) 


a b c 
senA  sQtiB  senC’ 


le  quali  abbencliè  in  apparenza  fossero  tre,  pur  le  distin- 
te sono  solamente  due , mentre  in  queste  è contenuta  la 
terza. 

Esse  stabiliscono  la  terza  delle  relazioni  richieste,  fra 
due  lati,  cioè,  e gli  angoli  rispettivamente  opposti  e dalla 
loro  combinazione  con  la  (1)  si  posson  dedurre  le  rimanenti, 
come  qui  appresso  andremo,  a sviluppare. 

76.  Ma  pria  di  passare  innanzi  giova  fare  un’  osser- 
vazione sulle  tre  equazioni  (2),  cioè 

,,,  a b a c b c 

' ' seo.i  seuB’  senA  senC  ’ senfl  senC  ’ 


cotesta  osservazione  è la  seguente  : permutando  1’  una  ncl- 
]’ altra  due  delle  tre  lettere  a,b,  c,  ed  altrettanto  facendo 
jier  due  delle  altre  tre  lettere  B,  C,  ma  che  siano  del- 
lo stesso  nome  delle  prime,  una  equazione  si  cambia  nel- 
]'  altra  : cosi  permutando  nella  prima  b in  c e B \n  C es- 
sa si  cangia  nella  seconda,  e si  cambia  invece  nella  terza 
quando  si  permuti  a in  c cd  ^ in  C , in  guisa  che  co-' 
iiosciuta  la  prima , con  una  semplice  permutazione  si  for- 
mano le  altre. 

E questa  una  legge  la  quale  non  ha  luogo  solamen- 
te per  le  tre  soprascritte  equazioni  , ma  essa  devesi  veri- 
iicare  tutte  le  volle  che  fra  taluni  de’ sei  elementi  a,h,c, 
By  C,  vi  sia  un’  equazione  che  racchiuda  ad  un  tempo 
lati  ed  angoli;  allora  la  permutazione  d' un  lato  rz  per  e- 
sempiu,  in  b o in  c,  e quella  dell’  angolo  corrispondente  A, 
in  o in  Cy  e reciprocamente,  deve  dar  luogo  ad  una 
nuova  equazione  che  sussiste  come  la  prima;  e per  fermo 
cotesle  permutazioni  equivalgono  a rimpiazzare  un  lato  e 
il  suo  angolo  opposto  , in  un  altro  lato  ed  il  suo  angolo 
parimente  opposto  ; ma  i lati,  come  gli  angoli  ancora  en- 
trando con  ]>ari  idrcoslanze  nella  formazione  d'un  triango- 
lo, ipidla  leluzionc  che  ha  luogo  tra  un  lato  e il  suo  an- 
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golo  opposto,  qaeJla  stessa  deve  aver  pur  luogo  tra  qua- 
lunque altro  de’  rimanenti  lati,  e l'angolo  ad  esso  opposto*. 
Cotesta  osservazione  ci  sarà  utile  in  quel  che  segue,  per- 
chè ci  esimerà  dal  ripetere  un  ragionamento  già  fatto. 

77.  Dopo  di  ciò,  si  osservi  che  essendo,  in  virtù  del- 
la (1,75)  l’angolo  C supplemento  della  somma 
degli  altri  due  ( n."  19  ),  sarà  sen  C=sen  (y^-f.B),  ovvero 
sviluppando  secondo  la  formola  (1,43)  si  avrà 

(3)  senC=sen^  cosjff-f-sen.0  cos^  ; 

ma  per  le  (2,76)  si  ha  senC=£^^^^= — ^ — .dunque  la  pre- 


cedente equazione  può  scriversi  ne’  due  modi  qui  appres- 
so, cioè 

(4)  c=a  cosi5-j-a  senB  colA\  c—b  s&aA  coLB-j-ftcos.,^  ; 


donde  si  trac 


colA 


e — a cosB 
aseaB  ’ 


cotB= 


e — &CO&4 
6senA 


Quindi,  secondo  r osservazione  del  numero  preceden- 
te, permutando  nella  prima  A in  B o in  C,  e quindi  a in 
6 o in  c e reciprocamente  ; e nella  seconda  j5  m o in 
C,  e quindi  6 in  a o in  c e reciprocamente,  formeremo 
il  seguente  sistema  cioè  : 


(5) 


^ c — acosB_ 

h — ocosC 

aseaB 

osenC'  ’ 

e — icosA_ 

a — bcosC 

àsenA 

bsenC  ’ 

, a — ccosJ? 

D 

b — CCO&4 

le  quali  stabiliscono  la  seconda  delle  relazioni  dimandate  , 
fra  due  angoli  cioè  e due  lati,  uno  opposto  c l’altro  adia- 
cente ad  uno  di  essi. 
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78.  Osserraodo  che  (2,75)  asen j?=:&seD./^ , la  prima 
delle  (4)  diviene 

c=acosB-\-b{:osJ  ; 

e quindi  cambiando  c successivamente  in  & ed  in  a,  e per 
conseguenza  ^ in  C o ^ in  C avremo  un  altro  sistema 
di  formole,  come  qui  appresso: 

Ìflr=4cosC+c’Cos5 , 
b=acosC-^ccos/i , 
c=acosB^bcosA. 

79.  In  fine  dalla  terza  di  queste  ultime  formole  si  cava 
acosB=c — bcosA, 

e quindi  elevando  a quadrato,  e rimpiazzando  cos*^  col  va- 
lore equivalente  1— sen*^,  e cos'A  coll’ altro  equivalente 
i — sen*^  emergerà 

«•— o*sen5=c* — ibc  cosA+b' — b'sta'A, 


ma  aimBz^bstoA , dunque  quest’  ultima  equazione  ridu- 
cesi  ad 

(7)  <i*=4*-j-c — 24c  cos.1^. 


e quindi  dà 


cosA. 


_ ^c*— a* 


26c 


Cambiando  in  questa  formola  a in  6,  e viceversa,  e 
quindi  A va.  B \ oppure  a in  c ed  in  C , si  otterran- 
no altre  due  formole  che  insieme  alla  precedente  costi- 
tuiscono il  seguente  quarto  sistema  di  formole 


(8) 


cosA=~^^^  ■ , 

a'+c'—b' 


cosB- 

cosC= 


ìae 

a'+b*—c' 
ìab  ’ 


Digilized  by  Google 


THlCOMOaETUJk  UTTILUEA 


7S 

che  stabiliscono  la  relazione  4.*  fra  tre  lati  , cioè  ad  un 
angolo. 

80.  I sistemi  di  formole  fin’  ora  trovali  risolvono  com- 
pletamente il  problema  propostoci,  cioè  risolvono  algebri- 
camente ciascuno  de'  casi  che  può  presentare  la  soluzione 
tl’  un  triangolo  rettilineo.  Così  la  (li75)  insieme  a due  del- 
ie formole  (2,76)  servono  a risolvere  il  caso  I;  imperocché 
supposto  che  ’A  eB  sieno  gli  angoli  dati , e c il  lato  dato, 
si  avrà  dalla  (1,75), 


(C)  C=m'‘^{A-^B) 

e dalle  (2,76) 


(a)  a= 


csen.4 

senC’ 


(b)  5= 


csenS 

sene 


t 


colle  quali  formole  rimangono  completamente  determinati 
gli  altri  elementi  incogniti  C,  a,  b. 

Nel  caso  li,  avendo  luogo  tra  gli  elementi  dati  a, 5,4#, 
e gli  elementi  c,  B,  C le  tre  relazioni  abAcy  ab  AB,  abAC^ 
contenute  nelle  (3,79),  (2,76)  e (5,77)  si  caverà  il  lato  c 
dalla  prima  delle  (8,79)  risoluta  rispetto  a c,  e che  dà 


(cj  c=bco&A±^a,'—b'sen'A, 

c quindi  si  otterranno  gli  angoli  B,  C il  primo  mercè  u- 
iia  delle  formole  (2,76)  che  dà 

(B)  sen.B=^, 

c il  secondo  C in  virtù  della  prima  delle  (5,77)  che  riso- 
luta rispetto  a cosC  dà 

(C)  cosC=—  ~eo\AieaC. 

a 

Si  può  ósservare  però  in  questo  secondo  caso  , co- 
me  la  formola  (c) , in  virtù  del  doppio  segno  che  con- 
tiene, dà  in  generale  due  valori  pel  lato  c,  similmente  la 
formola  (B) , determinando  1’  angolo  B per  mezzo  del  sc- 
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no,  ci  darà  per  qnest’  angolo  due  valori  che  saranno  sap- 
plementi  l'uno  dell'altro,  appunto  perchè  due  angoli  di  que- 
sta natura  ammettono  uno  stesso  seno  (n.°19);  e lo  stesso  av- 
viene per  r angolo  C determinato  dall’  altra  formola  (C); 
poiché  per  ridurre  questa  formula  a contenere  una  sola  del- 
le linee  trigonometriche  che  entrano  in  essa,  conviene  e- 
liminarne  l’altra,  mercè  la  nota  relazione  sen’C-f-cos'Crrl, 
e quindi  1’  eliminata  verrà  dei  secondo  grado.  Vedesi  dun- 
que che  questo  caso,  algebricamente  parlando,  ammette  una 
doppia  soluzione.  £ siccome  la  formola  (c) , e quella  che 
si  ottiene  dalla  (G),  eliminando  come  ora  si  è detto,  sono 
molte  complicate  , cosi  varrà  meglio  determinare  questi  due 
elementi,  non  che  il  terzo,  con  le  formule  fondamentali,  cioè 


(B) 


senj5= 


iscnd 


(C)  C=iW—{J+B),{c)c 


oscnC 

senA 


Nel  caso  111  le  combinazioni  tra  gli  elementi  noti 
a,  b,  C,  e gl'incogniti  c,  jé,  B,  essendo  abCc,  AbCA,  abCB, 
si  procederà  alla  sua  soluzione  trovando  il  terzo  lato  c 
mercè  la  terza  delle  (8,79),  che  risoluta  rispetto  a c dà 

(c)  c=V  a*-j-A‘ — 2ai  cosC, 

e quindi  gli  altri  due  angoli  si  avranno  in  virtù  delle  due 
formolo 


(A) 


c(àA=. 


h — ocosC 
osenC’ 


y 


coti? 


a — 8cosC 
iseuC  ' 


del  sistema  (5,77). 

Finalmente  pel  IV  caso  le  combinazioni  tra  gli  ele- 
menti dati  a,  b,  c e gl’  incogniti  A,  B^  C essendo  abcA 
abcBy  abcC,  si  avranno  subito  dalle  (8,79) 


(A) 

2be 

(B) 

cosB 

iac 

(C) 

cosC-"’+*-'^’ 

'ìab 
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81.  Si  può  egualmente  osservare  che  nella  risoluzio- 
ne algebrica  di  tutti  i casi  qui  innanzi  enumerati,  le  for- 
raole  distinte  delle  quali  si  è latto  oso  riduconsi  alle  quat- 
tro seguenti 


(I) 


(»)  * 


sen^  sen£’ 


(III)  cos^r 


,j_A*-|-c*— a’ 


%bc 


(IV)  cot^= 


c— acos5 
asenf 


Ma  ciò  che  più  è degno  di  nota  si  è che  la  prima  di 
coleste  formole  è propriamente  una  condizione,  alla  quale  de- 
vono soddisfare  gli  regoli  A,  B,  C,  perchè  non  si  cadesse 
in  una  indeterminazione  assoluta.  E per  fermo,  riflettendo 
che  se  nelle  fórmole  (6,78)  si  considerano  i tre  lati  a,b,c‘ 
come  le  incognite  di  quelle  equazioni,  queste,  non  contenen- 
do termine  noto,  dovranno  dare  valori  indeterminati  per  <z,  b, 
c (*).  Però  se  invece  di  cercare  i valori  assoluti  di  queste 
quantità,  si  cerchino  i rapporti  che  due  di  esse  hanno  con 
la  terza  , allora  il  numero  delle  equazioni  diventa  mag- 
giore di  quello  delle  incognite,  e ne  segue  che  dovrà  esser- 
vi una  equazione  di  condizione,  che  facilmente  si  ottiene; 
poiché  sostituendo  nella  prima  e seconda  delle  (6,78)  il 
valore  di  c,  ricavato  dalla  terza,  si  otterranno  le  due  equa- 
zioni 

asen'5=h(cosC-f- cos^cos5), 

bsen'A=a{cosC-\-cosAcQsB)., 


le  quali  danno 

o cosC-1-cos4co8J5  scn*A 

b sen’jB  cosC-J-cosAcosB’ 

e quindi  successivamente 

sen’y/sen’^=(cosC-f-cosyrfcos5)* 
sen^sen^=cosC-j-cos/fcos5 
cosC= — {cosAcosB  — senJ^sen5)= — cos{A.\-B) 

. A.^B+c=m°.  ^ . 

(*)  H'  Andrea  — Eltmtntii'Mgébra,  n.“  166. 
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È questa  appunto  la  condizione  in  discorso,  la  quale 
come  vedesi  è la  stessa  (I). 

82.  Pertanto  , esclusa  questa  equazione  (I) , che  più 
che  un'equazione  propriamente  detta  , è l’ espressione  ana- 
litica d’  una  condizione  che  dev'  esser  verificata  se  vuoisi 
che  il  problema  riesca  determinato,  possiamo  afiermare  che 
le  formole  distinte,  uniche  e sole  necessarie  alla  risoluzio- 
ne algebrica  d’un  problema  di  Trigonometria  rettilinea  so- 
no le  (II),  (III)  e (IV),  le  quali  tradotte  in  linguaggio  or- 
dinario, costituiscono  gli  enunciati  de’  teoremi  seguenti. 

Teorema  I.  In  ogni  triangolo  rettilineo  i lati  son  pro- 
porzionali ai  seni  degli  angoli  rispettivamente  opposti. 

Teorema  II.  In  ogni  triangolo  rettilineo  il  coseno 
<f  un  angolo  è uguale  alla  somma  de'  quadrati  de'  lati 
che  lo  comprendono,  meno  il  quadrato  del  lato  opposto, 
diviso  il  tutto  pel  doppio  prodotto  de'  lati  comprendenti 
l’  angolo. 

Teorema  III.  In  ogni  triangolo  rettilineo  la  cotan- 
gente d un  angolo  è uguale  ad  un  lato  adiacente,  me- 
no il  prodotto  del  lato  opposto  pel  coseno  dell'  angolo 
compreso  fra  questi  lati , e il  tutto  diviso  pel  prodotto 
del  medesimo  lato  opposto  pel  seno  di  quest'  ultimo  an- 
golo. 

83.  Oltre  ai  principali  sistemi  di  formole,  trovate  nei 
numeri  precedenti  si  possono  avere  ancora  delle  altre  for- 
mole  che  da  quelle  si  deducono,  e che  possono  servire  an- 
cora nella  risoluzione  numerica  d'  un  triangolo.  Così  dal- 
le (2,76)  si  ha 

a sen/4  6 senB 

c ^senC’  c senC* 

e quindi, 

o-J-i son^-f-seRB  a — h senX — senB 

' ' e senC  ' c scnC  • ’ 

ma  (9,62)  e (3,45) 


(IO) 


( sen^-|-senJ5=2scni  (d-f-B)  cosj  (d — B), 
( senA — %enB=!ì&en\  \A — B)  così  {A -Jf- B), 
senC=2sensCcosK^, 
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oppure  osservando,  che  per  essere 
senJ<7=così(-<^+5),cosìC=seDi(^4-^,  sarà 


(11)  senC=2sen^v^+-®)così(^+jB), 


e quindi  riducendo  le  (9)  in  virtù  delle  (10)  e (li)  avremo 


(12) 
o pure 
(13) 


a-^-à coSf'A — S)  a — h senì(A— B) 

c seojC  * c cos^C  * 

0-1-6  cos^(A — B)  a — 6 senìfA — B) 
e ~cos^A  + BY  ”r~senJ(A-fi»)’ 


e dividendo  queste  ultime  due  forinole,  se  ne  trae 


o-J-6 tan^A-l-Hj 

a — 6 Ud;(>< — B]’ 


or  quest’  ultima  eguaglianza  di  rapporti  equivale  ad  una 
proporzione  che  può  essere  espressa  col  seguente  : 

TeonEMA.  In  qualsivoglia  triangolo  la  somma  di  due 
lati  sla  alla  loro  differenza^  come  la  tangente  della 
metà  della  somma  degli  angoli  opposti  sta  alla  tangen- 
te della  metà  della  differenza  di  detti  angoli. 

84.  Risolvendo  la  (14)  , rispetto  ad  a — 6,  ed  osser- 
vando che  Ua\(^A B ^=ico\.\  C se  ne  trae 


Or  essendo  un  angolo  di  qualsiasi  triangolo  rettilineo 
sempre  minore  di  180°  sarà:  C<90%  e quindi  cos|C>0; 
ma  anche  a-|-6>0 , dunque  a—b  e tanì  (À — B)  dovranno 
essere  entrambi  dello  stesso  segno,  e perciò  se  a>6,  deve 
essere  A>B , e se  a<4  deve  parimente  essere  A<.B  ^ es- 
sendo elle  ; {^A — ^5)<90°,  dunque 

Teoreha.  In  ogni  triangolo  rettilineo  al  lato  mag~ 
giore  s'  oppone  t angolo  maggiore , e reciprocamente. 
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ARTICOLO  II. 


Risohaione  numerica  de'  triangoli  rettilinei. 

t •.  . 85.  Dopo  di  avere  esposto  nell’  articolo  precedente  , 
le  forinole  generali  che  danno  la  soluzione  algebrica  d’  un 
triangolo  rettilineo , passiamo  ora  ad  esporre  1’  uso  delle 
stesse  nella  risoluzione  numerica  de'  medesimi  triangoli. 

Caso  I.  Dall  due  angoli  ed  un  lato  d’ un  triango- 
lo rettilineo.,  trovarne  le  parti  rimanenti. 

Soluzione.  Sieno  A e B \ due  angoli  dati  ed  a il  la- 
to parimente  dato,  e sieno  C,  b,  c il  terzo  angolo  e gli  al- 
tri, due  lati  che  si  cercano. 

In  virtù  delle  formole  (1,75)  e (2,76)  avremo  su'uito 
per  la  determinazione  di  queste  incognite , le  tre  formole 

(C)  C=180  — (y^-f-.B),(b)  *--;^.(c) 


alle  quali  si  applica  immediatamente  il  calcolo  logaritmico. 

Esempio.  Sìa  A—^%°  12'  28“, .6=54° 43' 5",  0=142,35. 
Dalle  (C)  (b)  (c)  si  avrà  C=57°  4'  27"; 

, 142,35  sen  54°  43' 5"  142,35  sen  57»  4' 27" 

*7  sen  58»  12' 28"  ’ sen  58»  12' 28"  ’ 

log  142,3=  . . . 2,1512049  log  142,3=  . . . 2,1532049 
p.p.3051X0,5=  . . . 1526  p.p.3051  X0,5=  . . . 1526 

logsen54°43'=  . 9,9118^28  log  sen  57°  4'=  . 9,9239191 


p.p. 


894X5 
60  ' 


75  p.p. 


819X27 
60  ■ 


368 


comlogsen68°13'=0,0321742  com  logsen68°13'=0,0321742 


p.p. 


505  X 32 


60 


269  p.p. 


X32 


60 


269 


Iogi=2,0974189 
: . ' log  1251=, 0972573 

1616  ' 

P P-  347U=_i!lf 
i=125,14 


p.p. 


log  c=2, 1095145 
log  1286=  1092110 

2735 


3575 


0.8 


c=128,68 
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86.  Dalla  forma  stessa  delle  tre  formole  (C),  (I>),  (c) 
vedesi  chiaramente  che  1’  unica  .condizione  alla  quale  con- 
Tten  soddisfare,  perchè  questo  caso  abbia  luogo,  si  è quella 
che  la  somma  dei  due  angoli  dati  sia  minore  di  180°. 

87.  Questo  caso  trova  la  sua  applicazione  nella  deter- 
minazione della  distanza  fra  due  punti  A eC  (fig.  15)  il 
secondo  de'  quali  sia  inaccessibile.  A questo  fine  si  prende, 
a partire  dal  punto  accessibile  A una  base  AB  in  modo 
che  dall’ estremo  B si  possa  scorgere  l’altro  punto  inacces- 
sibile C;  indi  fissando  successivamente  in  A ed  in  B un 
grafometro  (*),  o qualunque  altro  strumento  valevole  a 
poter  misurare  angoli,  si  misurano  gli  angoli  CAB,  CBA, 
che  le  visuali , dirette  dai  punti  A e B allo  stesso  pun- 
to C,  formano  con  la  base  AB.  Fatto  ciò  si  avranno  noti 
un  lato  AB  e due  angoli  CAB,  CBA  del  triangolo  ABC,  e 
quindi  si  potrà  calcolare  il  lato  incognito,  ossia  la  distan- 
za dimandata  AC. 

88.  Caso  II.  Dati  due  lati  ed  un  angolo  opposto  ad 
uno  di  essiy  determinare  le  parti  rimanenti  del  triangolo. 

Soluzione.  Rappresentino  a e b \ lati  ed  A l' angolo, 
che  son  dati  ; gli  elementi  incogniti  B , C,  c verran  de- 
terminati dalle  tre  formole  ( n.  80  ) 

(B)  sen5=isen^,(C)  C=180°-(^-l-j?),(c) 

alle  quali  si  applica  immediatamente  il  calcolo  logaritmico. 

89.  Ciascuna  di  queste  formole  dà  due  valori  per  l’e- 
lemento incognito  che  essa  determina  , come  altrove  si  è 
veduto,  ond’  è che,  in  generale,  il  problema  ammetterà  due 
soluzioni.  Affine  però  di  conoscere  dagli  stessi  dati  dei  pro- 
blema in  quali  casi  abbian  luogo  le  due  soluzioni , e se 
sempre,  dinoteremo  con  B'  l'angolo  acuto  determinato  im- 
mediatamente dalla  formola  (B),  per  modo  che  180°— J?', 
che  rappresenteremo  con  B'\  sarà  1’  altro  valore  dell’  ango- 
lo 8;  ed  osserveremo  dapprima  che,  il  seno  essendo  sem- 
pre minore  di  1,  è necessario,  perchè  non  si  cada  nell’  im- 
maginario che  sia  bsenA<^a.  Supposta  verificata  questa  con- 
dizione necessaria,  passeremo  alla  seguente 

Discussione  1."  Sia  ò<n,  ed  ^^<90°;  sarà  sen^<seny/, 

(')  Strumento  proprio  per  la  misura  degli  angoli  aul  terreno. 

7 
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f.  pcif  io  e essendosi  dimostralo  (ii,"  84)  clic 

til  lato  maggiore  si  oppone  l'  angolo  maggiore , vedesi 
clic  il  secondo  valore  Ji^  dee  essere  rigettato , perchè  non 
soddisfacente  a questa  condizione;  onde  in  questo  caso  non 
vi  sarà  che  una  sola  soluzione. 

2. "  Se  6<n,  ed  y(/>90*,  sarà  pure  sen^<sen>^;  pren- 
dendo quel  valore  di  7?  , che  al  pari  di  è > 90°,  cioè 
B\  si  avrà  .R">y7>90",  e perciò  Zi'=l80'’— F'<90“<.7. 
Avremo  dunque  in  questo  caso,  come  nel  precedente,  che 
un  solo  de' valori  di  B potendo  soddisfare  alla  condizione 
più  sopra  cnunziata,  vi  sarà  pure  una  sola  soluzione. 

3. ®  Se  ed  y7=90®  sarà  senj5=—  c si  ricade  co- 

a 

SI  sul  caso  III  de*  triangoli  rettangoli  ; sì  che  non  vi  sarà 
qui  pure  che  una  sola  soluzione  ( ved'.  pag.  97  ). 

4. ®  Se  A>n,  ed  y7<90°,  sarà  scn^>seny7,  c perciò  sa- 
rà r angolo  acuto  B'~>A,  e 1’  ottuso  Ambidue  i ya- 

lori  B'  e B'‘  soddisfanno  alla  condizione  sopra  accenna- 
ta (1°),  e quindi  il  problema  ammetterà  in  questo  caso  due 
soluzioni. 

5. ®  Se  ò>a,  ed  .<7>90°,  sarà  sen^>sen.,7;  quindi  es- 
sendo per  ipotesi  <90°,  sarà  ed  essendo  5">90® 

la  relazione  senB'^senA,  darà  B"^A.  Onde  in  questo  caso 
sì  B'  che  B"  non  soddisferanno  alla  più  volte  accennala 
condizione  (1”),  e perciò  il  problema  non  ammetterà  soluzione 
alcuna.  Non  supporremo  .^7=90'’,  quando  ò>a;  poiché  a- 

vendosi  allora  sen^=:— >1  si  cadrebbe  nell’ immaginario. 

6. ®  Se  f)=a,  sarà  sen^i=r.seny7,  e perciò  B—A,  op- 
jHirc  7?=180° — A,  Di  questi  due  valori  il  solo  primo  è 
nmmisibile,  e il  triangolo  cercato  sarà,  in  questo  caso,  iso- 
scele ; l’altro  è da  rigettarsi,  poiché  altrimenti  si  avreb- 
be i^-f../7=180° , il  che  è assurdo.  Il  problema  adunque 
ammetterà  in  questo  caso  una  sola  soluzione  , purché 
sia  y7<90°. 

7. "  Se  ò sen./7=a,  sarà  sen.^=l,  B'==B^=z9V'.  Le  due 
soluzioni  adunque  ridurrnnsi  in  questo  caso  ad  una  sola  , 
ed  il  triangolo  dimandalo  sarà  rettangolo  in  B. 
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Pertanto  il  propostp  problema  ammetterà 

I 

Due  soluzioni,  se  y^<90°,  ed  a<^b. 

Una  soluzione,  se  essendo  qualunque  si»  r/>^. 

Una  soluzione,  se  b senA=a,  ed  ^^<90". 

Una  soluzione,  se  ed  a-=b 

Nessuna  soluzione,  sey^^90",^d  a<^b. 

Nessuna  soluzione,  se  h senA’>a. 

90.  La  costruzione  graCca  dello  stesso  problema  , met* 
te  in  evidenza  i diversi  casi  dell’  analisi  precedente.  In  ef> 
fetti  se,  per  costruire  il  triangolo  nel  caso  che  sì  sta  esa> 
minando,  si  faccia  (*)  al  punto  A {^g^.lO  ) della  retta  BB' 
l’ angolo  KAB=/^;  indi  presa  AC=A,  col  centro  C e con  un 
raggio  CB=/z  sì  descriva  un  arco,  che  tagli  la  BB'  in  B, 
e si  congìunga  BC , sarà  ABC  il  triangolo  dimandato.  Or 
l'arco  descritto  taglierà  la  retta  BB'  in  due  punti , se  il 
raggio  BC  sarà  maggiore  della  perpendicolare  CA'  abbas- 
sata  dal  punto  C sulla  BB',  la  quale  perpendicolare  è il 
cateto'  d'  un  triangolo  rettangolo  , avente  per  ipotenusa 
AC  = A , e per  angolo  opposto  al  detto  cateto  l’ angolo 
CAB=^;  ond'  è chela  indicata  perpendicolare  sarà  espressa 
da  b sen  A,  e perciò,  essendo  inoltre  BC=a , la  condizione 
perchè  l' arco  tagli  la  retta  è espressa  da  a>A  sen  A , co* 
me  altrimenti  si  è più  sopra  trovato.  Inoltre  essendovi  un 
primo  punto  d’ incontro  B , ve  ne  sarà  un  secondo  B' , e 
perciò,  congiunta  B'C  , potrebbe  esservi  un  secondo  trian- 
golo CAB',  soddisfacente  in  generale  alle  medesime  con- 
dizioni del  problema.  Or  se  l'angolo  KAB=:y^  ( fig.  11  ) è 
ottuso,  e il  raggio  CB>CA,  cioè  A>a,  1’  arco  descritto  in- 
contrerà la  retta  BB'  ne'  punti  B , B'  che  daran  luogo  ai 
due  triangoli  CAB,  CAB',  de'  quali  il  solo  primo  soddisfà  a 
tutte  le  condizioni  date  dal  problema;  mentre  il  secondo 
comunque  abbia  i due  lati  CA,  CB',  eguali  rispettivamen- 
te ai  due  lati  dati  b ed  a,  pure  1'  angolo  CAB'  non  è u- 
guale  all’angolo  dato  A =K AB,  ma  n’ è supplemento.  Quindi 
in  questo  caso  non  v'  ha  che  una  sola  soluzione.  Lo  stes- 
so avviene  quando,  essendo  1’ angolo  CAB=..^  acuto  o ret- 

{■)  Legendre — Gtomttria,  prob.  It,  lib.  2. 
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to  10  e 13)  si  abbia  nel  tempo  stesso  CB">CA,  o 
CB>CA,  cioè  b'>a.  Questi  tre  casi  corrispondono  ai  primi 
tre  dell’  analisi  precedente. 

Se,  essendo  KAB=.^>00°  (y?g.  10  )Via  CB<CA,  al- 
lora è evidente  che  i due  punti  d’ incontro  dell'  arco  de- 
scritto, come  sopra,  cadranno  ambidue  a dritta  di  A,  e da- 
ranno i due  triangoli  CAB , CAB'  soddisfacenti  ambidne 
alle  condizioni  del' problema,  conforme  al  caso  4.°  Che  se 
fosse  ali’  opposto  KAB=y;/>90°  (/?g.  H ),  e si  avesse  nel 
tempo  stesso  CB"<CA,  cioè  A<a,  allora  i punti  d’ incontro 
B",  B'"  cadrebbero  a sinistra  di  A , e darebbero  due  trian- 
goli CAB",  CAB"',  ciascuno  de’  quali  manca  di  una  delle 
condizioni  volute  dal  problema,  quella  cioè  di  avere  l’an- 
golo CAB",  nel  primo,  e CAB'"  nel  secondo,  eguale  alf  an- 
golo dato  jd,  essendocchè  ciascun  di  essi  è supplemento  di 
KAB  ovvero  di  A.  Ciò  è d’accordo  col  5.°  caso. 

Se,  essendo  l’angolo  KkB=A  qualunque  (fig.  12), 
si  avesse  CB=CA , aMora  T arco  descritto  taglierebbe  la 
AB  in  B e nello  stesso  punto  A , sicché  una  delle  soluzio- 
ni sarebbe  data  dal  triangolo  ACB  isoscele , e 1’  altra  sa- 
rebbesi  annullata,  perchè  il  triangolo  si  sarebbe , ridotto  al- 
la retta  AC.  E ciò  è conforme  al  6°  caso. 

In  fine  quando  il  raggio  CB  è uguale  alla  perpendi- 
colare CA'  ( /?g.  10),  l’arco  descritto  toccherà  la  retta  BB', 
ne  si  avrà  clte  un  sol  punto,  che  sarà  propriamente  quel- 
lo del  contatto  A',  e quindi  un  sol  triangolo  rettangolo 
CAA',  conforme  al  caso  7*. 

91.  Caso  111.  Dati  due  lati  e P angolo  compreso, 
trovare  le  parti  rimanenti  del  triangolo, 

Sieno  a e A i lati  dati , e C l'angolo  da  essi  com- 
preso, si  avranno  gli  elementi  incogniti  c,  A e B mercè 
le  formolo  algebriche  ( n.”  80,  caso  III) 


, b — acosC 

(c)  c=y  — 2aAsen’*C,  (A)  cotA=:  ■'  ’ 


(B)  colB= 


a — icosC 
òscnC 


In  questo  caso  terzo,  come  si  vede,  le  formole  alge- 
briche non  si  prestano  facilmente  al  calcolo  numerico,  poi- 
ché le  loro  forme  non  sono  atte  a potervici  applicare  i lo- 
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garitmi  ; è quindi  necessario  cercare  di  trasformarle  in  mo- 
do che  cotesta  applicazione  possa  riuscire.  Osservando  dun- 
que che  secondo  la  fonnola  ( 10,  46)  cosC=l— 2seu*ìO  la 
(c)  potrà  scriversi  così 

c=V^  (a — 6/-f-ia6sen’5C, 

e poiché  iab==—{a — )b’-f-(a+i)*,  avremo  ancora 
c=Y  (a — by — [ (a — b)‘ — (a+^)’]  sen’àC 

=(a — b)  \/  g°s‘ÌC-^|°^^?,5en^ÈC 

=(tì-i)cob|C\/Ì+|^ltania 
Or  se  pongasi 

(t  * 1 * & flii»  ■■ 

(a)  rtanìCTz^cof»,  ovvero  tan«r=: jCOtJC, 

' ' a — 6 * 0-^6 

sostituendo  e riducendo  mercé  le  (ormole  (15, 31  ) e (1,34) 
si  troverà 


(c') 


(«—  ftlcos^C 
sena 


In  tal  modo  il  terzo  lato  c si  può  commodamente  calco- 
lare mediante  le  due  formole  (»)  e (c')  facendo  uso  del- 
le tavole  logaritmiche  ; la  prima  di  tali  formole  dà  il  va- 
lore d un  angolo  il  quale  servendo  sussidiariamente  pel 
calcolo  numerico  della  forraola  (c'),  angolo  ausiliario  i' 
pella,  r altra  (c')  poi  dà  il  valore  cercalo  di  c 

Per  trasformare  in  secondo  luogo  la  formula  (A),  si 
osservi  che  da  essa  si  trae 


tauyif  = 


osenC 


» senC 


à— iicosC 


1 — “ cose 
6 
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e quindi  dinotando  con  ^ un  angolo  au&iliario  e ponendo 
(i3)  tanj3=r-^  seti  C 


SI  avra  -•  ; 

0 


tan^ 

scb6’* 


a 

T 


cosC  = tau 


,cosC 


scnC 


senp  cose 
cosp  senC’ 


e sostituendo  nella  precedente  espressione  di  tan  y/,  ridu* 
cendo  e tenendo  presente  la  formola  ( 3,  43  ) si  avrà 


(A') 


tan^: 


sen^  senC 
sen(C — (3)' 


In  colai  modo  l’ angolo  ^ si  potrà  commodamente  cal- 
colare con  i logaritmi,  mercè  le  due  formule  ed  (A'). 
Anzi  riesce  semplicissimo  il  calcolo  quando  in  luogo  di  a 
e b son  dati  i loro  logaritmi,  come  avviene  quasi  sempre 
ne’ calcoli  geodetici  (*).£  similmente  dinotando  con  /3' un 
alti’  angolo  ausiliario  determinato  dalla  formola 


in 

si  avrà  l' altra 
(B-) 


a 


c 


tanS= 


scaì's'enC 
sen(C — p')* 


che  insieme  alla  |^inia  servirà  a calcolare  numericamente 
r angolo  B. 

92.  Con  questa  prima  soluzione  i tre  elementi  inco- 
gniti si  troveranno  indipendentemente  1’  uno  dall’  altro,  e 
ciascuno  di  essi  dipendentemente  dai  tre  elementi  noti;  il 
che  giova  quando  de’  tre  elementi  incogniti  se  ne  voglia 
conoscere  un  solo.  Ma  è chiaro  che  una  volta  determina- 
to A per  mezzo  delle  due  formole  (/3)  ed  (A')  si  può  im- 
mediatamente conoscere  il  terzo  angolo  B mercè  la  rela- 
zione 

A->rB-\-C=nQ°, 


{*J  Amante  — Blcmcnli  di  Geodesia,  pag.  17. 
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la  qoale  in  questo  caso  non  contiene  altra  incognita  che 
B.  Però  siccome,  così  facendo,  non  si  conoscerebbe  se  il 
calcolo  precedentemente  istituito  per  la  detérminazione  di 
A contenga  errori  o pur  no , si  potrà  calcolare  B mercè 
le  formule  (/3')  e (B'),  e saremo  certi  di  avere  bene  ope- 
rato quando  i due  angoli  calcolati  A % B,  insieme  all’  an- 
golo dato  formano  180°.  In  generale  bisogna  evitare  la 
determinazione  di  un  elemento  incognito  mercè  il  valore 
di  un  altro  ottenuto  ancb’  esso  da  un  calcolo  precedente  e 
che  potrebbe  essere  falso,  qualora  non  si  avessero  dei  cri- 
terii  per  riconoscere  1’  esattezza  delle  operazioni  numeriche 
eseguite.  Ma  quando  si  è sicuri  di  aver  bene  operato,  può 
abbreviarsi  il  calcolo,  come  qui  innanzi  abbiamo  indicato, 
e come  si  vede  ancona  dalla  seguente 
93.  Soluzione  2*  Pongasi 
(m)  m—acoiC, 

essendo  m una  quantità  ausiliariu  determinata  da  ((uesta 
l'elazione,  e così  la  formola 


(A) 


COlA: 


b — ocosC 
oseiiC’  ’ 


diverrà  (A")  tan//z= 


nscn6' 
b — m’ 


e r angolo.^  verrà  determinato  da  queste  due  formole(m) 
ed  (A”)  opportune  pei  calcolo  logaritmico. 

Indi  per  le  formoie  fondamentali  (2,  76  ) avremo 


(c") 


osenC 

seud' 


Mercè  le  formule  (m) , (A")  e (c")  si  otterranno  con 
un  calcolo  più  semplice  di  quello  della  soluzione  prece- 
dente, i due  elementi  incogniti  A e.  c;  e quindi  potreli- 
besi  avere  ancora  il  terzo  angolo  B in  virtù  della  relazio- 
ne A+B+C=m°. 

94.  Soluzione  3.’  Essendo  conosciuto  un  angolo  C 
del  triangolo,  quest’ ultima  relazione  ci  darà  immediata- 
mente il  valore  dalla  semisomma  \ (^A-\-B)=.^0'^ — \C  degli 
altri  due  angoli  incogniti..  Allora  mercè  la  (14,83)  si  ha 


(A,B)  tan  ; (^_£)=^tan  i 


ot  ’ C, 
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potremo,  facendo  uso  dei  logaritmi  , calcolarci  la  semidif- 
ferenza essendoché  per  esser  date  le  tre  quan- 

tità n,  b,  C,  il  secondo  membro  della  eguagHanta  prece- 
dente è interamente  noto.  Allora  conosciute  l ed 

— B)  si  avrà  subito  (•) 

A=l{J+B)-^.V,A-B) , B=i{A^B)-l{A^B). 

Il  terzo  Iato  c potrà  calcolarsi  con  la  formola  fondamenta- 
le (c'')(n.“  prec.)  o pure,  se  si  vuole  mercè  una  delle  for- 
mole  ( 12,  83  ) e che  danno 

, [a — 6)cosjC  (o-f-è)seniC 

95.  Soluzione  A.*  Finalmente  quando  in  luogo  di  a 
e 6 ne  fossero  dati  ì logaritmi,  si  può  adoperare  un  cal- 
colo più  breve  modificando  la  formola  (A,B)  del  n.°  pre- 
ced.  (*').  In  effetti  scrivendo  la  detta  formola  come  qui 
appresso 

1^1 

tani(./^— 5)=Ì! colie, 

e ponendo 

h)  tiìììy=j , 

io  cui  y dinota  un  angolo  ausiliario  determinato  da  que- 
st’ ultima  formola,  avremo  (12,60) 

(A'.BO  tan|(^-j5)=^^^Jcotie=tan('y-*5”)cot  |C 

e COSI  per  mezzo  delle  formole  (y)  ed  (A',B')  si  calcolerà 
la  semidiiferenza  i(A — B)  e quindi  si  compirà  il  calcolo 
come  nella  soluzione  precedente. 

96.  Osservando  che  la  formola  fc,91)  si  può  trasfor- 
mare nell’altra  c=V(a — b/-{-iabsea'lC,  e questa  non  di- 

(*)  d' Andrea — Elementi  Algebra;  n.“  143- 
(■')  Amante  — Elementi  di  Geodesia;  j»ag.  19. 
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venendo  mai  immaginaria,  qualunque  sieno  i valori  di  a, 
b,C\e  parimenti  osservando  che,  la  cotangente  d'un  an- 
golo potendo  avere  tutti  i valori  possibili  da  — Qoa4-»«le 
formole  (A)  e (B)  dello  stesso  n.°  91  non  divengono  giam- 
mai assurde,  qualunque  potessero  essere  i valori  di  a,  C; 
se  ne  conchiude  che  quali  che  si  Jossero  i valori  di  due 
lati  (T  un  triangolo  rettilineo,  e quello  dell"  angolo  da 
essi  compreso,  sarà  sempre  possibile  determinare  il  trian- 
golo. 

97.  Questo  caso  combinato  coi  caso  I.  può  servire  a de- 
terminare la  distanza  fra  due  punti  inaccessibili. 

Sieno  C e D ( fig.  15  ) questi  punti.  In  un  luogo  o- 
ve  può  accedersi,  presa  una  base  AB  di  lunghezza  deter- 
minata, si  misurino,  con  apposito  strumento,  gli  angoli  CAB, 
DAB,  <CBA,  DBA.  Allora,  nel  triangolo  ABC,  e nell'  altro 
ADB  saran  noti  un  lato  AB  e due  angoli  adiacenti  CAB, 
CBA,  oppure  DAB,  DBA,  quindi  pel  caso  I si  potran  de- 
terminarè  i lati  AC,  AD.  Or  essendo  cogniti  gli  angoli 
CAB,  DAB,  sarà  pure  conosciuta  la  loro  differenza  CAD, 
ed  allora  nel  triangolo  CAD , si  conosceranno  due  lati  e 
r angolo  compreso,  e perciò  potrà  determinarsi  il  lato  CD, 
che  rappresenta  la  distanza  cercata. 

Esempio.Sia\d  base  AB=1345', 32®, CAB=64°55'  18", 
DAB=38“  44'  19",  CBA=50"7'  38",  DBA=72"  39'  8";  e sa- 
rà ACB=180“— (CAB4-CBA)  = 65“  17'  4",  ADB=180“— 
(DAB-f-DBA)=68*  56'  33",  e per  le  formole  (b),  (c)  del  caso  I 


j^p_ABsenABC  _ 1345,32  X sen  50°  7' 38» 
“ sen  ACB  sen  eS®  17'  34“  * 

- AB  sen  ABD  1345,32  sen  72°  39'  8" 

” sen  ADB  ~ sen  68°  56' 33“  ’ 


log  1344=.  . . 
p.p.3228x0,32. 
log  sen  50°  7'= 
105X58“ 

P P*  60^-  • • 


3,1287223  log  1345=.  . . . 
. . 1033  p.p.3228X0,32. 

9,8849945  log  sen  72°  39'= 
„„„  364X8“ 

• a • OvO 


60" 


3,1287223 
. . 1033 
9,9797764 

...  33 


comlogsen65°18'.  0,0416712  com  logsen68"57*.  0,0299936 

581X56  __  487X27 

l'  P-  eo  • 542  p.p.  — 256 


60 


1%'  AC= 3,0556123  log  AD=.  . . . 3,18267345 
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Posto  ciò,  chiamando  4.  un  angolo  ausiliario,  le  fur< 
mole  della  soluzione  2s  applicate  al  nostro  caso  sarknao 


0) 


AD 

tan4'=— senCAD,  (2)  tan  ACD= 

AVI 


sen4.scn  CAD 
8en(CAD— +) 


(3) 


CD= 


ADscnCAD 

sooACD 


Quindi  osservando  che  CAD=CAB  — DAB=26®10'59'', 
si  passerà  al  seguente  calcolo  numerico. 

^ Calcolo  della  formola  (1) 


AD  ^ * T\ 
tani=— ;;seaCAD= 
AL 


AD  scn  26"  IO'  56" 


AG 


log  AD=. . . . . 
com  log  AC=  . . 
log  sen  26°  10'=. 

2570X59* 


p.p. 


30i0 


. 3,1386245 
. 6,9443877 
. 9,6444226 

, . : . 2527 


log  tan  + = . . . . 9,7276851 
log  tan  28°  6'=  . 9,7275008 


1857X60 

3040 


36* 


4=28*  6'  36",  CAD— 4=— 1“  55'  37"  (*). 


(*)  Quest'  angolo  essendo  risultato  negativo,  ne  segue  che  il  valore  di 
tan  ACD  dato  dalla  (2)  sarà  negativo,  e perciò  I angolo  ACD  sarà  supple- 
mento di  quello  che  ha  per  tangente  il  secondo  membro  della  stessa  (2)  pro- 
so positivamente.  Con  questa  osservazione  si  mena  innanzi  il  calcolo  ri- 
portalo nel  testo. 
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Calcolo  della  forinola  (2) 

sen'f'SenCAD  scn  28"  6' 36“  sen  26®  iO'59" 


tan  ACD=- 


sen(CAD — +) 
log  sen  28“  6'=  . 
2365X36 

PP— 60 

log  sen  26“  16 — 
2570  X 59 

PP— 6ÓT— = 


sen  1°  55'  37“ 
9.6730319 

. . . 1419 
9.6U4226 
. . .2527 


comiogsen  1®  56'=.  1|  7418983 


p.p 


37587x23. 
60 


14408 


p.p. 


log  tan  ACD=.10, 791 1882 
log  tan.  80®  48'  7911883 

6085X60 


8012 


46" 


ACD=suppl.80'’  48'  46''=99»  11'  14* 
Calcolo  della  formola  (3) 

AD  sen  CAD  AD  sen  26“  10'  59  " 
sen  ACD~  sen  99“  11' 14“ 
log  AD=  i . . . . 3,1386231 
log  sen  26»  10'  53".=9, 6446753  (*) 
com  log  sen  80“  49'=0, 0056025  (**) 
204X12 

p.p. 


60 


47 


202 
P'P’  708 


log  CD=2, 7889056 
log  6150=  ....  ,7888854 

= . . . 0,31 
CD=61 5,031 


(*)  Questo  logaritmo  è preso  dal  calcolo  della  formola  (l),ove  entra- 
va lo  stesso  angolo. 

(**)  Non  essendovi  nelle  tavole  le  linee  trigonometriche  degli  angoli 
maggiori  di  90”,  si  è preso  invece  il  log  del  seno  dell’  angolo  80°  48'  48". 
il  quale  è supplemento  dì  99®  li'  12",  ed  ha  perciò  lo  stesso  seno  di  que- 
st' ultimo.  È questa  un'osservazione  che  si  torri  presenta  tutte  le  volte  che 
nel  calcolo  numerico  de’ triangoli  s'incontrano  angoli  maggiori  dì  90°. 
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98.  Caso.  IV.  Dati  i tre  lati  d un  triangolo  rettili- 
neo^ determinarne  gli  angoli. 

Soluzione.  Dinotando  con  a,b,  c i lati  dati,  e con  j4, 
B,  C gii  angoli  incogniti,  le  formole  che  danno  la  soluzio- 
ne algebrica  del  problema,  sono  come  abbiam  veduto  (n.** 
88,  caso  IV  ) 


«»«=£+£=*;  cosc=£±|^'’. 

26a  2a«  ’ 2o6 


Ma  per  la  soluzione  numerica  è necessario  che  queste  for- 
mole venissero  rimpiazzate  da  altre  alle  quali  si  possa  ap- 
plicare il  calcolo  logaritmico.  A ciò  facilmente  si  pervie- 
ne col  soccorso  di  talune  semplici  trasformazioni.  Di  fatto 
consideriamo  soltanto  la  prima  delle  formole  precedenti,  ed 
osservando  che  per  la  formola  (10,  46)  cos^=l— 2sen*://, 
avremo 


2sen* 

* 26e  ìbc 

V 

(A-f-c— 3)  (a-l-  b — c) 

e quindi 

(1)  »n|.<=VSES5±E5. 

hvC 

Similmente  essendo  che  per  la  (9,  46  ) cosy^=2cos*  Id — 1, 
si  avrà 

^ 26c  ìbc 

_{a-\-b-\-c)  (b+c—a) 
ìbc  ’ 

donde  si  trae 

(2) 

* kbc 
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e dividendola  (1)  per  la  (2)  avremo 


tanl^= 


\/[a+c — b)  (g+i — c) 
^ (a+6+c)  (6+c — a)' 


E se  per  semplicità  si  ponga  e perciò  < 

a-^-c — — 26 — :■  2(f— 6)i  — c~  2(5“C^> 

2(f — a)  si  avrà 

senlÀ=\/i^~^)  cosl^=\M-^~^) 

^ Ve  ’ be 


*(*-«) 

* I 

e mercè  una  qualunque  di  queste  formole  si  potrà  con 
r uso  de'  logaritmi  calcolare  commodamente  1’  angolo 
Senza  nuovi  •calcoli,  ma  solo  cambiando  A,  in  B,  o in  C, 
e quindi  a in  6 o in  c , avremo  per  gli  altri  due  angoli 
B e C 

»„  ìfi=\/ES3,  cos 

^ ab  ' • ac 


Kn  ICrsV^SSj,  cos  1C=V 

tb  . 

,.„;c=VS353- 

* »(*—«) 

99.  Con  qualunque  delle  tre  linee  seno,  coseno,  fan-  ' 
gente,  si  calcoli  ciascuno  dei  tre  angoli , essi  verranno  de- 
terminati indipendentemente  l’un  dall’altro,  e però  si  può 
fare  uso  di  questa  soluzione,  quando  si  tratta  di  determi- 
nare un  solo  di  essi.  Ma  se  si  voglian  tutti  e tre  ad  un 
tempo  varrà  meglio  servirsi  della  seguente  ' 


# 
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Soluzione  2.*  Dividendo (*)  successi?amenie  l’espres- 
sione di  tanìA.  per  quella  di  tanìB  e di  taoàC.,  e ricordando- 
si che  in  generale'  tanx= , si  troverà 

" cotx 

coli  coli  C-=i- — ^col  \A, 

s — o »— o 

e queste  due  formole  unitamente  all’ altra 


tanì^=\/(*-*)(*-<^) 

*(* — a) 

daranno  la  soluzione  numerica  la  più  semplice,  quando  si 
tratta  di  voler  determinare  tutti  c tre  gli  angoli  nel  tem- 
po stesso. 

100.  Perchà  le  formole  relative  alla  soluzione  di  que- 
sto caso , e che  ora  abbiamo  esposte,  dessero  risultamciiti 
reali,- è necessario  c sufficiente  che  sia 

a>0,  s — c>0, 

ovvero 

ò+c>a,  a+c>ù, 

donde  si  deduce  il  seguente 

Teorema.  In  ogni  triangolo  rettilineo  la  somma  di 
due  lati  è maggiore,  e la  differenza  è minore  del  terzo. 

ARTICOLO  III. 

Formale  particolari  per  la  rmltaione  del  triangolo  rettangolo. 

101.  Le  formole  algebriche  trovate  nell'  articolo  I,  o 
le  numeriche  dell' articolo  precedente,  essendo  generali  per 
qualunque  si  voglia  triangolo,  avran  luogo  ancora  pel  trian- 
golo rettangolo,  e per  applicarle  a questo  caso  basterà  sup- 
porre uno  degli  angoli  eguale  a 90°.  Comunque  una  tale 
sostituzione  possa  farsi  in  ciascun,  caso  particolare,  pure  per- 

(“)  Atnanlo  — Opera  citata,  pag.  15. 
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cliè  le  formole  speciali  del  triangolo  rettangolo  sono  d'  un 
uso  frequente  nella  soluzione  delle  questioni  analitiche,  le 
andremo  esponendo  qui  appresso,  cavandole  dalle  formole 
generali  col  supporre  ^=90®.  Con  questa  ipotesi  e tenen- 
do presente  che  sen  90’=1,  cos90°=0,  si  dedurranno  dalle 
formole  generali  (t)  e (2)  del  n.°  75,  (6,78),  (5,77)  (8,79) 
le  seguenti  pel  triangolo  rettangolo 


(0 

.B.|-C=90“, 

(2) 

sen5=-^ , 

a 

senC=— , 

a 

(3)‘ 

cosjB=-  , 
a 

cosC=^ , 

a 

(*) 

tan.B=Ì  , 
c 

tanC=4 , 

ù 

(5) 

a'=6'+c' 

• (•) 

le  quali  corrispondono  ai  teoremi  seguenti 


(*)  Queste  medesime  formole  possono  dedursi  ancora  indipendente- 
mente da  quelle  relative  ai  triangoli  obbliquangoli,  come  da  taluni  si  è fat- 
to, ed  ecco  in  che  modo. 

Sia  kBC{fig.  9)  un  triangolo  rettanplo  in  A;  col  centro  C e con  un 
raggio  CM=I  descrivasi  l’arco  MD,  e quindi  ai  abbassi  la  perpendicolare 
IIP,  la  quale  rappresenterà  il  seno  dell’angolo  C.  Allora  per  l’ evidente  si- 
roigliaoza  dei  triangoli  ABC,  MFC,  si  ottiene  la  proporziona 

BC:BA;:CM:MP,  ovvero  a :c::l;sen  C, 

donde  si  trae 

(1)  seaC=^ , 

e similmente  operando  rispetto  all’angolo  B se  ne.  trarrà 

(1>)  sen5=-j; 

' > 
indi  osservando  che  5+ <7=90®,  e perciò  sen<7=cos£ , senB=cos<7,  que- 
ste due  ultime  formole  daranno  ancora 

(2)  coìB=j  (2')*cosC=i  ■ 
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Teorema.  I.  In  ogni  triangolo  rettangolo  la  somma 
de' due  angoli  obbliqui  è uguale  ad  un  angolo  retto. 

II.  Il  seno  d un  angolo  obbliquo  è uguale  al  cateto 

opposto  diviso  per  l' ipotenusa.  ' 

III.  Il  coseno  dun  angolo  obbliquo  è uguale  al  ca- 
teto adiacente  diviso  per  V ipotenusa. 

IV.  La  tangente  d’ un  angolo  obbliquo  è uguale  al 
cateto  opposto  diviso  per  V adiacente. 

V.  Il  quadrato  dell  ipotenusa  è uguale  alla  somma 
dei  quadrati  dei  cateti. 

102.  Dalle  forinole  precedenti  si  ottiene  subito  la  so- 
luzione numerica  d’ un  triangolo  rettangolo  , e prima  di 
tutto  si  osservi  che  ne'  triangoli  di  questa  natura  v’  ha  sem- 
pre un  elemento  cognito  ed  è appunto  1'  angolo  retto;  on- 
d'  t;  che,  se  nel  caso  generale  si  richiede  che  sien  dati  tre 
elementi  d'  un  triangolo  per  determinare  gli  altri  tre,  nel 
triangolo  rettangolo  basta  darne  solo  due,  tra  i quali  non 
vi  sia  r angolo  retto  però,  e uno  de’  quali  fosse  un  lato  ; 
e quest'  ultima  condizione  è richiesta,  perchè  non  si  cades- 
se nel  caso  d'indeterminazione  altre  volte  accennato  (n.°8). 
Dopo  di  ciò  i diversi  casi  che  possono  presentarsi  nella 
risoluzione  de' triangoli  rettangoli,  riduconsi  ai  seguenti. 

Dati  F ipotenusa  ed  un  angolo  obbliquo,  trova- 
re le  altre  parti  del  triangolo. 

Inoltre  la  (1)  e (2')  danoo  e^oseoC,  lr=aa>»C  e quindi  diridendo 
si  otticoe 


(3)  i=!!:=£=UuC; 

6 cose 

e parimente  si  troverebbe  per  mezzo  dello  (!')  e (2) 

(3')  |=tanff. 

In  Goe,  elevando  a quadrato  le  due  forroole  c=a  genC,b=acosC,  in- 
di addizionando,  e lenendo  presente  che  sen't7-i-cos*C=l,  si  deduce 

(k)  ' a'=b'+e'. 

Pertanto  le  Tormole  (1).  (2),  (3|  e [%)  sono  le  stesse  di  quelle  ottenute 
nel  testo  mercè  le  formole  generali. 


< 
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2. °  Dati  V ipotenusa  ed  un  cateto^  determinare  le  parti 
rimanenti. 

3. "  Dati  un  cateto  ed  un  angolo  obbliquo,  cercar 
le  altre  parti. 

i.°  Dati  i due  cateti,  tinvetùre  le  parti  che  riman- 
gono. ‘ 

103.  Caso  I.  Dati  t ipotenusa  ed  un  angolo  obbli- 
quo , trovare  le  altre  parti  del  triangolo  , cioè  f altro 
angolo  obbliquo,  ed  i cateti. 

Soluzione.  Si  chiami  a l'ipotcnusa,  e BV  angolo  ob* 
bliquo  dato;  si  dinotino  con  C l’altro  angolo  obbliquo, 
e perciò  con  bec  \ due  cateti,  eotterrassi  l’angolo  C mer- 
cè la  relazione  (1,101) 

(C)  C=W-B  ; 

e quindi  i due  cateti  in  virtù  delle  formole  (2,101),  che 
danno 

(b)  h=:a%eDB  (c)  c=asenC. 

104.  È chiaro  che  per  la  possibilità  della  soluzione 
di  questo  caso  , richiedesi  soltanto  che  l’angolo  obbliquo 
dato  fosse  minore  di  90°. 

105.  Caso  II.  Dati  C ipotenusa  ed  un  cateto,  deter- 
minare le  parti  rimanenti. 

Soluzione.  Sia  a I'  ipotenusa  e 4 il  cateto  dato;  e si 
dinotino  con  c 1'  altro  cateto  e con  B,  Ci  due  angoli  ob- 
bliqui  incogniti. 

Si  determinerà  l’altro  cateto  c,  e l'angolo  B,  in  virtù 
delle  relazioni  (5,101)  (2,101)  che  danno 

(c)  a*-^=V^ (a-f  6;  (a — 6);  (B)  seni?=-^  ; 

ed  infine  C,  per  mezzo  della  relazione 

C=z90>—B. 

106.  Perchè  c riesca  reale  è necessario  che  sia  n>5. 
Bippiù  il  doppio  segno  di  cui  può  essere  aflfetto  il  radi- 
cale, mostra  che  c può  aver  due  valori,  eguali  peraltro,,  e 
solo  di  segno  contrario.  Similmente  l’angolo  B venendo 
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delerminato  per  metzo  del  seno  è suscettivo  esso  pure  di 
due  valori,  e quindi  anche  C avrà  due  valori.  Ond’  è che, 
algebricamente  parlando , questo  caso  ammette  due  solu- 
zioni. Però  se  si  riflette  che  nella  risoluzione  numerica  dei 
triangoli  si  cerca  solo  il  valore  assoluto  degli  elementi,  al- 
lora la  soluzione  che  deriva  dal  valore  negativo  di  c dee 
essere  esclusa  ; e quindi  non  resta  che  una  sola  soluzione. 

107.  Caso  III.  Dati  un  cateto  ed  un  angolo  obbli- 
quo  , cercar  le  altre  parti. 

Soluzione.  Rappresenti  h il  cateto  , e ìB  1’  angolo  oh- 
bliquo  dati  ; e sieno  a l' ipotenusa , c 1'  altro  cateto  e C 
i’  altro  angolo  obbliquo  incogniti. 

Si  avrà  primamente  l' angolo  obbliquo  C dalla  relazione 

(C)  C=90”— .B; 

indi  si  calcolerà  l' ipotenzisa  , mercè  la  relazione  (2,  101) 
che  dà 


(«) 


fd  in  fine  l’altro  cateto  c può  aversi  in  virtù  della  rela- 
zione ( 4,101  ) 

(c)  c=b  tanC. 

108.  La  possibilità  della  risoluzione  di  questo  caso  ri- 
chiede che  sia  .B<90“. 

109.  Questo  caso  trova  la  sua  applicazione  nella  mi- 
sura delle  altezze  verticali  degli  edifizii.  Sia  in  fatti  AB 
(^fig.  14)  un  edifizio  di  cui  vuoisi  conoscere  l’altezza  ver- 
ticale AB:  supposto  il  suolo  orizzontale  nelle  vicinanze  di 
questo  edifizio,  prendasi  a partire  dal  piede  A una  distan- 
za AE  ad  arbitrio  ; si  collochi  in  E un  grafometro , e si 
misuri  l’ angolo  DCB  che  fa  coll’  orizzontale  CD  il  raggio 
visuale  BC,  diretto  al  vertice  dell’  edifizio.  Fatto  ciò  si  a- 
vrà  un  triangolo  rettangolo  in  D,  di  cui  conoscesi  un  ca- 
teto CD,  e l’angolo  obbliquo  BCD,  onde  in  virtù  del  ca- 
so in  questione  potrà  determitiarsi  I'  altro  cateto  BD , al 
quale  aggiunta  I’  altezza  AD  del  piede  del  grafometro  , si 
avrà  la  totale  altezza  verticale  AB. 


Digìtized  by  Google 


« 


TBIGOnORTRU  ItETTlLIHEA 

HO.  Caso  IV.  Dati  i due  cateti  rìnvenìre  le  parli 
che  rimangono. 

Soluzióne.  Dinotino  b e c ì due  cateti,  ed  a l' ipote- 
nusa; e rappresentino  B,  C i due  angoli  obbliqiii  incogniti. 

Si  calcolerà  da  prima  uno  degli  angoli  obbli([UÌ , B, 
per  esempio,  meixè  la  relazione  (4,  101  ) 

(B)  tanjB=-^  ; 

indi  si  avrà  1*  altro  angolo  obbliqiio 

(C)  C=90“-.«; 

ed  in  (lue  l' ipotenusa  si  determinerà  , dietro  la  relazione 
(2, 101 ) che  dà 

(*•)  n= 

HI.  Osservando  che  la  tangente  , considerata  positi^ 
vamente  , può  aver  tutti  i valori  possibili  compresi  tra  o 
e OD,  cosi  nella  formola  (B)  i due  elementi  b e c possono 
essere  qualunque,  e perciò  la  soluzione  di  questo  caso  sa- 
rà sempre  possibile. 

ARTICOLO  IV. 

( 

Espremoni  diveru  deff  area  del  triangolo  , del  parallelogrammo 
e del  poligono  regolare. 

^ ,112.  Sia  CAB  oppure  CAB"'  (,/fg.  10)  un  triangolo 
dal  cui  vertice  C si  abbassi  sulla  base  la  perpendicolare 
CD  , la  quale  cadrà  dentro  la  base  AB  nel  primo , che  è 
acutangolo  , e fuori  la  base  AB'*  nel  secondo  triangolo  , 
il  quale  è ottusangolo  : chiamando  S 1*  area  del  triangolo 
avremo,  secondo  un  teorema  di  Geometria 

• iMHua  alcteil  I i i nùmiut’  .ir  vTr 

5=5  f ABxCD  pel  triangolo  ABC,  ed 
W to  t d > aB'"xCD  pel  Uiangoio  AB'"C."^ 

IH'  ‘'tviirl  :.l 

Ma  , essendo  CAD  un  triangolo  rettangolo  in  D,  avre- 
mo secondo  la  formola  (2, 101)  CD=;CAsenCAB,  e poiché 
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CAB=I80°— CAB"',  quest’  ultima  eguaglianta  diviene  CD= 
CAsenCAB'".  Pertanto  sostituendo  il  primo  valoPe  di  CD  nel- 
la prima  delle  (S),  e quest’  ultimo  nella  seconda  avremo. 

A'=  ’ AB  X CAsenCAB,  S=  i AB'*  x ACsenCAB*", 

vale  a dire  che  sia  il  triangolo  acutangolo  o ottusangolo, 
avremo  sempre  il  seguente 

. Teorema.  La  superficie  et  un  triangolo  rettilineo  è 
uguale  alla  metà  del  prodotto  di  due  lati  pel  seno  del- 
[ angolo  che  comprendono. 

Laonde  dinotando  al  solito  con  a,  b,  c i lati  e con 
y/,  B,  C gli  angoli  rispettivamente  opposti  d'  un  triango- 
lo avremo  la  formola 


(1) 


ty=JaAsenC. 


113.  Essendo  (2,70)  1 = 


ascoB 

seoy/ 


osenB 

sen(fi-j-C) 


, e senC= 


sen(J-\-S),  la  ( 1 , n.®  prec.  ) potrà  prendere  ancora  le  for- 
me seguenti 


(2) 


a"  senBsenC 
2 'seB(^+C)’ 


o*  senBsen{A  + B) 

V.  ; » 


per  mezzo  delle  quali  si  può  calcolare  1’  area  di  un  trian- 
golo , conoscendone  un  lato  e due  angoli. 

Inoltre,  poiché  sen  C=2sen  ; Ccosi  C,  le  formole  (C, 
C',81  ) riducono  quest’  espressione  all’  altra 


senC=2  V<-‘^){s-a){s-c) 
ab 

e quindi  sostituendo  questo  valore  di  sen  C nella  (1,112) 
essa  diverrà 


(4)  .S=V  — a)  {s — b)  {s — c). 

Questa  elegante  formola,  e commoda  pel  calcolo  numeri- 
co, ci  fa  conoscere  la  superficie  d'  un  triangolo,  conoscen- 
done tutti  e tre  i lati  ; ricordandosi  pertanto  che  s dino- 
ta la  semisomma  de’ medesimi  iati. 

114.  Dalle  precedenti  formole  generali  possono  de- 
dursi quelle  relative  a qualche  particolare  specie  di  trian- 
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mio;  non  che  quelle  relative  al  parallelogrammo  ed  al  po- 
iigooo  regolare.  Goù  : 

l.°  ^ il  triangolo  è equilatero,  essendo  a=6=c,  la 
(4)  si  riduce  in  questo  caso  ad 


(5) 


S—\arVZ. 


2.*  Se  il  triangolo  h isoscele,  in  modo  che  CB'=BC 
e sia  A=BC,  c=B'C;  allora  sarà  AB=jBB'=ìa,  e in 

AB  . 

virtù  del  triangolo  rettangolo  ACB  , BC=^|^  , ossia , 

osservando  che  per  essere  B'C=c,  l’angolo  opposto  ABG=C, 
sarù  0=5" — — , a=3Jb  cosC.  Sostituendo  dunque  queste  e- 
spre.ssioni  di  A e di  <t  nella  (1 ,1 12)  essa  diverrà 


(6) 


S—-~  tanC, 

4 


*• 


(7)  ^=-sen2C, 


le  quali  due  formole  , osservando  che  l’iuigolo  C è com- 
plemento deir  angolo  ACB==|y^ , potranno  scriversi  anche 
così 


(8) 


i* 


cot  J yi,  (9)  sen^, 


Nella  medesima  ipotesi  del  triangolo  isoscele  la  (4)  ridu- 
cesi  ad  < 


,(10) 


^ ,S=>fV^(2A+a)(2A-^). 


La  (6)  dà  la  superficie  del  triangolo  isoscele,  quando  se 
ne  conosce  la  base  e P angolo  adiacente  ; la  (7)  quan- 
do si  conosce  uno  dei  lati  eguali  e P angolo  alla  base; 
la  (8)  quando  si  conosce  la  base  e t angolo  al  vertice  ; 
la  (9)  quando  si  conosce  uno  dei  lati  eguali  e V angolo 
al  veiticex  finalmente  la  (10)  quando  si  conoscono  ia  Aa- 
se  ed  imo  dei  lati  eguali. 

3.°  Dinotando  con  p la  perpendicolare  AG,  sarà  AB= 
AC  • 

AG  tani  BGA,  BC=  > ossia,  osservando  che  per  esse- 

re B'B=n,  r angolo  BCB'=,//,  sarà  la=p  lai\iyl,b= — , e 
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quindi  in  virlìi  di  questi  valori  le  (8)  e (9),  tenendo  pre- 
sente che  seny^=2senì^cosìy^ , si  muteranno  in 


(11)  S=iap,  (12)  S=bpseni^i. 

115.  Dalla  formola  (1,112)  relativa  al  triangolo,  ot- 
tiensi  subito  quella  relativa  al  parallelogrammo,  osservando 
che  questo  è doppio  di  quello,  quando  abbiamo  eguali  basi 
ed  altezze,  ovvero  quando  abbiamo  un  angolo  e i due  lati 
che  lo  compongono  rispettivamente  eguali.  Quindi  se  di- 
notiamo con  a e b due  lati  adiacenti  d’  un  parallelogram- 
mo, con  C r angolo  compreso,  e con  S la  superfìcie,  avre- 
mo dalla  (1,112) 

(13)  • S=absenC. 

116.  Finalmente  sia  16)  un  poligono  re- 

golare, e sia  O il  centro;  cungiungendo  questo  punto  coi 
vertici , scomporremo  il  poligono  in  tanti  triangoli  isosce- 
li tutti  eguali,  aventi  ciascuno  per  base  un  lato  deb  poli- 
gono, e per  altezza  il  raggio  del  circolo  inscritto,  per  quan- 
ti sono  i lati.  Quindi,  dinotando  con  n il  numero  de'  lati, 
con  a la  lunghezza  di  ciascuno , con  r ed  r'  i raggi  dei 
cerchi  inscritti  e circoscritti  , con  C 1’  angolo  al  centro, 
e finalmente  con  s la  superfìcie  del  poligono , si  troverà 
in  virtù  delle  formole  (8),  (9),  (H)>  * (12)  n.°  114,  sosti- 
tuendovi C,  r'  ed  r in  luogo  di  b,  e p. 


2 =.^cotJC,2=:'-^senC,  2=-^  ar  , "X^nri'  senìC  e poi- 

A A A 

che  (*)  C z=.^  ^ si  avrà  finalmente 
' n 

^ .180"  /.-N  ^ «»•'’  300* 

(14)  2=-^cot_,  (1d)  2=— sen— . 


nr'* 


(16) 


180^ 

(17/)  2=nrr'sen . 

' « 


i*J  Leó'onJrc  — Geometria  -,  prop.  2,  lib.  4. 
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, CAPO  QUIJiTO 

TRIGONOMETRIA  SFERICA 

ARTICOLO  I. 

Teoremi  fondamentali,  e formale  analitiche  che  te  ne  deducono. 

in.  L’  analisi  istituita  al  n.  68  , affine  di  conoscere  il 
numero  de'  casi  che  poteva  presentare  la  risoluzione  d' un 
triangolo  rettilineo  , si  applica  allo  stesso  modo  ai  triangoli 
sierici.  Convien  però  riflettere , che  , trattandosi  di  que- 
sti ultimi  triangoli  , non  è da  escludersi  il  caso  , in  cui 
ne  fossero  dati  tutti  tre  gli  angoli;  poiché,  come  altrove 
si  è fatto  avvertire  , (8)  questo  caso  è possibile  ad  aver 
luogo  nei  triaugoli  sferici  : nè  pure  i casi  2.°  e 3.**  ( n.*  73  ) 
possono  ridursi  ad  un  solo  , come  avveniva  pe'  triangoli 
rettilinei  ; imperocché  una  tale  riduzione  derivava  dall'  es- 
ser costante  la  somma  dei  tre  angoli  del  triangolo  rettili- 
neo, e ciò  non  ha  egualmente  luogo  pel  triangolo  sferico, 
potendo  la  somma  dei  suoi  tre  angoli  variar  tra  i limiti  2 
retti  e 6 retti  (*).  Pertanto  i casi  distinti  che  può  presentar 
la  risoluzione  d' un  triangolo  sferico  riduconsi  ai  seguenti  : 

I.  Dati  i tre  lati, 

li.  Dati  due  lati  e 1'  angolo  compreso, 

III.  Dati  due  angoli  e il  iato  compreso, 

IV.  Dati  due  lati  ed  un  angolo  opposto 

ad  uno  di  essi, 

V.  Dati  due  angoli  ed  un  lato  opposto 
* ad  uno  di  essi, 

VI.  Dati  i tre  angoli, 

Per  la  risoluzione  del  primo  caso  ricliiedesi  una  re- 
liizione  frà  i tre  lati  ed  un  angolo  con  le  sue  analoghe. 

Pel  secondo  caso  si  richiede  una  relazione  come  la 
precedente,  ed  un’ altra  (con  la  sua  analoga  )yrn  due  lati 
e due  angoli  uno  opposto  e 1’  altro  adiacente. 

(*)  Legeodre  — Geometria  ; pag.  19 , lib.  7. 


trovare  le  rima  • 
nenti  parti. 
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Pel  terzo  caso  sono  necessarie  parimenti  due  relazio- 
ni come  quest'  ultima,  ed  un’altra  fra  tre  angoli  ed  un 
lato. 

Pel  quarto  caso  sono  necessarie  una  relazione,  come 
quella  del  primo  caso;  un’altra  jra  due  lati  e due  an- 
goli opposti  ; ed  una  terza  come  la  seconda  del  caso  se- 
condo. 

Pel  quinto  caso  occorrono  una  relazione  Jra  due  lati 
e due  angoli  opposti  ; una  seconda  come  1’  ultima  del  ca- 
so precedente  ; e un’  altra  fra  tre  angoli  ed  un  lato. 

Pel  sesto  caso  finalmente  richiedesi  una  relazione  co- 
me quest' ultima,  con  le  sue  analoghe. 

Sicché  le  relazioni  distinte  riduconsi  alle  quattro  se- 
guenti ; 

. 1 .*  fra  tre  lati  ed  un  angolo  ; 

2. *  f a due  lati  e due  angoli  rispettivamente  opposti\ 

3. *  fra  due  lati  e due  angoli,  V uno  opposto  e P al- 
tro adiacente  ; 

4. *  fra  tre  angoli  ed  un  lato. 

118.  Premesso  ciò  passeremo  a cercare  si  fatte  relazioni. 

Sia  ABC  (Jìg.  17  ) un  triangolo  sferico  qualunque,  e 
O il  centro  della  sfera  : si  menino  i raggi  OA,  OB,  OC,  e 
le  corde  AB,  AC,  BC;  indi  per  un  punto  qualunque  D si- 
tuato sul  raggio  OA,  si  meni  un  piano  perpendicolare  ad 
OA;  quésto  piano  taglierà  i due  piani  OAB,  OAC  secon- 
do due  rette  D£,  DF,  perpendicolari  ad  OA,  l’ angolo  delle 
quali  è quello  di  questi  piani , ed  é uguale  all'  angolo  BAC 
del  triangolo  sferico  (*V  Inoltre  poiché  0.4=0B=0C,  cia- 
scuno dei  triangoli  AOB,AOC*é  isoscele,  quindi  ciascuno 
degli  angoli  OAB,  OAC  è acuto  , e perciò  le  intersezioni 
DE,  DF  dovranno,  in  tutti  i casi  incontrar  le  corde  AB,  .AC 
ne’  punti  £ ed  F , nel  senso  indicato  dall’  attuale  figura. 
Congiungasi  finalmente  la  EF. 

Posto  ciò,  si  dinotino,  al  solito,  con  A,B,C  gli  an- 
goli e con  a,  b,  c i lati  rispettivamente  opposti  del  datcv 
triangolo  ; e sarà  in  primo  luogo  (n.°15) 

BC=2senla,AC=2seni4,AB=2sen»e. 

(*)  Legeodre—  Geointtria',  pr.  8,  lib.  7. 
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Or  dal  triangolo  rettilineo  BAC  si  deduce  ( teor.  2.®  8^  ) 

BC=AC*4.AB^2AC  . ABcosBAC, 

dunque  , in  virtù  delle  precedenti  relazioni  si  avri , divi- 
^idendo  per  2 

2sen*  { a =2sen*  » A + 2 sen"  { c — 4 sen  | A seb  i c cos  BAC , 
oppure,  osservando  che  in  generale  2sen*ix=l — cosar,  sarà 
1 — coso=l — cosA+l— cose — 4scn5Asen5ecosBAC,  e ridu- 
cendo verrà 

(a)  costì=cosA-f-cose4-4seniAsen^cosBAC — 1. 

Inoltre  i triangoli  £AF,  £DF  danno,  come  più  sopra, 

EF=ÉA+;ÀF— 2£A . AFcosBAC, 


£F=ED-|-DF— 2£D  .DFcosEDF; 

[uindi  sottraendo  queste  due  eguaglianze  , ed  osseryan- 
lo  che  in  virtù  de’  triangoli  rettangoli  EAD , FAO  si  ha 


£A— £U=AD,AF— DF=AD,  e che  cosEDF=cosy^,  si  troverà 


(b) 


cosBAC= 


AD* 

EA.AF 


ED . DF 
^EA.  AF 


COSÀ-, 


ma  anche  in  virtù  de*  triangoli  rettangoli  £AD,  DFA,  ed 
osservando  di  ppiù  che  per  essere  isosceli  i triangoli  AOB, 
AOC,  1’  angolo  £40=90“— sAOBsSO'»- ìc,  FAD=90*  — 
1AOC=90“— |A,  si  ha 

^=cosDAE=senJc,  ^=cosFAD=senìA, 

KA  AF 

^=senDA£=cos^,^=scnFAD=cosìA, 


dunque  sostituendo  nella  (b)  si  avrà 

cosBAC=sen^seoxo{-cosìAcosì<rcos/^  ; 
e sostituendo  questo  valore  nella  (a)  emergerà 


cosa=cosA-fcosc-f-4sen*^sen*|c 

+4senìAcosìAsenìcrcoslccosy^  — 1, 
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e perciò  osservando  come  sopra,  che  in  generale  2sen*^  = 
1 — cosj:,  e 2senixcos|x=senx,  falle  le  dovute  riduzioni,  si 
troverà  finalmente 

(a)  cosd=cos6cosc’-f-sen^scnccosy#, 

oppure 

- cosa — cosicose 

COS/izZZ  ; . 

senoseac 


Questa  formola  dà  la  prima  relazione  richiesta  fra  tre 
lati  ed  un  angolo.  Essa  è la  fondamentale  della  Trigono- 
metria sferica,  e la  dimostrazione  ora  esposta  è dovuta  al 
signor  ViMGENT  (*);  e comunque  questa  dimostrazione,  a 
fronte  di  quella  semplicissima  datane  dal  de  Gua,  sia  più 
complicata , non  richiede  però  che  la  sua  generalità  fosse 
messa  in  evidenza , considerando  diversi  casi  particolari  , 
come  ha  fatto  il  fu  Professore  Amante  (**).  Cambiando 
al  solilo  nella  formola  (A),  a in  6 o in  c,  e similmente  A 
ia  B o C,  si  troveranno  due  formule  analoghe  alla  prece- 
dente , le  quali  insieme  costituiscono  il  seguente  sistema 


<i) 


cosA= 


cosa — cosicosc . 


cosB=^ 


senàscDc 
cosà — cosa  cose 


COSC; 


senasenc 
cose — cosacosA 


seoosenA 


119.  Mercè  questo  primo  sistema  di  formole  si  po- 
tranno ricavare  le  altre  relazioni  che  ci  siam  proposti  di 
ottenere.  In  effetti , elevando  a quadrato  la  prima  , e so- 
stituendo a cos*^  il  suo  valore  1 — sen’A,  e riducendo  si 
troverà 

sea*A — cos*a — cos*AcosV-f-2cosacosAcosc 

sea’Aseo‘c 


e se  nel  numeratore  si  ponga  in  luogo  di  sen*^sen*c  il  suo 

(*]  NoutelUs  annoiti  de  maihèmatigue;  voi.  l.°pag.  33. 

Amante  — Opera  diala,  pag.  25. 
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valore  1— cos’6 — cos’tf-f-cos*icos*c  (21,38)^  e si  dividano  am- 
bi i membri  per  seh’rz,  si  troverà 


sea'À  1 — cos'o;— cos*6— cos*o-f-2cosacosAcosc 
sen’a  seii*asea*^sen*c 


ì 


Or  si  osservi  che  la  frazione  del  secondo  membro  è 
simmetrica  rispetto  alle  lettere  a,  b,  c,  e quindi  rimarrà  la 
stessa,  qualunque  permutazione  tra  queste  lettere  si  faccia, 
purché  si  faccia  la  corrispondente  permutazione  tra  gli  an- 
goli B,  C nel  primo  membro  della  precedente  equazio- 
ne ; quindi  chiamando  M il  valore  della  detta  frazione  a- 
vrassi 

sen*^  sen*^  sen'C  ,, 

I ~ — m « 

sen’a  sen*6  sen*  c 


e perciò 
(2) 


sen/1  . senfi  seuii  senfi  senfi  senfi 
sena  senò’  sena  sene’  sen  6 sene 


Ciascuna  di  queste  tre  equazioni,  le  quali  in  sostan- 
za non  sono  che  due  , essendo  la  terza  una  conseguenza 
delle  prime,  dà  luogo  al  seguente 

Tkorema.  In  ogni  triangolo  sferico  i seni  de*  lati 
slan  tra  loro  come  i seni  degli  angoli  rispettivamente 
opposti-,  analogo  a quello  de’ triangoli  rettilinei  (n.“75). 

Abbiamo  così  in  una  qualunque  di  esse  stabilita  la 
seconda  relazione  fra  due  lati  e due  angoli  ad  essi  opposti. 

120.  Per  avere  ora  la  relazione  3“,  fra  due  lati,  cioè, 
e due  angoli  1’  uno  opposto  e 1’  altro  adiacente,  egli  è chia- 
ro che  basterà,  fra  due  qualunque  delle  (1,119),  eliminare 
uno  dei  lati.  Così  eliminando  cosò  tra  la  seconda  e la  ter- 
za , verrà 

cosBsena  sene  cosa-j-cos*a  cose=cose — sena  sené  cosC, 

ovvero,  sostituendo  a cos*<z  il  suo  valore  1 — sen*a,  riducen- 
do e dividendo  per  sena,  si  troverà 


ma 


cosasene  cos<z=:cosc  sen  a — seni  cosC, 

ciicsen 
seti  fi 


a (n.°  prcc.)  senZ>— — , dunque  sostituendo  e divi- 
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dendo  per  sene,  avremo 

co&9cosa=cotcsen<i — cotC^seoJ?. 

Questa  formola,  come  vedesi  dii,  come  si  chiedeva,  la 
terza  relazione.  Eliminando  invece  cosa  dalle  stesse  due 
equazioni,  oppure  eliminando  successivamente  cosa,  e cosb 
dalla  prima  e seconda,  o cos  a e cos  & dalla  prima  e ter* 
za  delie  (1);  o più  semplicemente  permutando,  al  solito,  le 
lettere  a,  b,  c,  H,  C otterransi  altre  cinque  formolo  ana- 
loghe alla  precedente  , e che  insieme  costituiscono  il  se- 
guente sistema 

cosB  cosa=cotc  sena — coiC  stnB, 
cosC  cosa=cotb  sena — cot^  senC, 
cosB  cosc=cota  sene— cot>^  sen^, 
cos^  cosc=u:ol6  sene— cot^  sen^, 
cosjé  cosb=xotc  senb — cotC  sen^^, 
cosC  cosb=cota  senb  —Kot^  senC, 

121.  Rimane  da  ultimo  a trovare  la  quarta  delle  re- 
lazioni enunziate,  cioè  quella  fra  tre  angoli  ed  un  lato.  E 
perciò  è chiaro  che  converrà  fra  due  di  queste  ultime  e- 
quazioni,  e propriamente  fra  quelle  che  insieme  conten- 
gono i tre  angoli  e due  lati , eliminare  uno  di  questi  lati. 
Or  per  far  l'accennata  eliminazione  , nella  prima  e terza 
di  queste  ultime  formolo , si  sostituiscano  alle  cotangenti 
le  loro  espressioni  equivalenti  io  seni  e coseni  ; avremo 
COSI  le  altre  due  equazioni 

„ ^ cose  sena  senC  _ _ 

coso  cosa  sent/= coso  seoB 

sene 

„ . cosa  sene  scnd  . „ 

cosB  cose  sen.rf =• — cos.a  sen^: 

sena 

le  quali,  per  essere  (n.°  119) 

sena  senC  . sene  sen.4  „ 

= sen>v, =senC, 

sene  sena 

si  cambiano  nelle  altre 

cosB  cosa  senC=cose  sen^ — cosC  senB, 
cobB  cose  sen^— cosa  seuC— cos^  senil; 
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dalle  quali  si  potrà  ora  facilmente  eliminare  uno  de’  lati. 
Così  si  eliminerà  c , moltiplicando  la  prima  per  cosB , e 
quindi  addizionandole,  con  che  si  avrà 

cos*B  cosa  senC=cosa  senC—cosC  seaB  cosB — cos^  seaB , 

ovvero,  sostituendo  a cos‘B  il  suo  valore  t— sen*^,  e ri- 
ducendo  si  avrà  la  relazione  richiesta 


cos>^-I-cosJ5  cosC 
seaBseaC 

Cambiando  in  essa  ^ in  ed  a in  ò;  oppure  ^ in 
C ed  a in  c otterransi  altre  due  formole,  che  insieme  al- 
la (a)  costituiscono  il  quarto  ed  ultimo  sistema  di  formo- 
le richiesto,  cioè 


(*) 


cosd4-cos5  cosC 

COSO=: , 

scafi  seno 

, cosfi-4-cosil  cosC 

r*"  ■ ' f 

seniisenC 
cosC  4- cos  cosB 

C0SC= 5 . 

sea4  scafi 


> 


122.  Trovati  questi  quattro  sistemi  di  formole,  pos- 
siamo chiarainente  vedere  come  essi  soli  sieno  sufficienti 
a risolvere  il  triangolo  sferico  in  qualunque  caso.  In  effet- 
ti, riflettendo  «he  per  ottenere  le  formok:  relative  a cia- 
scun caso  particolare  che  si  considera,  basta  sceglier  quel- 
le che  contengono  ognuna , insieme  ai  tre  elementi  dati , 
anche  l’ incognito  ; allora  scorgesi  che 

son  dati  i tre  lati  a,  b,  c,  si  avranno  gli  an- 
goli ^,B,  C,  mercè  le  formole  (1,118),  cioè 


(A) 


. coso — cosi  COSC  _ cosi — cosa  cose 

C0&/I  -I  ■ ' , ^ 

seo6  sene  ^ ' . sena  sene 


(C)  cosC=- 


cose — coso  cosi 
sena  seni 


2.®  Essendo  dati  i tre  angoli  A,  B,  C,  si  otterranno 
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i lati  a,  6,cper  mezzo  delle  formole  (4,121),  cioè 

/ , co*i44-cosB  cosC  , cosS-t-cosA  cos£7 

cosa=— » (•>)  <^0^^=  - 


seni  seoC 


(c) 


cose 


cosC-|-cosA  cosB 

seoA  sentì 


3.°  I?aei  due  lati  a,  e h,  e V angolo  compreso  C,  si 
troverà  il  terzo  lato  c per  mezzo  della  terza  delle  formole  > 
(1,118),  la  quale  dà 

(c)  cos<7=:cosa  cosi+sena  seni  cosC; 

e quindi  gli  altri  due  angoli  À e B s\  otterranno  in  vir- 
tù della  sesta  e seconda  delle  (3,120),  che  danno 


(A) 

co\A= 

(B) 

C0t5= 

coto  senJ — cosCcosà 
senC  ’ 

colà  sena—  cosC  co^a 
senC 


4.®  Dati  due  angoli  A e B,  c il  lato  compivso  c, 
si  troverà  l’altro  angolo  C,  mercè  la  terza  delle  (4,121), 
che  dà 

(C)  cosC=sea^  senB  cose— cos^  cosB; 

e quindi  gli  altri  due  lati  a e si  avranno  dalla  terza  e 
quarta  delle  (3,120),  che  danno 


, . cotA senB-4-cosecosB  ...  cotBscnA+cosccosA 

(a)  cola= — -i- , (b)  col6= — 


sene 


sene 


5.®  Dati  due  lati  a e h , e l'  angolo  A opposto  al 
primo,  si  troverà  il  terzo  lato  c adoperando  la  formola  pri- 
ma del  sistema  (1,118),  cioè 


(A) 


CQSJ=Z 


COSO— cosà  COSC 

senà  sene  ’ 
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r angolo  B può  aversi  dalla  prima  delle  formolo  (2,119), 
cioè 

„ seni  senA 

(B)  seno= ; 

' ' sena 

ed  infine  1*  altro  angolo  C si  otterrà  dall'  ultima  delie  (3,120) 
cioè 

(C)  cosC  cosZi=cota  seni— coL^  senC. 


6.°  Finalmente,  dati  due  angoli  A e B,  e il  lato  a op- 
posto al  primo,  si  troverà  l' altro  angolo  C mercè  la  pri- 
ma delle  (4,121),  cioè 

cosA-f-cosB  eosC 
senff  senC  ’ 


il  lato  b si  avrà  dalla  prima  formola  (2) 

„ /> 
seno  sena 

senA  ’ 

ed  infine  1’  altro  lato  c si  avrà  dalla  terza  delle  (3,  120), 

cioè 

(c)  cos5  cosc=cota  sene— cot/f  sen5. 


(h) 


seni 


123.  Si  pnò  ora  affermare  che  le  formole  distinte  del- 
la Trigonometria  sferica  sieno  le  sole  quattro 

seni/  senB  . cosa — cosà  cose 

' ' i»  COSa2 ■ i - ■ ' ' , — ■ ■ ' ■ ‘ '■  • 

sena  secò  seno  sene 


j .r,  j cosA+cos  BcosC 

cosi#  cosc=coti  sene — cof.B  sen//,  cosa= — , 

senB  seno 


essendo  che  tutte  le  altre  registrate  nei  sistemi  (1,118), 
(2,119),  (3,120)  e (4,121)  son  queste  medesime,  in  cui 
però  le  lettere  a,  i,  c.  A,  B,  C à trovano  permutale  se- 
condo una  legge  costante.  Anzi  se  si  rifiette  che  la  terza 
delle  precedenti  formole  può  assumere  ancora  la  forma  se- 
guente, cioè 

. _ colà  sene — cosA  cose 
colO= 3 , 
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si  possono  le  dette  quattro  forinole  della  Trigonometria 
sferica  tradurre  in  linguaggio  ordinario,  coi  teoremi  seguenti: 

Teorema  I.  Jn  ogni  triangolo  sferico , i seni  dei  lati 
stanno  tra  loro  come  i seni  ^gli  angoli  rispettivamente 
opposti. 

Teorema  U.  In  ogni  triangolo  sferico^  il  coseno  di 
un  angolo  è uguale  al  coseno  del  lato  opposto,  meno  il 
prodotto  de'  coseni  degli  altri  due  lati , diviso  il  tutto 
pel  prodotto  de*  seni  di  questi  ultimi. 

Teorema  III.  Jn  ogni  triangolo  sjèrico,  il  coseno  di 
un  lato  è uguale  al  coseno  dell'  angolo  opposto , piu  il 
prodotto  de'  coseni  degli  altri  due  angoli,  il  tutto  diviso 
pel  prodotto  de'  seni  di  questi  ultimi. 

Teorema  IV.  In  ogni  triangolo  tferico,  la  cotangen- 
te éP  un  angolo  è uguale  al  prodotto  della  cotangente 
del  lato  opposto  pel  seno  del  lato  adiacente  , meno  il 
prodotto  del  coseno  di  quest  ultimo  lato  pel  coseno  del- 
V ahf  angolo  ad  esso  adiacente,  il  tutto  diviso  pel  seno 
di  quest  ^timo  angolo. 

124.  Paragonando  attentamente  il  caso  primo  col  se- 
condo , il  terso  col  quarto , ed  il  quinto  col  sesto  , vi  si 
scorge  chiaramente  una  spiccata  analogia  non  solo  negli  e- 
nunziati,  sibbene  ancora  nelle  formole,  che  conducono  alla 
loro  soluzione.  La  ragione  di  questo  fatto  sta  nella  nota 
proprietà  dei  triangoli  polari,  la  quale  consiste  in  questo 
cioè  che  dinotando  con  a,b,c  i lati,  con  A,  B,C,  gli  an- 
goli di  un  triangolo  sferico  ; e con  a',  b*,  c'  i lati,  con  A', 
B*,  C gli  angoli  del  triangolo  polare  si  ha  (*) 

f.  i tt'=I80*— b'-m°—B,  c'=180»— 

^ ^ t A'z=zm°—a,  B'=m°—b,  C'=180“— c. 

Or  nel  caso  secondo,  essendo  dati  i tre  angoli  A,  B,  C 
saran  parimenti  noti,  mercè  le  prime  tre  relazioni  (m),  i 
lati  a',  b',  c'  del  triangolo  polare  ; e perciò,  seguendo  il 
caso  primo  potransi  determinare  i tre  angoli  A',  B',  C di 
questo  medesimo  triangolo  ; e quindi  facendo  uso  delle  se- 
conde tre  relazioni  (m)  ne  trarremo  i lati  a',  b',  c'  del 
triangolo  proposto. 

(’)  Legendre  — Geometria  ; prop.  10,  lib.  7. 
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Nel  caso  quarto  essendo  dati  due  angoli  A t B 
il  lato  c tra  essi  compreso,  saran  pure,  mercè  le  due  pri- 
me relazioni  (m),  e mercè  1’  ultima,  noti  i lati  a',  b'  del 
triangolo  polare , e 1'  angolo  O tra  essi  compreso  ; onde, 
seguendo  la  soluzione  del  caso  terzo  potremo  determinare 
il  terzo  lato  c'  e gli  altri  due  angoli  A',  B'  di  quest*  ul- 
timo ; e conseguentemente,  coll’  ajulo  della  formola  quar- 
ta, quinta  e terza  delle  (m)  potremo  dedurre  i valori  del 
terzo  angolo  C e degli  altri  due  lati  a e 6 del  triangolo 
proposto. 

Finalmente  nel  caso  sesto,  essendo  dati  due  angoli  A 
e ^ ed  il  lato  a opposto  al  primo,  mercè  la  prima  , se- 
conda e quarta  delle  (m)  otterremo  i due  lati  a',  b>  del 
triangolo  polare  e 1*  angolo  A'  opposto  al  primo  de*  detti 
lati;  si  che,  seguendo  la  soluzione  del  caso  quinto,  potre- 
mo determinare  gli  altri  elementi  c',  B\  C\  di  quest’  ul- 
timo triangolo,  ed  in  seguito  mercè  la  terza,  quinta  e se- 
sta delle  (m)  otterremo  gli  altri  tre  elementi  incogniti  (7, 
6,  c del  triangolo  proposto. 

Pertanto  in  fatto  di  soluzione  di  triangoli  sferici,  ba- 
sta conoscere  la  soluzione  dei  tre  soli  primi  casi,,  per  sa- 
pere ad  un  tempo  risolvere  ancora  gli  altri  tre. 

D*  altronde,  appunto  per  le  relazioni  (m)  si  può  ve- 
dere chiaramente  come  le  formole  del  caso  1°  dian  quel- 
le del  secondo  , e così  pure  quelle  del  terzo  dien  quelle 
del  quarto  , e finalmente  quelle  del  quinto  dieno  quelle 
del  sesto.  E per  fermo,  occupandoci  del  solo  primo  di  que- 
sti sistemi,  dinoteremo  con  A^  B,  C gli  angoli  del  trian- 
golo, supposti  dati,  come  nel  caso  2°,  e con  a,  b,  c i lati 
incogniti:  allora,  chiamando  a',  b',  c'  i lati  del  triangolo 
polare,  ed  A'  B',  C gli  angoli , questi  verrebbero  deter- 
minati, colle  formole  del  primo  caso,  cioè 


cosA'= 


coso'— cosò'cosc' 


cosj5'= 


cosi'— cosa 'cose' 


bcdì'scoc'  sena'senc' 

cose' — coso 'cosi* 


cosC'=- 


seno'seni' 


essendo  a'=m^—A,  è'=180'’— JB,  c'=180"-C,  ed  A,  B, 
C gli  angoli  dati  del  proposto  triangolo  ; e quindi , osser- 
vando che  y^'=180® — a,  ^=180° — b,  <7'=180“ — c,  es- 
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sendo  a,  b,  c i lati  incogniti  del  triangolo  proposto  , e 
che  in  generale  cosx=— cos  ( 180'* — x),  le  formolo  prece- 
denti diverranno 


cosa 


coSi44-cosBcos(7  , cos^-4-cosj4cosC 

= , coso= , 

sunAseoC'  soiriseaC 


cose 


cosC-|-cos.4cos£ 
sen^senf  ’ 


le  quali  sono  appunto  quelle  del  caso  secondo.  Ad  un  mo- 
do simile  si  trasfurmerebbero  le  formolo  del  caso  terzo  in 
quelle  del  quarto,  e quelle  del  quinto  in  quelle  del  sesto. 


ARTICOLO  II. 

Riduzioni  delle  formale  precedenti  al  caso  dei  triangoli 
sferici  rettangoli. 


123.  È facile  operare  una  tale  riduzione,  osservando 
che  per  essere  retto  uno  degli  angoli  del  triangolo  rettan- 
golo, e supponendo  che  fosse  appunto  l’  angolo  , si  ha 
sen./^=sen90°=l,cos..^=cos90‘’=0,  cot//=cot90*=0 ; onde, 
facendo  queste  sostituzioni  nelle  formole  innanzi  trovate  , 
che  valgono  per  qualunque  fosse  il  valore  dei  lati  e degli 
angoli,  si  avranno  le  formole  richieste.  Così  la  prima  del- 
le formole  (1,118)  e la  prima  delle  (4,121)  danno 

(I)  coso=cosA  cosc=cotB  cotC; 


la  prima  e seconda  delle  (2,119)  daranno 


(2) 

la 


sen&  sene 
senn— — — 

senB  seno 

terza  e sesta  delle  (3,120)  daranno 


(3)  cotn=cotc  cosi?=cot6  cosC; 

la  quarta  e quinta  delle  stesse  formole  (3,120)  daranno 

cote  tane 


.(4) 


cotR  tani 


senc=  — -= 


coti  tanf 


sen6=— = 


cote  tanC’ 


finalmente  la  seconda  e terza  delle  formole  (4,121)  daranno 


(i) 


senC= 


cosB 

cosi’ 


sen^= 


cosC 

cose’ 
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Le  formole  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  die  abbiamo  ora 
trovate,  essendo  enunziate  in  linguaggio  ordinario  clan  luo- 
go rispettivamente  ai  seguenti  teoremi , relativamente  al 
triangolo  sferico  rettangolo. 

TEOREMA  I.  Il  coseno  dell'  ipotenusa  è uguale  al  pro~ 
dotto  de’ coseni  de’  cateti,  o al  prodotto  delle  cotangen- 
ti degli  angoli  obbliqiù. 

U.  //  seno  delt  ipotenusa  è uguale  al  seno  un 
cateto  diviso  pel  seno  dell'  angolo  obbliquo  opposto. 

III.  La  cotangente  delf  ipotenusa  è uguale  al  pro- 
dotto della  cotangente  d’ un  cateto  pel  coseno  dell  an- 
golo obbliquo  adiacente  a questo  cateto. 

' IV.  Il  seno  cl  un  cateto  è uguale  al  quoziente  del- 
la tangente  dell  altro  cateto  divisa  per  la  cotangente 
dell  angolo  obbliquo  opposto  a quest'ultimo  cateto. 

V.  Il  seno  un  angolo  obbliquo  è uguale  al  co- 
seno dell  altro  angolo  diviso  pel  coseno  del  cateto  oppo- 
sto a quesl  ultimo. 

126.  I segni  convenienti  alle  linee  trigonometriche  d'un 
angolo  secondo  la  sua  specie  (*) , ci  pongono  nel  caso  di 
trarre  da  queste  ultime  formole  , alcune  notevoli  proprie- 
tà del  triangolo  sferico  rettangolo.  E dapprima,  dalla  for- 
mola  (1)  cosa  = cosò  cose  = cot.fi  cotC,  si  rileva  che  il 
secondo  membro  sai'à  positivo  o negativo  secondo  che  cosà 
e cose  , oppure  cotfi  e cotC  avranno  segni  simili  od  op- 
posti , cioè  se  6 e e , oppure  B e C saranno  della  stessa 
specie  o di  specie  contraria  ; nel  tempo  stesso  cosa  sarà 
positivo  o negativo,  vale  a dire  sarà  a minore  o maggio- 
re del  quadrante;  onde:  l ipotenusa  d’un  triangolo  ^èri- 
co  rettangolo  sarà  minore  o maggiore  del  quadrante  , 
secondo  che  i due  cateti,  oppure  gli  angoli  obbliqui  sa- 
ranno della  stessa  specie,  o di  specie  contraria. 

Ragionando  allo  stesso  modo  si  vedrà  facilmente  che 
la  formola  (3)  mena  all’  altra  conseguenza , cioè  : I ipote- 
nusa e un  cateto  saranno  della  stessa  specie  o di  spe- 
cie contraria  , secondo  che  l angolo  obbliquo  da  essi 
compreso  sarà  acuto  o ottuso. 


(*)  Chiameremo,  secoodo  Taso,  due  angoli  della  atesaa  apecte,  allor- 
ché SODO  ambidue  acuti,  o ambidue  ottusi;  e li  dimanderemo  di  $picù 
contraria,  quando  l'uno  essendo  acuto  o ottuso,  l'altro  è ottuso  o acuto. 
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In  fine,  osservando  che  l’angolo  d’un  triangolo  sferi- 
co è sempre  minore  di  due  retti  , e perciò  il  suo  seno  è 
sempre  positivo,  si  dedurrà  dalla  formola  (5)  che  il  cate- 
to e t angolo  opposto  sono  sempre  della  stessa  specie. 

ARTICOLO  III. 


Trasformazione  di  talune  delle  formale  precedenti,  perchè 
commodamenle  vi  si  possa  applicare  il  calcolo  logaritmico. 

127.  Le  formole  analitiche  relative  alla  soluzione  del 
triangolo  rettangolo,  non  che  quelle  (2,  119)  de*  quattro 
seni,  secondo  la  denominazione  di  Oelabìbre,  hanno  una 
forma  propria  per  applicarvi  commodumente  i logaritmi,  ma 
non  avviene  lo  stesso  per  tutte  le  altre  necessarie  alla  so- 
luzione d’un  triangolo  obbliquangolo;  ond’è  che  a render 
facile  la  soluzione  numerica  d’un  triangolo  di  tal  natura, 
esporremo  in  quest'articolo  le  trasformazioni  varie  che  si 
possono  fare  sulle  formole  analitiche  , per  accomodarle  al 
calcolo  numerico. 

1.®  Trasformare  la  formola  (A,  122) 

...  . coso — cosi  cose 

(1)  COSA— ; . 

' ' seni  sene 

Sostitendo  a cosyd  l’espressione  equivalente  1 — ^cxi'\A, 
e poi  riducendo  si  avrà 

cos(i — c) — coso_ 


(2) 


2sen*i/^= 


seni  sene 

ma  per  la  formola  (12,62)  si  trova  essere 

cos(6 — c) — cosn= — 2seni  (a-f-i — c)  sen  ì (b — c — a) 

=2sen  I {a+b — c)  sen  j {a-tfC—b), 

dunque  sostituendo  nella  (2)  verrà 

—nj  senjfo-fi — c)scni(o-|-c- i) 

S6n  ' , — — ' ' " ■“  9 

seno  sene 

onde  facendo  per  semplicità 

(3)  a-f-A-|-c=2r, 

ed  estraendo  la  radice  si  otterrà  finalmente 


(4) 


sen  ì A=\j  scn(s— i)son(s— c) 
* seni  sene 
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Questa  formola  è una  prima  trasformata  della  (1);  e possia- 
mo ancora  ottenerne  un'altra,  sostituendo  nella  (1)  in  luo- 
go di  cos^  l’espressione  equivalente  ìcos'iA—  1,  e quin- 
di riducendo  si  avrà 

(5) 

seno  sene 

indi  osservando  che  per  la  (12,62), 

cosa— cos(3-f  c)=2sen  i (a  -f  6 -f  c)sen  ì (A  -f  c —a) 
=2senr  sen(r  — a), 

s'  avrà  finalmente,  sostituendo  questo  valore  ultimo  nella 

(5)  ed  estraendo  la  radice  dai  risultamento  , 

(6)  cos  IJ=:  W sen»  sen[«— o) 

* senó  sene  ’ 


ed  è questa  una  seconda  trasformata  della  (1);  ed  anche 
una  terza  ottiensene,  dividendo  la  (4)  per  la  (6),  con  che 
risulta 

(7)  tani^=\/M*^)^(3. 

sens  sen(* — o) 

Abbiamo  cosi  tre  formule  (4)  , (6)  e (7) , mercè  le  quali 
r angolo  A può  commodamente  esser  calcolato  coi  logarit- 
mi. Esse  han  molta  analogia  con  quelle  trovate  pel  caso 
simile  dei  triangoli  rettilinei  (n.°  99);  e facendo  in  ciascu- 
na le  solite  permutazioni  di  lettere,  per  aver  le  analoghe 
per  gli  altri  due  angoli  B e C,  formeremo  i tre  seguenti 
sistemi 
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(B) 


PARTS  PRIMA 


COS  3 


COS  I 


;^=V' 


sen*  se&(f — a) 
seni  sene 


scn»  seni» — il 


sena  sene 


COS  4 CrrT^^sen»  sen(»— c). 

sena  seni 


(C) 


tan  I A=  Wsen(»-i)sen(»— c) 
’ sen*  sen(» — a) 

I ‘y^senl* — a)sen(» — c)_ 


(an 


tao 


sen»  sen(j — i) 
sen(f — o)sen(» — i) 
sen»  sen(» — c) 


128.  Perchè  le  forinole  (A)  e (B)  non  divenissero  Im- 
maginarie trigonometricamente  , è d'  uopo  che  le  frazioni 
sotto  i radicali  risultassero  < 1.  Vediamo  per  ciò  a quali 
condizioni  bisogna  soddisfare.  £ per  rendere  il  calcolo  più 
semplice  consideriamo  le  (B) , anzi  la  prima  sola,  èssendo 
che  le  altre  due  sono  di  forme  simili  a quella.  Or  perchè 
la  detta  formola  risulti  trigonometricamente  reale,  è neces- 
sario che  sia 


seiij  seu(j— a)<sen6seiif, 

ovvero  convertendo  i prodotti  in  somme  mercè  la  formo- 
la (8,61),  ed  osservando  nel  ridurre  che  — a=b-\-c,  ver- 

rà cosa<cos(ò — c)  , e questa  ineguaglianza  dà  luogo  al- 
l'altra  a>6 — c,  ovvero  a-f-c>6  ; e similmente  ragionan- 
do sulle  altre  due  formule  (B)  si  troverà 
Sono  queste  le  condizioni  richieste , le  quali  dan  luogo  ai 
seguente 

TEOREMA.  In  ogni  triangolo  sferico  la  somma  di  due 
lati  qualunque  è sempre  maggiore  del  terzo. 

Perchè  poi  lutti  e tre  i sistemi  (A)  , (B) , (C)  con- 
ducessero a risultamenti  numericamente  reali , è d*  uo- 
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po  che  fossero  positive  le  frazioni  sotto  i radicali.  Or  i 
fattori  sena , seiu& , sene  essendo  positivi  • perchè  ciascun 
lato  del  triangolo  sferico  è <180°,  la  condizione  enuncia- 
ta sarà  verificata  se  i fattori  sear,  sen  (s — a),  sen  (f — b), 
sen  (s — c)  risultano  dallo  stesso  segno  ad  un  tempo  ; il 
quale  segno  dev’essere  assolutamente  il  -f;  poiché  infat- 
ti se  fosse  invece  sens<o  , sen(s — a)<o , sarebbe  pure 
s>180°,  s — a>180°,  e quindi  2fr— a>360°,  ossia  ricor- 
dandosi che  2ss=a-^ò-f-c  , sarebbe  ^o>360°,  il  che 
è assurdo.  Dovendo  pertanto  essere  sens>o,  sen  (j — a) 
>o  , sen(j — o)>o  , sarà  in  primo  luogo  ^<180°,  ossia 
a-j-6-l-c<360°,  il  che  vuol  dire  che  la  somma  de'  tre  lati 
(t  un  triangolo  sferico  è minore  di  360°.  Inoltre  gli  al- 
tri tre  fattori  precedenti  per  risultare  positivi , è necessa- 
rio che  o sia  J— »a<180°,j — é<180*,J — o<180®,  oppure 
s — a>o,  s — 6>Oi  s — c>o  ; la  prima  ipotesi  darebbe  ^c 
— a<360°,  a-|-c— 6<360“,  a-j-6— e<360°,  e queste  condi- 
zioni sono  sempre  verificate;  la  seconda  ipotesi  poi  ricon- 
duce alle  condizioni  più  sopra  trovate,  cioè  6-f-o>a,a-f-c>è, 
fl-f  4>c. 

129.  Questi  tre  primi  sistemi  di  formole  ( ciascuno 
de’ quali  sarebbe  da  se  solo  sufficiente  a far  determinare  i 
tre  angoli  A , B , C , essendo  dati  i tre  lati  a,  b,  c del 
triangolo  ) messi  in  combinazione  tra  loro  conducono  ad 
altre  formole  ancora  , ed  a notevoli  proprietà  del  trian- 
golo sferico.  Moltiplicando  in  effetti  la  prima  (A)  per  la 
seconda  (B)  , la  prima  (B)  per  la  seconda  (A)  , la  prima 
per  la  seconda  (B),  e la  prima  per  la  seconda  (A);  e ri- 
ducendo  i risultamenti  mercè  le  ultime  (A)  e (B)  se  ne 
trae 


(8) 


f » V > D sen  »— 6 , „ 

I sea^Acosi  D= — - — ^cos  I 
• sene 

sen  ; Bcos  i A= — ^ cos  i C, 


cos  S Acos  t B—- 


sene 

sens 


sen  I Asea  i B=. 


sene 
sen(* — ( 

sene 


-sen  1 C, 


•sen  i C. 


Posto  ciò  si  addizionino  e si  sottraggano  le  prime  due 
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di  queste  quattro  formole  ; lo  stesso  si  faccia  per  le  altre 
due,  e tenendo  presente  che 

sen  5 Acos  ì iB±sen  i Bcos  ì A=ssea  { {A+B), 

cos  i Acos  i Blf^sen  1 Asen  i J5=cos  ì {AiB), 

si  ricaverà 

sen  : : C, 

* ' ' ' sene 

sen  i (^_B)==fcfc55!;=Scos  i C, 

. , ^ „ seni — senf» — c)  , „ 

co»i(^+B)= ;;;; — -'«"iC. 

e„,;(^_B)=fS55±f2!!!=9seniC. 

S6DC 

Or  in  virtù  delle  formole  (9  e 10)  del  n.*  62,  e ricor- 
dandosi che  (a-|-A-|-c),  si  troverà 

sen(f— A) — sen(f— a)=2sen  ì (a — 6)cos  | c, 
sen(r — è-f-sen(f— ;fl)=2sen  i c cosi  (a — b), 
senf-|-sen(5 — c)=2sen|(<i-f-i)cos{  c, 
senj— sen(f — c)=2sen  \ c cos  I 

laonde  mercè  queste  relazioni,  e l’altra  senc=2senlccoslc, 
le  (9)  si  trasformeranno  nelle  quattro  elegantissime  seguenti 

senK>^+^)=^così(a-5). 

C09  2 V 

sen  I (A—B) 

' sen  I c 

cos  I {A-\-B) = * ^cos  \ (a-f  A), 
cos  I {A  * («+&)  ; 

le  quali  da  taluni  si  attribuiscono  a Dclambre  , e da  altri 
a Gauss  (*)  che  per  vie  diverse  le  hanno  ottenute.  Or  di- 

(*)  Amante  — Eltmnii  di  Gtodotia , pag.  39. 
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ridendo  la  seconda  per  la  quarta,  la  prima  per  la  terza  , la 
seconda  per  la  prima , e la  quarta  per  la  terza , si  otten- 
gono le  celebri  analogie  di  Nepero,  cioè 


(E) 

(F) 


tan  i 


scn  i (o — 4) 


cot  S C, 


senJ(a-J-6) 

tan  cot  \ C, 

' co8j(a-l-6)  * 


. seni(^— B) 

tan  i (a— 6)= — .TTm 
' ' seni(4.-f-B) 

. 1 y . così(il— B) 

tan5(a-f.i)= — frrxn 
' ' cos*(a-|-B) 


tan  {c, 
tanjc. 


L' analisi  ora  esposta  per  giungere  alle  precedenti  analo- 
gie è dovuta  al  GBRCOimE  ; essa  è la  piè  semplice  di  tutte  le 
altre  che  per  lo  stesso  oggetto  fino  a questo  punto  siensi 
latte.  Ed  e tanto  più  pregevole  in  quanto  a che,  senza  ra- 
gionamenti a parte,  si  trovano  dimostrate  le  formole  (D); 
e dippiù  si  ottengono  ad  un  tratto  tutte  e quattro  le  ana- 
logie di  Nepero  ; mentre  colle  dimostrazioni  precedenti  a 
quella  del  Gerconnb  , si  ottengono  due  sole  delle  dette  ana- 
logie , e le  altre  due  si  ricavano  dietro  la  considerazione 
del  triangolo  polare  (n.°  124). 

130.  Dividendo  la  seconda  e la  terza  per  la  prima  le 
formole  (C)  si  traggono  le  altre 

cotiB  sen(s — 4)  coi\C  sen(« — c) 

' ' collii  sen(* — o)’  cotjii  sca(t — o)" 

Queste  eleganti  relazioni  son  dovute  a MoLWEmE  ; e ser- 
vono a determinare  un  angolo , quando , conoscendo  tutti 
e tre  i lati  del  triangolo  , se  ne  conosca  pure  un  altr'  an- 
golo (*). 

131.  Dividendo  parimente  l’una  per  1*  altra  le  (£)  o 
le  (F)  si  trova 


(H) 


tan  I (4 — B) tan  f (o— 4) 

Uni(6-h4)~taa{(a-f.4)  ’ 


(*]  Si  può  vedere  una  dimostrazione  geometrica  di  questo  formole 
che  no  ha  data  puissart  nel  tomo  I.  della  sua  Gtodaia,  pag.  93  (2.* 
edizione  ). 


Digitized  by  Google 


iS3 


mn  nuiu 


e questa  relazione  è analoga  a' quella  trovata  nel  n.”  68 
per  i triangoli  rettilinei. 

132.  Dalla  seconda  e terza  delle  (D)  si  deduce 


(IO) 


sen»  (a— 6) seuìc  ,cosi(o-|-A) cosi  e 

8enJ(j4 — jB)  cosiC’  cosi(it-l-fi)  senitJ* 


Or  ne’  triangoli  sferici  essendo  ciascun  angolo  , non 
che  ciascun  lato  minore  di  180",  ne  segue  cheJC  eie 
saran  minori  di  90°,  onde  i loro  coseni  saran  sempre  po- 
sitivi , ma  tali  sono  ancora  i loro  seni , dunque  i secondi 
membri  di  queste  due  ultime  equazioni  saran  positivi  au- 
ch’essi;  donde  segue,  per  conseguenza,  che  i termini  del- 
le frazioni  de’  primi  membri  debbono  essere  tutti  e due 
dello  stesso  segno,  perciò  dalia  prima  equazione  si  deduce 
che  se  <z>6 , sarà  parimente  A^B  e viceversa  ; e quindi 
emerge  che  se  fra  i tre  lati  a,  6,  c d’  un  triangolo  sferi- 
co vi  esista  la  relazione  a>A>cr , anche  fra  i tre  angoli 
A,  Bf  C avrà  luogo  la  stessa  relazione  A'^B'^0  ; il  che 
dà  luogo  al  seguente 

TBOEEMA.  In  ogni  triangolo  sferico  al  lato  maggio- 
re si  oppone  V angolo  maggiore , al  medio  il  medio , e 
al  minore  il  minore',  e reciprocamente. 

Dalla  seconda  poi  delle  stesse  (10)  si  ricava  , mercè 
le  stesse  osservazioni  precedenti , che  i due  archi  ■ (a-f-ò) 
® ì (A-f-B)  debbono  in  pari  tempo  esser  tutti  e due  mi- 
nori , o tutti  e due  maggiori  della  semicirconferenza  , e 
quindi  la  semisomma  di  due  lati  è della  stessa  specie 
della  semisomma  degli  angoli  opposti, 

133.  Finalmente  se  si  supponga  e quindi 

sen6=sena , cos6= — cosci , si  avrà  dalla  prima  e seconda 
delle  formolo  (1,181) 


cosA= 


cosa -f- cosa  cose 
senasenc  * 


cosB— 


cosa -f- cosa  cose 
sena  sene  ’ 


onde  cosB=z—cosA,  e perciò>^-|-j5r=180°;  e questo  risulta- 
mento  unito  al  precedente  dà  luogo  al  seguente 

TEOREMA.  In  ogni  triangolo  sferico  se  la  somma  di 
due  lati  qualunque  è maggiore,  eguale,  o minore  di  180°, 
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anche  la  somma  de'  due  angoli  opposti  sarà  maggiore  , 
eguale,  o minore  di  180®  (*). 

13*.  2.“  Trasjormare  la  formala  (a,  122) 

cosi4 -I- cos  BgosC 
cosa=z  • 

Applicando  a questa  formola  trasfonnaiioni  analoglie 
a quelle  operate  sulla  forinola  (1,91)  (n.®127)  , oppure  col- 
la considerazione  dei  triangoli  polari , si  troverà 


sen  S a= 


W — cos  i (^-\-B+C)cos  1 (B+C—  A) 
~ * senBstnC 


cos  : a 
e quindi 


a/cos  t — C)cos  1 
' ^ sen^senC 


\j — cos{(.^-f-J?+(^)così  {B-\-C — A) 
tan  f V ^ (^4.^-  C)cos  I {A+C-^B) . ’ 

Or  se  in  queste  tre  forinole,  e nelle  loro  analoghe , 
si  ponga  per  brevità 


(12) 


A-^B-ìfC=!ìS, 


e quindi  B-\-C-A=AS-ÌA\  AJcC-B^'iS—2B.  A-lrB 
—C=ÌS — 2C,  si  avranno  i tre  seguenti  sistemi  di  formole 


(I) 


sen 


sen 


sen 


^ / — co&Scos(>$ — A)^ 
* ^ sen5senC 

>y/  — cosiScos(iS’— .B)^ 
senAseaC 
— cos5'cos(iS' — C), 
sen.i^sen£ 


(*)  Amule— Op.  cit.  psg.  *U 
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(K) 


cos 


cos 


cosi 


1 '^cos(S-—JS)cos(S—C)^ 
sen^senC 

^ ^ ^cos(iS — j^)cos(ò’ — C)^ 

senAseaC 
^cos(S  — A )cos(.S 
seaAietìB 


(L) 


\/ — cos  5 cos  ( iS  — 
tan  i o=  %os(.y-.g)cos(^— C) 

— cos  S cos  (5 — B) 
^cos(5-^)cos(5:=C)’ 


tao 


/W — cos  .S  cos  {S  — C)^ 
’ cos(>^ — ^)cos(iS  — B) 


Ciascuno  di  questi  tre  sistemi  può  essere  indistintamente 
adoperato  nella  risoluzione  del  triangolo  sferico  obbliquan* 
golo,  quando  ne  son  dati  gli  angoli  e si  yan  cercando 
i lati. 

135.  Dividendo  la  seconda  e la  terza  per  la  prima 
queste  ultime  formule,  otterransi  le  altre 


(M) 


le  quali  possono  servire  a determinare  un  Iato  del  trian- 
golo sferico  in  funzione  de’  tre  angoli  e di  un  altro  lato. 

136.  Il  segno  meno  che  affetta  i numeratori  delle  fra- 
zioni nelle  formole  (I)  ed  (L)  potrebbe  menare  a risulta- 
menti  immaginarli,  qualora  pe’  valori  dati  degli  angoli  A, 
S,  C,  que' numeratori  non  divenissero  da  loro  stessi  ne- 
gativi. Questa  condizione , propriamente,  renderebbe  inte- 
ramente positive  le  frazioni  ne’  radicali  delle  (I)  , essendo 
che  i denominatori,  come  rappresentanti  il  prodotto  di  due 
seni  di  angoli  ciascuno  de’  quali  è minore  di  180°  son 
positivi.  Or  vediamo  quale  relazione  deve  aver  luogo  tra 
i riferiti  angoli  A,  B,  C perche  fosse  veriCcata  la  condi- 


cos  5— 4) 

coti  0= 77i cot  I a, 

coa[S—B) 

cos  5 — A) 

coti  c= — cot  I a: 
cos(S — C) 
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zione  suddetta  di  far  divenire  cioè  negativi  i numeratori. 
E dapprima  si  osservi  che  essendo  la  semisomma  S com- 
presa sempre  fra  90°  e 270°,  cosS  è sempre  negativo  ; 
quindi  è necessario  che  i tre  coseni  cos(5—yif),cos(5 — B), 
cos^S — C)  fossero  positivi,  il  che  vuol  dire  che  sia  5 — y/<90°, 
S — 5<90°,^ — C<90“,  ovvero 


(13)  B-\-C—A<  1 80°, C—B<  1 S0\A+B—C<  1 80°. 


Queste  condizioni  una  volta  verificate  si  vede  chiaro  che 
non  solo  le  frazioni  delle  (I)  , nta  bensì  quelle  delle  (K) 
e delle  (L),  divengono  positive,  e con  ciò  è tolta  l’ appa- 
rente immaginarietà  algebrica.  Ma  dippiù  è necessario  ve- 
dere se  le  dette  condizioni  escludano  ancora  la  immagina- 
rietà  trigonometrica , che  potrebbe  aver  luogo  per  le  (I) 
e (K).  Considereremo  per  ciò  la  prima  delle  formole  (I), 
la  quale  per  non  divenire  immaginaria  nel  senso  ultima- 
mente espresso  , è necessario  che  sia 

— cos.Scos(^ — ./^)<seni?senC , 

ovvero,  convertendo. i prodotti  in  somme,  e tenendo  pre- 
sente che  2S-A=B-^C , si  troverà — cosy#<cos(5— C) , o 
meglio  cos(l80° — y^)<cos(5 — C),  donde  180° — A>B—C, 
ovvero  A-{-B — C<180°. 

Similmente  ragionando  sulla  seconda  e terza  delle  (K) 
si  troverà  che  per  non  divenire  esse  immaginarie  trigono- 
metricamente dovrà  essere  A-\-C—B^iS(f 
Alle  stesse  conseguenze  si  perviene  discutendo  le  formolo^ 
(K);  e perciò  rimane  provato  che  per  l' esistenza  del  trian  - 
golo  sferico,  nel  caso  che  ne  son  dati  i lati,  sono  neces- 
sarie le  condizioni  (13),  che  tradotte  in  linguaggio  ordi- 
nario dàn  luogo  al  seguente 

TEOREMA.  In  ogni  triangolo  sferico,  se  dalla  somma 
di  due  qualunque  de' tre  angoli  se  ne  tolga  il  terzo,  il 
resto  sarà  sempre  minore  di  180°. 

137.  3.°  Trasformare  la  Jormola  (c,  122) 

(14)  cosc=cosncos6  senasen^cosC. 

Dividendo  per  sena,  avremo 


^^=(senicosC-|-coln  cosi); 
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e dinotando  con  f un  angdo  ausiliario  tale  thè  sia 

(n)  cotn=col^cosC,  (*) 

ovvero 

(N)  tan9=:tanacosC, 


(*)  Questa  (rasrormauoDe , come  anche  delle  altre  che  ai  andranno 
in  questo  medesimo  articolo  STiloppando,  vcngon  regolate  dalle  considera- 
ciooi  seguenti. 

In  ciascuna  di  queste  trasformaaioni  ai  ha  per  iseopo  di  sostituire  un 
monomio  ad  un  binomio  della  forma 

(1)  +ifsenirt;iVc08a, 

essendo  Mtà  ìf  due  funzioni  degli  elementi  noti , ed  a un  elemento  nulo 
oppure  incognito  dello  stesso  triangolo.  Or  se  si  osserva  che 

.gl  , cos(ct+v)r=cosa  cosf^scna  sen?, 

Ben[a+f  j=sen<i  oosf+coso  senv, 


vedesi  chiaro  che  il  proposto  binomio  ha  una  somiglianza  di  forma  con 
questi  sviluppi;  ma  perchè  si  possa  esso  rendere  identico  ad  uno  di  essi  sa- 
rebbe necessario  identificare  i coefOcienti  di  sen  a e di  cos  a,  e ciò  dareb- 
be luogo  ad  una  questione  più  che  determinata;  avvegnaché  messo  uno  dei 
coefllcienti  M,  per  esempio,  eguale  ad  uno  di  quelli  degli  sviluppi  (2),  per- 
chè la  trasformazione  conducesse  a risultamenti  determinali,  dovrebbe  l'a  I- 
tro  ilT  risultare  da  se  eguale  all'altro  coeflicieote  dello  stesso  sviluppo  (2). 
Ma  è chiaro  che  si  toglierà  quest’inconveniente,  determinando  invece  il  rap- 
porto de' due  coefficienti  in  fi),  in  modo  che  questo  binomio  risolti  identico 
a qualcuno  degli  sviluppi  (2).  Bisognerebbe  dunque  dare  dapprima  alla  (I) 
una  delle  due  forme 


(3) 

e come  dalle  (2]  deducesi  pure 

f2lif^^=C08a+taov  sena , 

COSf 

*^"(°^T)=aena  j:taof  cosa, 

cosv 


i-  senoi-cosa) , Jlf  ( + sena  +— cosa)  ; 


22?lf!~ll=:c0fv  cosa+seua, 
aenf 

sen(g+v) — seoo^cosa, 
senv 


si  vede  chiaro  che  per  istabilire  l' identità  tra  le  (3)  e qualcuno  di  questi 
sviluppi  basterà  porre 


* . 

jy=tón,, 

^ =cotv. 


M , 
A=C0t?. 

J=tan»; 


e poiché  le  ultime  due  di  queste  quattro  eguaglianze  aoo  le  slesse  prime  due 
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si  otterrà, 

(O) 


sostituendo  e dopo  facili  riduzioni , (*) 


seno  cmC  cos(6 — ?) 
cosc= i 


SCQf 


In  questo  modo  il  lato  c verrà  ad  essere  determina- 
to per  mezzo  delle  due  formole  (N),  (O),  alle  quali  si  pos-^ 
sono  benissimo  applicare  i logaritmi. 

138.  Si  può  avere  una  seconda  trasformata  della  (14,137) 
in  virtù  della  stessa  formola  ausiliaria  (n)  la  quale  dà 


senacosC=cosdtan^, 
e con  ciò  la  (14,137)  si  trasformerà  in 
• cosocos(à-^) 


cose: 


COSf 


139.  Perchè  la  formola 


(15) 


cose=cosa  cosA-{-sena  sené  cosC 


non  cadesse  nell'  immaginario  trigonometrico  è necessario 
che  il  secondo  membro  risulti  numericamente  minore  di  1. 
Ciò  avviene  col  fatto  quando  C>90°,  ed  a e & sono  del- 
la stessa  specie,  oppure  quando  C<90°,  ed  a e ó sono  di 
specie  contraria  ; poiché  allora  uno  de’  coseni  divenendo 


messe  sott' altra  forma,  cosi  per  ridurre  il  binomio  (1)  ad  una  forma  mono- 

mia  0 ^ basterà  porre  in  esso 

cosa  seof 

(4)  JlfcJVlan»,  oppure  M=iVcotv, 

vale  a dire  che  basterà  eguagliare  il  eoeficiertle  <f  un  tennine  a quello  del- 
t altro,  moltiplicato  per  la  tangente  o ^ la  cotangente  un  angolo  ausi- 
liario. 

Per  altro  vuoisi  notare  che  per  giungere  a risnitamenti  di  forma  più 
semplice  bisognerà  delle  posizioni  (à)  adoperar  quella  che,  1°  non  conduce 
a qualche  trasformata  della  forma  senb  senf— cosàcosf,  equivalente  al  co- 
seno negativo — cos(i+f)  ; 2°  eguagliare  il  coeflìciente  più  composto  al  più 
semplice  moltiplicato  per  la  tangente  o per  la  cotangente  dell  angoio  ausilia- 
rio ; 3°  adoperare  la  tangente  di  quest'angolo , quando  il  binomio  è una  som- 
ma, e fare  uso  della  cotangente,  quando  il  detto  binomio  è una  differenza. 
Secondo  -questi  priocipii  son  regolate  le  trasformazioni  del  testo. 

(*)  Queste  riduzioni,  egualmente  che  altre  che  accenneremo  qui  ap- 
presso, consistono  nel  sostituire  alla  cotangente  o alia  tangente  la  espressio- 
ne in  seno  e coseno,  il  che  darà  nella  formola  l'espressione  del  seno  o del 
coseno  somma  o diiferenza. 
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negativo,  il  secondo  membro  della  (15)  diviene  la  difieren- 
za  di  due  frazioni,  e per  ciò  numericamente  < 1.  Per  prò* 
vare  la  stessa  cosa  negli  altri  casi,  si  osservi  che  in  luo- 
go di  cos  C si  può  sostituire  una  delle  due  espressioni 
Scos’iC— 1, 1— isen'iC,  e con  questa  sostituzione  la  (15) 
può  mettersi  sotto  la  forma  seguente 

cosi:^cos(n4'6)+2sena  seni  cos’l  C 
=cos(a— ò)— 2sena  senò  sen*  i C. 

Or  quando  a e b sono  della  stessa  specie , e C<90°  i 
cos(a — b)  risulta  positivo;  sen*iO<{,  e quindi  il  termine 
2$en<z  senò  sen*  i C<1;  dal  che  segue  che,  secondo  1’  ulti- 
ma di  queste  formule  risulterà  cosc<l.  Se^nalmente  C>90° 
ed  <z  e 5 sono  di  specie  contraria  cos  (a-(-ò)<o  , e perchè 
cos*  5 ’ , il  termine  2sena  senb  cos*  J C<1,  onde,  secon- 

do la  prima  delle  precedenti  formule  risulta  pure  cosc<l. 
Si  può  quindi  conchiudere  che  sieno  qualunque  i valori 
dati  di  a,  ò,  C,  purché  non  oltrepassino  i limiti  assegna- 
tigli dalia  natura  del  triangolo  sferico,  sarà  sempre  deter- 
minabile il  valore  di  c. 

140.  4.®  Trasformare  le  Jormole  (A)  e (B)  del  ca- 
so 3®  (n.®  122) 

(16)  cot^i 


cola  seni — cosCcosò 


cot.B=- 


coti  seno — cosCcosa 


scaC  ’ ” genC 

La  prima  di  queste  formule  si  trasforma  facilmente  per 
mezzo  deir  equazione  ausiliaria  (n);  poiché  in  virtù  di  que- 
st’ equazione  risulta 

j ^ cosC(seni  cot^i — cosà)  cos  C sen6 CO89 — cosà  sen? 

scnC  senC’  sen?  ’ 

ovvero  finalmente 

(P) 

sen? 

La  seconda  formola  si  può  trasformare  egualmente, 
ponendo 

(n')  cotfc=cot9'cosC 

ovvero 

(N')  tan9'=tanò  cosC 

e si  troverà 

(F)  cotB=^2l£!!B(fZ±l. 

' ' sen?' 
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141.  Potendo  la  cotangente  d’  un  angolo  acquistare  tut- 
ti i valori  possibili  tra — oo  e-|-ao  , ed  i secondi  membri  del- 
le (P)  , (P')  trovandosi  pure  nello  stesso  caso  , senza  mai 
divenire  immaginari,  così  si  vede  che,  gli  angoli  A e B 
saran  sempre  determinabili  , qualunque  si  fossero  i valori 
di  a,  b,  C,  purché,  come  nel  n.°  139  si  h avvertito,  que- 
sti valori  restassero  tra  i limiti  assegnatigli  dalla  natura  del 
triangolo  sferico. 

142.  5.“  Trasjormare  la  farmela  (C)dei  caso  4.“ 
( n.”  122  ). 

(17)  cosC=senyjfsenj?cosc — cosAcosB. 

Sia  09  un  angolo  ausiliario  determinato  dalla  formola 

(q)  coty^=cosctano] , 

ovvero 

(Q)  cot<v=cosctany^, 

c si  avrà,  sostituendo  in  (17)  e riducendo  come  si  è detto 
nella  nota  (pag.,  127) 

send  cose  sen(it — u>) 
cosu> 


(R)  coscJ= 


Pertanto  l’angolo  C trovasi  così  determinalo  per  mez- 
zo delle  due  formule  (Q),  (R)  , commode  pel  calcolo  lo- 
garitmico. 

Ma  la  stessa  formola  ausiliaria  (Q)  dando  ancora 
sen^cosc=cosy^cot(ii , 


si  può  sostituire  nella  (17)  questo  valore,  e riducendo  co- 
me sopra,  si  avrà 


(R') 


cosdsen(S — <«) 


seou) 


\ 


L' angolo  C dunque  può  calcolarsi  ancora  per  mezzo 
delle  due  formole  (Q),  (R'). 

IO 
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143.  6.°  Trasformat'e  le  jormole  (a),  (b)  del  caso 
4."  (n.*’122) 


(18) 


cota= 

4 

COt5= 


cot4sen£  -|-  cose  cosff 
sene 

cot£seDi44-  cose  cos4 
sene 


% 


La  prima  di  queste  formole  si  riduce  per  mezzo  del* 
r equazione  ausiliaria  (q)..  In  fatti  sostituendo  a co\.A  il 
suo  valore  cose  tano>  dato  dalla  (q),  si  avrà 

. cotecosfi? — ®) 

cota= ! , 

cos») 


la  quale  insieme  alla  (q)  serve  a determinare  commoda- 
mente  il  lato  a coi  logaritmi.  Similmente  si  trasforma  la 
seconda  delle  (18),  ponendo  cioè 


(q')  , cot£=cose  tan®' 

ovvero 

(Q')  cof«'=cosc  tanZ/, 

e si  troverà 

cote  C0s(5 — tt>') 

COS“>* 


(S')  cotó 


1 44.  Si  può  qut  pure  dimostrare  , come  ne’  numeri 
139  e 141,  che  1’  angolo  C e i lati  a e b dati  dalle  for* 
mole  (R),  (S (S')  son  sempre  determinabili , quali  che  sie- 
no  i valori  de' dati  B,  c,  purché  restassero,  come  si  è 
ripetuto,  tra  i limiti  che  la  natura  del  triangolo  sferico  gli 
assegna. 

145.  7.®  Trasformare  la  fonmla  (A)  del  caso  5.® 
(n."  122) 

. COSO — cosà  cose 

COSyf= ; , 

seno  sene 


che  deve  servire  a determinare  il  lato  c per  mezzo  degli 
altri  due  lati  a,  &,  e dell’angolo  A- 
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Mettendo  da  prima  la  (19)  sotto  la  forma 
cos^  sen&  senc-f*<^<>^  cosc=cosa, 
c quindi  facendo 

cos^seo6=cositan4<, 

tan4=:cos/^  tanè, 
essendo  4.  un  angolo  ausiliario , e sostituendo  si  avrà 


(0 

ovvero 

(T) 


cos£(senc  tan'l'-l-cosc)=cosa, 


ovvero,  riducendo 

(U) 


cos(c +) 


cos<Kosa 

cosà 


Pertanto  il  lato  a si  calcolerà  per  mezzo  delle  due 
formule  (T),  (U). 

146.  Essendo  cos  (c — +)=cos(4' — c)  potremo  parimen- 
te scrivere 


(U-)  cos(*-c)=?^. 

147.  8.®  Trasformare  laformola  (C)  del  caso  5.® 
(n.M22) 

(20)  cosCcos6=cofa  seni — cot^^senC, 

la  quale  deve  servire  a determinare  1’  angolo  C per  mez- 
zo de’  due  iati  a,  b,  e dell’  angolo  yf . 

Pongasi 

(v)  cot^=cosi  tan6, 

ovvero 

(V)  cotfl=cosi  tan^, 

essendo  6 un  angolo  ausiliario  determinato  da  una  di  que- 
ste formole.  Sostituendo  quindi  nella  (20),  posta  sotto  la 
forma 

(21)  cosCcosi-|-cot>^senC=cota  senà, 
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il  valore  di  coIj^  dato  dal  (v),  si  avrà 

cosA(cosC4-senCtanO)=cota  sené, 
donde  si  trae  con  la  solita  riduzione 
^X)  cos(C — fl)=cosO  cola  tanè. 

Il  valore  dunque  dell’  angolo  C si  otterrà  per  mezzo 
delle  due  equazioni  (V),  (X). 

Qui  pure  potrà  prendersi 


(X') 


cos(6  — C)=cosO  coU*  tanft. 


tW.  9.*  Trasformare  la  formola  (C)  del  caso  6.“ 
( n.o  122  ) 

cosd-f-cosBcosC 

(22)  scnBse^C-  ’ 

che  servir  deve  a calcolare  1*  angolo  C per  mezzo  degli 
altri  due  angoli  A.,  B e del  lato  a> 

Pongasi  in  primo  luogo  sotto  la  forma 

(23)  cosa  sen^senC — cos^cosC=coSi#, 
e quindi  si  faccia 

(j^  cosa  sen5=cosJ5cot^, 

ovvero 

(Y)  cot$=cosa  tani?, 

essendo  $ il  solito  angolo  ausiliario  determinato  da  que- 
st* ultima  formola.  Sostituendo  quindi  nella  (23)  si  trove- 
rà, operando  come  nelle  formolo  precedenti 


(YO 


^ wn^cosA 


cosi  l’angolo  C si  troverà  determinato  per  mezzo  delle  due 

formule  (Y),  (Y').  , . . n 

149.  10.°  Trasjormare  la  formola  (c)  dello  stesso 

caso  6°  j rj 

(24)  cos5cosc=cota  sene — coWseoo, 
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per  calcolare  il  lato  c per  mezzo  de’ due  angoli  A ^ B,  c 
del  lato  a. 

Si  ponga  dapprima  sotto  la  forma 

(25)  cote  sene — cos5cose=coty^sen^; 

indi  dinotando  con  0 un  angolo  ausiliario  dato  dàlia  re* 
lazione 

(z)  cotn=cosi7cot0, 

ovvero 

(Z)  tan6=cos^tana, 

si  ponga  nella  (25)  il  precedente  valore  di  cote,  e si  avrì 
dopo  le  solite  riduzioni 

(Z')  sen(e— 6)=rsenflcotj^tanjff. 

Il  lato  c si  troverà  così  determinato  mercè  le  due  for* 
mole  (Z),  (Z'),  adattabili  al  calcolo  logaritmico. 

G.4P0  SESTO 


RISOLUZIONE  NUBIERICA  TRIANGOLI  SFERICI. 

ARTICOLO  I. 

Triangoli  sferici  rettangoli. 

150.  Nel  triangolo  sferico  rettangolo , essendovi  un 
angolo  di  grandezza  conosciuta,  quale  è T angolo  retto,  è 
sufficiente  conoscerne  altri  due  elementi  per  poterlo  risol- 
vere. Per  questa  medesima  ragione  dev’  essere  escluso  il 
caso  in  cui  fossero  dati  tutti  e tre  i Iati,  perchè  altrimen- 
ti vi  sarebbe  un  dato  dippib.  Inoltre  ri  quinto  caso  gene- 
rale de’  triangoli  sferici  (n.  1 1?)  applicato  ai  triangoli  rettan- 
goli , si  divide  in  due  essenzialmente  diversi  ; poiché  dei 
due  angoli  dati , uno  essendo  1’  angolo  retto , l' altro  sarà 
un  angolo  obbliquo  , e quindi  il  lato  opposto  sarà  l’ ipote- 
nusa, o un  cateto.  Pertanto  nella  risoluzione  del  triango- 
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lo  sferico  rettangolo  possono  aver  luogo  i seguenti  casi  : 

1. °  Dati  i due  angoli  obbliqui. 

2. °  Dati  i due  cateti. 

3. °  Dato  un  cateto  e l’ angolo  obbliquo  adiacente. 

Data  r ipotenusa  ed  un  cateto. 

5, °  Data  l’ ipotenusa  ed  un  angolo  obbliquo. 

6. "  Dato  un  cateto  e l'angolo  obbliquo  opposto. 

151.  Gaso  I.  Dati  i due  angoli  obbliqui  B,  C,  tro- 
vare l' ipotenusa  a , ed  i due  cateti  b , c. 

•S* oiuzione.  Si  calcolerà  l’ ipotenusa  per  mezzo  della 
formola  (1,  125) 

(a)  cosa=cotScotc  ; 

e si  calcoleranno  i due  cateti  per  mezzo  delle  due  formule 
(5,  125) , cioè 


(b) 


, cosS  . . 


cosc= 


cose 

kuB' 


152.  Perché  la  soluzione  di  questo  caso  nou  divenis- 
se immaginaria  , è mestieri  che  sieno  verificate  le  condi- 
zioni seguenti  coLBcotC<l  , cos£<senC  , cosC<seni?  , 
perchè  in  questo  modo  cosa,  cosò,  e cose  risulteranno  <1, 
come  di  lor  natura  devono  essere.  Or  di  queste  tre  con- 
dizioni è sufficiente  che  se  ne  verifichi  una  sola  delle  ul- 
time , per  esser  verificate  ad  un  tempo  le  altre  due.  In 


efifetti,  se  cos5<senC,  sarà  pure  V 1 — seii^<  V i — cos*C, 
ovvero  elevando  a quadrato  , riducendo  , e cambiando  i 
segni,  sen*^>cos't7,  donde  cosC^^senB  ; or  questa  con- 
dizione, che  è la  seconda  delle  tre  soprascritte , moltiplica- 
ta per  r altra  cosB^senC  , supposta  già  verificata  , dà 
coti?colC<l  , che  è la  terza  delle  dette  tre.  Ma  essendo 
verificata  quest’  ultima,  siccome  la  si  può  mettere  sotto  la 

forma^^^.  ^^^<1 , si  vede  che  potrebbero  non  veriC- 
senC  seaB  ’ * 

carsi  ancora  le  altre  due  cosj9<senC,  cosC<sen^.  Or 

essendo  necessaria  e sufficiente  una  qualunque  di  queste 

due  ultime  condizioni,  supponiamo  che  essa  sia  la  cos^< 

senC:  allora  se  gli  angoli  B e C sono  della  stessa  specie, 

sostituendo  500(90° — B)  o sen(270°— i5)  a cosi?,  secondo  che 

B e C saranno  tutti  e due  acuti , o ambidue  ottusi , sarà 
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scn(90®— i?)<senC,  oppure  sen(270° — 5)<senC;  ed  in  tal 
caso  essendo  90“ — B e C tulli  e due  acuti,  come  270® — B 
eC  sono  tutti  e due  ottusi,  sarà  90° — B<C  , 270“ — B'> 
C(’),  e quindi  5-f-C>90“,  ^+C<276“.  Se  poi  B ^ C so- 
no di  specie  contraria,  e supponiamo,  per  (issar  le ‘idee, 
che  sia  B l’ottuso,  allora  la  condizione  cos£<senC  , può 
essere  rimpiazzata  dall' altra  sen(^  — 90“)<senC,  e poiché 
in  tal  caso  B — 90“  è acuto  come  C,  quest’  ultima  condizio- 
ne mena  seco  l’altra  90“<C,  ovvero  C<90“.  Per- 
tanto il  caso  che  consideriamo  avrà  luogo  tutte  le  volte 
che  la  somma  de’  due  angoli  dati  B e C h maggiore  di 
90“  e minore  di  270°,  e nel  tempo  stesso  la  loro  differen- 
za è minore  di  90“. 

153.  Caso  U.  Dati  i due  cateti  b e c,  trovare  V i- 
potenusa  a e i due  angoli  obUiqui  B,  C. 

Soluzione.  Si  troverà  l' ipotenusa  mediante  la  formo- 
la  (1,125)  . 

(a)  cosa=zcosbcosc, 

e si  troveranno  i due  angoli  obbliqui  per  mezzo  delle  for- 
molo (4,125) che  danno 

(B)  cot^=cot6senr , (C)  colC=cot<rsen6. 

154.  La  forma  stessa  delle  formolo  (a) , (B)  , (C)  , 
necessarie  alla  soluzione  di  questo  caso  secondo,  ci  mostra 
evidentemente  come  essa  soluzione  sia  sempre  possibile  ad 
aver  luogo,  qualunque  si  fossero  i valori  de’  lati  5 , c.  In 
effetti  sarà  sempre  cos5cosc<l  , e quindi  anche  cosa<l  ; 
d’  altronde  la  cotangente  potendo  avere  qualunque  valore 
compreso  tra — oe  e-}-ao  , le  formolo  (B)  e (C)  non  cadranno 
mai  in  difetto.  S' intende  già  die  gli  archi  b e e debbano 
essere  minori  di  mezza  circonferenza,  altrimenti  il  trian- 
golo sferico  non  avrebbe  più  la  forma  secondo  la  quale 
suolesi  sempre  considerare  (**). 

155.  Caso  111.  Dato  un  cateto  bel*  angolo  obbli- 
quo  adiacente  C , trovare  V ipotenusa  a , V altro  cateto 
c , e /'  altro  angolo  obbliquo  B. 

(*]  Quando  i due  angoli  sono  ambiduc  ottusi  all'angolo  maggiore  cor- 
risponde il  seno  minore  (n.®  18). 

(■*)  Legeodte — Gttwulria,  pr.  19,  lib.  7. 
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Soluzione.  Per  mezzo  delle  formoie  (3)  , (4) , (5)  , 
(n.°  125)  messe  sotto  la  forma 

(a)  cola=colLcosC  ; (c)  tanc=sen&tanC  ; 

(B)  cos£=scos^nC 

si  calcoleranno  gli  elementi  incogniti 

156.  Ragionando  qui  come  nel  caso  precedente,  re- 
desi  chiaro  che  la  soluzione  dei  presente  caso  è sempre 
possibile.'  Anzi  questo  caso  , come  i due  precedenti , non 
è suscettivo  giammai  di  ambiguità , essendo  che  gli  ele- 
menti ignoti  vengon  determinati  da  coseni  , cotangenti  e 
tangenti  , e il  segno  di  queste  linee  fissa  la  specie  dei- 
r angolo. 

157.  Caso  IV.  Dola  r ipotenusa  & ed  un  cateto  b, 
trovare  C altro  cateto  c , e i due  angoli  obbliqui  B , C. 

Soluzione.  Mercè  le  formoie  (1),  (2),  (3)  (n.“125), 
messe  sotto  la  forma 


(c) 


cosa 

C0K=_Ì  (B) 


„ seni 

sen/>= ; 

sena 


(C)  cosC=cotntan3. 

si  calcoleranno  gli  elementi  cercati. 

158.  L’ angolo  jS  essendo  determinato  per  mezzo  del 
suo  seno,  può  avere  in  generale  due  valori  ; ma  non  bi- 
sogna credere  per  ciò  , che  questo  caso  ammetta  due  so- 
luzioni ; poiché  come  si  è dimostrato  altrove  (n.‘’126)  quel- 
r angolo  dev’  essere  della  stessa  specie  del  lato  dato  b , e 
quindi  non  può  ritenersi  che  un  solo  de’ detti  valori. 

159.  Caso  V.  Data  V ipotenusa  a ed  un  angolo  ob- 
bliquo  B , trovare  i due  cateti  b,  c , e l'altro  angolo  oh- 
bliquo  C. 

Soluzione.  Mediante  le  formoie  (2),  (3) , (1)  (n.®  125) 
messe  sotto  la  forma 

(b)  sen6=senasenj?  ; (c)  tanc=:tanacosj0  ; 

(C)  cotC=cosatan^ 

si  calcoleranno  gli  elementi  ignoti. 
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160.  Anche  in  questo  caso  nno  degli  elementi  inco«' 
gniti  , cioè  b , vien  determinato  per  mezzo  del  suo  seno, 
ma  non  vi  ha  neppure  ambiguità,  dovendo  il  cateto  b es- 
sere della  stessa  specie  dell'  angolo  opposto  B. 

161.  Caso  VI.  Dato  un  cateto  b e C angolo  obbUquo 
opposto  B , trovare  l' ipotenusa  a , f altro  cateto  c , e 
r altro  angolo  obbliquo  G. 

Soluzione.  Si  troveranno  gli  elementi  ignoti  mercè 
le  formolo  seguenti 

(a)  scna=^^;  (c)  senc=tan£cot^;  (C)  senC=^^. 

tratte  dalle  (2),  (4),  (5),  (n.®  125  ). 

162.  Tutti  e tre  gli  elementi,  in  quest'  ultimo  caso, 
vengon  determinati  per  mezzo  de’  loro  seni  ; nè  d’  altron- 
de può  esser  tolta  1'  ambiguità  , come  ne'  due  casi  prece- 
denti , non  trovandosi  in  queste  ultime  formole  determi- 
nato il  cateto  o l’angolo  per  mezzo  dell’angolo  o del  ca- 
teto opposto.  11  problema  dunque  ammetterà  in  questo  ca- 
so una  doppia  soluzione,  il  che  può  anche  vedersi  a prio- 
ri’, poiché  se  ABC  (fig.  18^  è un  triangolo  rettangolo  in  A, 
e si  prolunghino  1’  ipotenusa  BG  ed  u cateto  AB  sino  ad 
incontrarsi  nuovamente  in  D,  ne  risulterà  un  nuovo  trian- 
golo rettangolo  ACD,  che  avrà  l’angolo  D=B , ed  il  ca- 
teto b opposto  sì  all’  uno  che  all’  altro  ; quindi  è che  con 
i due  elementi  b,  B si  possono  costruire  due  diversi  trian- 
goli rettangoli  BAC,  CAD.  È da  osservarsi  però  che  non 
si  può  combinare  indistintamente  uno  qualunque  de’  valo- 
ri di  un  elemento  incognito  con  uno  qualunque  di  quelli 
che  si  ottengono  per  gli  altri  due|;  ma  bisogna  bensì  com- 
binarli talmente  che  c sia  della  stessa  specie  di  , ed  a 
della  stessa  specie  di  b,  0 di  specie  contraria,  secondocchè 
C<90°  oppure  C>90“. 
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Risoluziont  numerica  de  triangoli  sferici  obbliquangoli. 


163.  Caso  I.  Dati  i tre  lati  a,  b,  c,  rinvenire  i tre 
angoli  A,  B,  C. 

Soluzione  1.*  Si  calcoleranno  i tre  angoli  A,  C 
per  mezzo  di  uno  qualunque  de’ tre  sistemi  di  formule  (À), 
(B),  (C)  del  n».  127. 

Questo  primo  modo  di  soluzione  propriamente  è da 
adoperarsi  quando  de*  tre  angoli  non  se  ne  voglia  calco- 
lare che  uno;  ma  esso  è soverchiamente  penoso  se  si  vo- 
gliono ottenere  tutti  e tre.  Pertanto  in  quest'  ultimo  caso 
è da  preferirsi  la  seguente 

Soluzione  2.' Si  troverà  l'angolo  A per  mezzo  della 
prima  formola  (C,  127). 


(A)  tanJ^=\/5£OÌ5Eì; 

^ $eiu$cD(« — a) 


indi  colle  formole  (G,  131)  si  calcoleranno  gli  altri  due 
angoli  , cioè 


(B) 

(C) 


cotS;B=^^^[^^^  cot*.^, 
sen(c — a) 

, _ senf*—  c)  , . 

cot  ; C=— ^7- ( coti  A-, 


seni 


e il  calcolo  di  quest'  ultime  formole  non  richiede  la  ricer- 
ca di  nuovi  logaritmi,  poiché  quelli  da  adoperarsi  sono  gli 
stessi  che  quelli  rinvenuti  nel  calcolo  della  prima  formola  (A). 

164.  Quando  per  determinare  uno  degli  angoli  si  fa- 
rà uso  della  formola  che  dà  il  seno  della  sua  metà,  vi  sa- 
ranno in  generale  due  valori  ; ma  ogni  ambiguità  è tolta 
sulla  loro  scelta  , ricordandosi  che  la  metà  d’  un  angolo 
del  triangolo  sferico  è sempre  minore  di  90°. 

165.  Per  esser  possibile  la  soluzione  di  questo  primo 
caso  , richiedonsi  due  condizioni , cioè  1°  che  la  somma 
di  due  qualunque  de'  lati  sia  maggiore  del  terzo  (n.°  128  ); 
2°  che  la  somma  di  tutti  e tre  i lati  fosse  minore  di  360°. 
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166.  Ciso  U.  Dati  i tre  angoli  A , B , G trovare  i 
tre  lati  a , b , c. 

Soluzione  1.*  Per  trovare  i lati  b,  c potrà  ado- 
perarsi indistintamente  uno  qualunque  de’ tre  sistemi  (J), 
(K),  (L)  ; e intorno  all’  ambiguità  che  potrà  avere  luogo, 
facendo  uso  delle  formole  sen  , , si  terrà  presente  quanto 
si  è detto  nel  n.°  1^4  che  si  applica  parimente  ai  lati  di 
un  triangolo  sferico. 

Però  si  potrà  fare  uso  di  quelle  formole  quando  deb- 
basi  calcolare  un  solo  lato.  Ma  volendo  tutti  e tre  gli  ele- 
menti incogniti  , sarà  da  preferirsi  la  seguente  , 

Soluzione  2.*  Si  calcolerà  il  lato  a in  virtù  della  for- 
mola  (L,  134) 


(0 


tan * fl=\/ ~ cosScos  ( S—À) . 
’ cos(S — if)cos(S— t’) 


e quindi  gli  altri  due  lati  per  mezzo  delle  altre  formole 
(M,  135)  cioè 


(b) 

(c) 


, cos(S— A) 

cos(5— A)  . , 


167.  Per  la  possibilità  della  soluzione  di  questo  caso 
è necessario  che  sia  verificata  la  condizione  espressa  nel 
teorema  del  n”.  136  ; oltre  a che  convien  ricordarsi  che 
ciascun  angolo  esser  deve  <180". 

168.  Caso  III.  Essendo  dati  due  lati  a e b,  e V an- 
golo compreso  C,  determinare  V altro  lato  c e gli  altri 
due  angoli  A e B. 

S'o/uz/one  1.* Si  calcolerà  l’angolo  ^ mercè  le  formo- 
le (N,  137),  (P,  140)  , cioè 

f 

($)  tan9=tana  cosC,  (A) 


delle  quali  la  prima  serve  a calcolare  l’angolo  ausiliario  9, 
e , dopo  ciò , la  seconda  darà  l’ angolo  A, 
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Similmente  l'angolo  B si  potrà. calcolare  colle  due  for- 

mole 

(B)  taD9'=tan&  cosC,  \ 

In  Gne  il' terzo  Iato  c si  otterrà  per  mezzo  della  (f) 
ed  una  delle  due  (O) , (O'),  (n.“138),  cioè 


(c) 

(c') 


cosc= 


cosc= 


sena  cos  C cos(6 — 9) 
seof  ’ 

cosaco8(ft — ») 
cos^ 


Però  può  ottenersi  una  formola  anche  più  semplice 
per  cose  se  si  divida  la  (c)  per  la  (A)  ; si  avrà  co»  , os- 
servando che  sena  senCsenc  sen^ , 

(c*)  cotc=cos>^cot(A — 9). 


II  lato  c si  determinerà  pertanto  con  qnest’  ultima  for- 
mola, dopo  aver  calcolato  A per  mezzo  delle  (9)  ed  (A). 

169.  Questo  primo  modo  di  soluzione  riuscirebbe  al 
certo  soverchiamente  lungo  , qualora  si  volessero  calcolare 
tutti  e tre  gli  elementi  incogniti.  Esso  dunque  può  rite- 
nersi nel  caso  in  cui  di  questi  elementi  non  se  ne  volesse 
conoscere  che  un  solo  angolo,  oppure  un  angolo  ed  il  ter- 
zo Iato.  Ma  se  è mestieri  calcolare  tutti  e tre  gli  elementi 
sarà  preferibile  la  seguente 

Soluzione  2.*  Per  mezzo  delle  analogie  di  Neper  cioè 


(A) 

(B) 


isa\{A — B) 


sen  i {a—b) 
senì[a.^6) 


cot  5 C, 


tan  ; J?)= 


cos  I (g — à) 
cosi  (a-{-ft) 


cot  i C. 


si  calcolerà  la  semidiGerenza  e la  semisomma  de’  due  an- 
goli incogniti  A e B , il  che  fatto  si  avrà  subito 


A=l{A+B)^ì{A-B) , B={{A+Byi{A-B). 
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Indi  si  potrà  calcolare  il  terzo  lato  c con  una  delle  analo> 
gie  (F,  129)  con  la  prima , per  esempio , che  dà 

170.  Questo  terzo  Iato  c avrebhesi  potuto  calcolare 
ancora  mercè  la  formula  de’  quattro  seni  , cioè 

scnCsena 

seno=> 

se  ai 

ma , come  accuratamente  osservò  amante  (*)  oltre  che  il 
calcolo  della  lormola  (c)  riesce  meno  laborioso  di  quello 
di  quest'  ultima,  perchè  i logaritmi  degli  elementi  di  quel- 
la formula  possono  prepararsi  fin  da  che  si  calcolano  gli 
archi  ì s’evita  dippiù  l’ambiguità,  cui 

menano  i due  valori  corrispondenti  allo  stesso  arco  c,  cal- 
colato colla  formola  de’  quattro  seni;  poiché  può  benissimo 
accadere  che  amendue  questi  valori  di  c occupino  lo  stesso 
luogo  in  ordine  di  grandezza  fra  i tre  lati  <z,  ò,  c,  come 
C lo  tiene  fra  i tre  angoli  A , B , C ,■  e quindi  la  pro- 
prietà conosciuta  che  in  ogni  triangolo  sferico  all'  ango- 
lo maggiore  si  oppone  il  lato  maggiore^  non  varrebbe  in 
questo  caso  a togliere  1’  ambiguità  della  scelta  de’  valori 
trovati  per  c.  E vi  possono  essere  de’  casi  ancora , ove  si 
r uno  che  1’  altro  de’  mentovati  valori  di  c soddisfaccia  al- 
r altra  proprietà  del  triangolo  sferico,  cioè  che  la  somma  di 
due  qualunque  dtf  suoi  lati  debba  esser  minore , eguale 
o maggiore  di  180“  ira  corrispondenza  della  somma  dei 
due  angoli  opposti.  Pertanto  la  formola  de’ quattro  seni  è 
da  escludersi  nel  caso  che  consideriamo , non  essendo  si- 
curi, in  generale,  della  scelta  da  farsi  su  i due  valori  di 
c dati  da  essa. 

171.  Secondo  i numeri  139  e 141,  questo  caso  3°  è 
sempre  possibile  ad  aver  luogo  , qualunque  sieno  i valori 
de’ dati,  purché  si  trovino  tra  i lìmiti  che  loro  assegna  la 
forma  del  triangolo  sferico  e che  sono  0°  e 180°. 

172.  Caso  IV.  Essendo  dati  due  angoli  A,  B,  e il 
lato  c tra  essi  compreso,  trovare  il  terzo  angolo  C,  e gli 
altri  due  lati  a , L 

(*)  AnuDie— Trt^onometna,  pag.  58. 
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Si  calcolerà  a in  virtù  delle  due  forinole  (Q,  142),  e 
(S,  143)  cioè 

(a)  cota>=:co50taD^  coto=^^  °°\ 

la  prima  delle  quali  serve  a trovar  l’ angolo  ausiliario  cv , 
e trovato  quest’  angolo,  si  calcolerà  per  mezzo  della  secon- 
da il  lato  incognito  a.  Analogamente  si  potrà  colcolare  6 
per  mezzo  delle  due  formule  (Q*,  S',  143),  cioè 


cot<<>'=:cosc  tanjB  coti: 


cote  cos[  A- 


In  fine  1'  angolo  C si  avrà  dalle  due  formule  (Q,  R', 


. . j „ cosAsenfJ?— tu) 

coto9=:cosc  tan^,  cosC= i 


la  prima  delle  quali  è quella  stessa  che  entra  nel  calcolo 
del  lato  a. 

Ma  può  ottenersi  una  formola  anche  più  commoda  per 
determinare  1’  angolo  C , poiché  dividendo  1'  espressione  di 
cosC  per  quella  di  cota,  e tenendo  presente  che  sen^^senc 
=senCsena,si  ricava 

(C')  cotC=cosatan(jS — ®). 

173.  Volendo  servirsi  di  questo  primo  modo  di  solu- 
zione per  determinare  tutti  e tre  gli  elementi  incogniti  , 
il  calcolo  riuscirebbe  soverchiamente  prolisso.  Rsso  però  è 
da  adoperarsi  le  quante  volte  si  volessero  determinare  uno 
de’ lati,  a per  esempio,  o questo  iato  e il  terzo  angolo  C\ 
_ allora  si  farà  uso  delle  formule  (a),  (C).  Ma  se  è di  ne- 
cessità la  determinazione  di  tutti  e tre  gli  elementi  inco- 
gniti , sarà  da  preferirsi  la  seguente 

Soluzione  2.*  Per  mezzo  delle  analogie  (F,  129)  di 
Neper  , cioè 

(b)  uol(a+4)='-2ij^tol<,. 
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si  calcolerà  la  semidiQerenza  e la  semisorama  dei  due  lati 
incogniti  ; il  che  fatto  si  otterrà  subito  : 

a=  * (a+^)4-  \ {a—b)  , 6=  \ (a+A)—  ; (a—b). 


Quindi  il  terzo  Iato  C potrà  calcolarsi  per  mezzo  della 
prima  analogia  (£,  129),  che  dà 


(«) 


seai  {o — 6) 


tani  — B) 


Quest’  angolo  potrebbesi  ottenere  ancora  mercà  la  for- 
mola  de’  quattro  seni  ; ma  s' incontrerebbero  inconvenienti 
analoghi  a quelli  spiegali  nel  n.”  170 

174.  La  soluzione  del  presente  caso  sarà  sempre 
possibile  , purché  ciascuno  de’  tre  elementi  dati  sia  mino* 
re  di  180”.  Ciò  si  rileva  chiaramente  , osservando  che  il 
triangolo  polare  di  quello  risoluto  nel  presente  caso , tro* 
vasi  nelle  stesse  condizioni  di  quello  risoluto  nel  caso,  pre- 
cedente. Per  ciò  , se  i dati  del  triangolo  polare  possono 
avere  qualunque  valore  compreso  tra  0°  e 180°,  lo  stesso 
avrà  luogo  per  quelli  del  triangolo  del  presente  caso,  giu- 
sta le  relazioni  (m,  124) 

175.  Caso  V.  Dati  due  lati  a e b , e T angolo  A 
opposto  ad  uno  di  essi , rinvenire  il  terzo  lodo  c,  e gli 
altri  due  angoli  B,  C. 

Soluzione  l.'Si  avrà  il  terzo  lato  c per  mezzo  delle 
formole  (T,U,  145),  cioè 


(c) 


tan4=cos^tanò,  cos(c— +)=• 


cosa  cos4, 
cosà  ’ 


la  prima  delle  quali  serve  a determinare  l’angolo  ausilia- 
rio "l;  dopo  di  che  la  seconda  determinerà  un  angolo,  che 
chiameremo  » , il  quale  rappresenterà  non  solo  il  valore 
di  c — 4,  ma  ancora  quello  di  4 — c,  giusta  il  detto  del 
n°.  146  , e perciò  si  avrà  c — ^4=*,  I — c=«,  per  modo  che 
c avrà  due  valori  ^^=4 — *.  (*)  Indi  si  avrà  l’ angolo 


Si  avrebbe  potuto  prendere  a anche  negativamente , atteso  che  cos 
(— <t)=C08a,  e lasciare  sempre  c — 4 nella  seconda  formola  (c],  onde  si  sa- 
rebbe avuto  allora  e — +=i»,  c— >{>=— «■  e quindi,  come  sopra,  c=+-fa,  e 
=4’— «;  ma  per  non  ritenere  la  dilTerenza  negativa  c— 4 , si  è preso  invece 
il  solo  valore  positivo  di  a,  e la  differenza  positiva  4»-r. 
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C per  mezzo  delle  formole  (V,  X,  147) 

(C)  cot6=cos^  tan^,  cos(C — 0)=cotrt  cosO. 

Anche  qui  1'  angolo  C può  aver  due  valori , cioè 

c=a4-^,  c=9~/3, 

ove  ^ rappresenta  l’ arco  il  cui  coseno  è espresso  da 
coUitanòcosO 


In  fine  l’altro  angolo  B può  dedursi  dalla  formola  dei 
quattro  seni , cioè 

„ seni  seoil 

(B)  senj?= . 

' ' £Pn/i 


176.  Come  si  vede,  ciascuna  di  queste  formole  dà  per 
ogni  elemento  che  essa  determina,  generalmente  parlando, 
due  valori.  Ma  faremo  vedere  qui  appresso  in  quali  casi 
ciò  avvenga  , e quali  condizioni  sieno  necessarie  per  av- 
verarsi la  doppia  soluzione.  Inoltre  questo  primo  modo  di 
soluzione  potrà  con  vantaggio  adoperarsi,  qualora  debbasi 
determinare  uno  solo  de' tre  elementi  incogniti;  che  se  due 
o tutti  e tre  gli  elementi  si  volessero  determinare  , sarà 
da  preferirsi  La  seguente 

Soluzione  2.*  Si  comincerà  dal  determinare  l’ angolo 
B , in  virtù  della  soprascritta  formola  de’  quattro  seni 


(B) 


♦ 


indi  conosciuto  B,  ed  essendo  dati  A,  n,  si  avranno 
noli  due  angoli  e due  lati  ad  essi  opposti  ; onde  per  tro- 
vare gli  altri  due  elementi  c,  C basterà  far  uso  delle  ana- 
logie di  Neper  che  dànno 

(C)  cot  I C=‘^°!^^]tan  \ {A—B) , 

' ' senj(o — 6)  ' ■' 

, , , SCO X { -4- J?)  -, 

(c)  tan  i c=  — rn — 

' ^ seDì{d— ^l)  ' 

177.  Anche  da  queste  formole  si  vede  come  il  caso 
in  questione  ammetta , generalmente  parlando  , due  solu- 
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zìoni  ; imperocché  la  formola  (B)  come  più  volte  è stato 
osservato  darà  due  valori  per  B,  e ciascuno  di  questi  so- 
stituito nelle  (C),  (c)  darà  due  valori  per  ciascuno  degli 
clementi  C e c.  È necessario  dunque  lo  stabilire  de' cri- 
terzi  per  mezzo  dei  quali  si  possa  conoscere  dalla  relazio- 
ne di  grandezza  dèi  dati  1'  effettivo  numero  di  queste  so- 
luzioni. A far  ciò  crediamo  acconcio  discutere  direttamen- 
te le  formole 

(1)  tan<l'=cos..^tan6,  (2)  *^”*)*!*^|l  =^^cos4., 

' ' j \ / cos[>{' — c)J  coso 


che  servono  a determinare  il  terzo  lato  incognito  c,  e nel- 
la seconda  delle  quali , giusta  la  nota  al  numero  175  gli 
angoli  c — •(>  e — c sono  essenzialmente  positivi  ; e per 
distinguere  i casi  in  cui  il  problema  ammetter  debba  due 
soluzioni  0 anche  una,  da  quelli , in  cui  il  problema  non 
sia  capace  di  soluzione  alcuna,  convien  tener  presente  che 
ih  lato  d’ un  triangolo  sferico  non  può  essere  1°  nullo  ; 
2“  negativo  ; 3°  maggiore  di  180",  anzi  neppure  eguale 
a 18flr.  Quante  volte  dunque  un  valore  di  c si  trovasse  in 
uno  di  questi  casi , per  la  relazione  di  grandezza  che  esi- 
ste fra  i valori  dei  dati  A , a , b del  problema  , si  con- 
chiuderà che  per  tali  valori  la  soluzione  non  ha  luogo.  È 
necessario  dippiù  pria  d’  intraprendere  qualunque  discus- 
sione tener  presente  gli  avvertimenti  che  qui  seguono, 

1“.  L’  angolo  ausiliario  4-  sarà  acuto  o ottuso , secondo 
che  A eb  saranno  della  medesima  specie  o di  specie  diver- 
sa, come  si  rileva  dalla  (1). 

2°.  Gli  archi  c — «l-  e 4 — c saranno  della  stessa  specie 
di  4 o di  specie  contraria  , secondo  che  a e b saranno  essi 
pure  della  stessa  specie  o di  specie  contraria,  come  si  rile- 
va dalla  (2). 

3°.  Se  X ed  ^ sono  due  archi  qualunque  della  stessa 


specie  e fra  essi  ha  luogo  la  relazione  numerica  cosx 
cosjr,  sarà  se  a:  ed  sono  ambidue  acuti;e  sarà  x 


> 

< 

> 

< 


jr^  se  X Bà.  y sono  ambidue  ottusi,  e vicevèrsa 

4.°  Se  X ed  ^ sono  due  archi  di  specie  diversa  e sia 


(3)  x-t-J<180^ 

1 1 
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allora  se  è I’  angolo  acuto , e perciò  <90°,  sarà  x an 
angolo  ottuso,  ed  il  suo  supplemento  180° — x sarà  neces* 
sanamente  acuto , ma  maggiore  di  jr,  in  virtù  della  ine- 
guaglianza (3);  laonde!  due  archi  180° — .r,  ed  essendo 
ambidue  acuti  , ed  il  primo  maggiore  del  secondo  sarà , 
per  r avvertimento  3°,  cos  (180" — x)=coso:<cos_y.  Se  in- 
vece si  fosse  supposto  x <90°  sarebbe  risultato  180° — a:> 
90°,  e nel  tempo  stesso  maggiore  di  jr,  sicché  avremo  in 
questo  caso  cos(180° — a:)=cosa:>co^.  Che  se  all’  opposto 
si  avesse 


(4)  a:-f.j>180°, 


allora,  supponendo  ^>90",  sarà  jt>90°,  180“ — a:<90°,  ma 
però , in  virtù  della  ineguaglianza  (4),  sarìi  180" — x<^, 
e perciò  in  virtù  dell’ avvertimento  3°  sarà  cos  (180° — x) 
=cosjc>co.g^.  Considerando  invece  j:<90°,  il  supplemento 
180° — X sarà>90°,  ma  <y,  sempre  in  virtù  dell’ inegua- 
glianza (4);  e però  essendo  180“ — x,  edjr  due  angoli  am- 
bidue ottusi  ed  il  primo  minore  del  secondo,  in  virtù  del- 
l’avvertimento 3°,  sarà  cos(l80° — j:)=cosa:<cos^. 


In  conclusione  se  x edj^  sono 'due  angoli  di  specie  di- 
versa, ed  ar-f-/<  180°,  sarà  co.y^^cosx,  secondo  che  90°  ; 

e se  invece  x-f-j^>180",  sarà  cos^  ^co&r,  anche  secondo 
che  X ^ 90°. 


5.°  Il  ragionamento  inverso  ha  egualmente  luogo;  co- 
sì che  se  si  abbia  la  relazione  numerica  cos^>cosx,  essen- 
do x ed  angoli  di  diversa  specie,  sarà  j^^l80° — x,  se- 
condo che  X ^90°;  e se  si  abbia  la  relazione  numerica  cosjr 
<cosx,  sarà  j^l80°— x,  secondo  clic  x^90". 


178.  Premesso  tutto  ciò,  passiamo  alla  discussione,  e, 
ponendo  ad  evidenza  le  diverse  relazioni  di  grandezza  fra 
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i dati  A , b del  problenra,  potremo  tutte  comprenderle 
nel  quadro  qui  appresso 


Specie  Specie  Reluione  di  grtDdezza  fra  i Uli. 
dell’angolo  dei  iati 


o>i,a=6,«<A 


C<9o0’  ‘*+i>180‘>,a+6=180°,  a+6<180" 


C>90"}’  a+6=l80°,  a+é<180“ 

a=90“  , a+A>180«,  a-f-4<180'’ 
i=90«  , a+è>180’,  fl+ó<l80 


179.  Considerando  ad  una  ad  una  queste  varie  rela- 
zioni presentano  esse  35  casi;  però  ve  nc  ha  di  quelle  che 
sono  identiche  in  ordine  alla  specie  dell'  .angolo],  alla  som- 
ma de'  lati,  e alla  relazione  di  grandezza  di  questi  lati  me- 
desimi, e la  discussione  delle  lormole  (1)  e (2)  s'i  per  l' u- 
na  che  per  1’  altra  di  esse  conduce  pure  ad  un  medesimo 
risultamcnto.  Consideriamo  in  effetti  particolarmente  le  due 
relazioni 

a>b,  a+b>m^, 

(5) 

.^>90»,(  a>b,  a-f-i>180", 


le  quali  come  si  vede  differiscono  solo  perchè  nella  prima 
i lati  a e b sono  della  stessa  specie,  e nella  seconda  sono 
di  specie  contraria. 

Per  la  prima  di  queste  relazioni  la  (1)  , giusta  1’  av- 
vertimento 1“,  dà  per  + un  valore  <90";  inoltre  poiché  a 
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c b sono  ambidue  ottusi,  sarà,  (avv.  3°)cosa>cos£,  e quia* 
di , secondo  la  formola  (2) , risulterà 

ossia  (avv.  2®  e 3°)  c — K»!- , ; onde  c<2'^  , oppu- 

re c>o,  e poiché,  per  ipotesi , +<90“^  si  vede  chiaro  co- 
me nessuno  di  questi  due  valori  di  c cada  in  assurdo  ; il 
primo  perchè  minore  della  mezza  circonferenza  ed  il  se- 
condo perchè  positivo  non  solo  , ma  anche  <180°,  e pro- 
priamente<90°,  poiché  l’ angolo  + — c è positivo  e >l'<90°. 

Parimente  per  la  seconda  relazione  sarà  (avv.  1°)  •('> 
90°;  (avv.  4°)cosa>cosi;  e quindi  , secondo  la  formola  (2) 
risulterà 

cos(c— 4-) 
cos(+— c) 

onde  per  gli  avvertimenti  l°e5°  sarà  c — 4'<180° — 4,— c 
<180° — 4"^,  e quindi  c<180°,  oppure  c>2,^ — 180°.  Il  pri- 
mo di  questi  valori  non  è assurdo  ; e non  lo  è neppure 
il  secondo,  poiché  essendo  4'>90°,  la  differenza  24- — 180° 
è positiva,  quindi  anche  il  secondo  valore  di  c h positivo; 
esso  è d’ altronde  minore  di  180° , poiché  1’  angolo  4- — c è 
positivo,  e 4-<180°. 

Pertanto  ammesse  le  relazioni  (3)  fra  i dati  del  trian- 
golo , il  problema  sarà  capace  di  due  soluzioni 

180.  Tenendo  il  medesimo  andamento  nell' analisi  dei 
rimanenti  casi  indicati  nel  n.°  178  si  troverà  che  essi  ri- 
duconsi  a 18,  cosi  ordinati  nella  seguente  tavola  cioè  : 

I» 

quando  y/>90°,a>à,a-4-à>180°  si  avranno 
y^<90°,a<à,«-f-6<l80“  due  soluzioni 

quando  ^>90°.a>4,a-|-i<180*\ 

^>90°’«<^,«-Ì-*>  180°  j 

y4>90‘'^a=b,a-t-b>iH0"l 

^>90",a>  ò,a+ò=:i80'’[  si  avrà 

^<90’,fl>  6,n-|-A<  180*/  una  soluzione 

y^<90",a=^,n-f6<180“ 

y^<90><  ù,a+l>=iS0- 

A<9Q%a>  b,a-)rb>  180°, 
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quando  ^>d0*,a<i,a+^=180* 
^>90%n<M+A<180* 
y^>90*,a=6,a+^=180" 
y^>90%a=6,«+6<  180*1 
^<90*,a>6,a+ó=l80*? 

>^<90%a>6.fl+A>180°l 
^<90*,  a=6,a+6= 1 80»  1 
^<90*,fl=A,a+^>  180“  j 


non  vi  sarà 
soluzione  alcuna 


i 


181.  Nel  discutere  i casi  seguenti  (già  compresi  nel- 
■ la  tavola  , n.”  178) , cioè 


90°,fc=90°  e fl>6,  o a=b,  o in  fine  à>b 


si  troverà  cosc=^.  Questo  risultamento  d’indeterminazio- 
ne cui , in  questi  casi , sì'  perviene , non  è però  sem- 
pre tale  • e la  ragione  di  questo  fatto  sta  tutta  nelle  for- 
mule (1)  e (2)  (177)  donde  si  parte.  E per  fermo  quan- 
do i=90°,  la  (1)  dà  tan>t'=(X),  e quindi  4'=90'’,  indipen- 


dentemente da  A,  e così  pure  la  formula  (2)  dà  sencr=-~  , 

indipendentemente  da  a.  Or  nel ‘caso  in  cui  con  b=90°, 
si  supponesse  .^^=90°,  ed  anche  a=90  ",  il  problema  sarebbe 
col  fatto  indeterminato;  perocché  la  formula  (B,i75)che  serve 
a determinare  1’  angolo  B dà  in  tal  caso  seni?=l,  .0=90*, 
onde  il  triangolo  dimandato  è birettangolo,  e può  essere 
uno  qualunque  di  quelli  che  si  formano  conduccndo  dal  polo 
deir  emisfero  a due  punti  della  buse  due  archi  di  cerchio 
massimo.  Ma  se  la  formola  (2)  la  si  renda  dipendente  da 


A,  coir  eliminare 
tiensi 


cos>l> 


per  mezzo  della  (1)  il  rapporto^^  , ot 


(*) 


cos(c— +)  ) ^cosa  sen+ 

cos(4' — c)  > cos/^senà’ 


e cosà  si  vede  che  il  risultamento  sarà  effettivamente  in- 
determinato quando  nr=é=90°,  perchè  la  formola  (1)  da- 
rà, secondo  questa  ipotesi  tan4'=o.oo  , e questa  (4) 
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darà  cos(c — ^)=cos(4, — c)=-2  . Ma  supponendo  90°, 

6=90",  a si  troverà  per  la  (f)  j,=90",  e per  la  (4) 

cos(c — +)  ) coso 
' ' cos(4' — c)  } cosA' 

e,  quando  anche  fosse  a=90",  si  avrà 


(6) 


« 

co<c— 4-)  J 
cos(4 — c)  i ’ 


onde  si  vede  dalla  (5)  che  quando  a eà  A sono  della  sles* 
sa  specie  c — J-ei — c saranno  minori  di  90",  e come  +=90", 
si  avranno  per  c due  valori  che  non  cadono  in  assurdo  ; 
ma  se  a ed  sono  di  diversa  specie  c — + e + — c saran 
>90",  e perciò  , essendo  sempre  +=90°,  uno  de’  valori  di 
c sarà  >180",  e l’altro  negativo,  e perciò  non  vi  sarà  so • 
luzione  alcuna.  Così  pure  dalla  (6)  si  ha  c — +=90",  +— c 
=90°,  e quindi  c=180°,  c=o;  onde  in  questo  caso  non 
vi  sarà  neppure  soluzione  alcuna.  Or  questi  casi  van  com- 
presi i primi  due  nelle  relazioni  y^<90°,  fl<6,  o+A<t80°; 
y^>90°,  a">b,  a-l-6>180°,  e gli  altri  quattro  nelle  relazio- 
ni y^>90°,a>A,a-fA>180°;y^<90°,a=6,a-f6=180";y^>90*, 
a-f-6<180";y^>90*,  a=6,  a-)-6=180"  del  quadro  scrit- 
to nel  n°.  prec.  Si  vede  da  quest’ ultima  discussione  come 
non  sia  sulliciente  la  sola  condizione  6=90"’,  per  conclu- 
derne due  soluzioni,  come  da  Autori  di  peso  è stato  asse- 
rito , ma  , come  è stato  avvertito  per  la  prima  volta  da 
Amante  (*)  , perchè  ciò  avvenga  , sono  necessarie  le  altre 
condizioni  ora  trovate,  potendo  in  fblù  alcuni  casi  non  es- 
servi soluzione  alcuna. 

182.  Nei  casi  di  una  sola  soluzione  può  determinarsi 
a priori  la  specie  dell'  angolo  B opposto  a 6;  in  eflctti  (**), 
se  si  ha  a>i  , ed  a-f-6<180",  sarà  parimente  A'>B  , ed 
y^-}-^<180",  o,  ciò  che  vale  Io  stesso  B<^A  e Zf<180" — A^ 
laonde,  qualunque  sia  A,  l’angolo  B sarà  sempre  acuto 
nell’ipotesi  ammessa;  imperciocché  o y^<90%  e con  più  for- 


(*)  Amante — Trigonometria , pag.  74. 
{*')  Idem,  psg.  73. 


» 
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te  Mgione  lo  sarà  B in  virtù  della  relazione  o^>90*, 

e B sarà  pure  acuto,  in  virtù  della  relazione  5<180*— 
Similmente  si  prova  che  quando  a<6  , ed  sa- 

rà 5>90*.  In  Cne  se  a==h  , sarà  pure  B=zA  ; e se 
=180%  sarà  parimente  ^-1-5=180“ , ovvero  ^=180* — A, 
Pertanto  aggiungendo  ai  criterii  stabiliti  nel  n.°  180  la  specie 
dell’angolo  B,  ed  omettendo  i ripetuti,  si  avrà  che  se  è 

A qualunque a>i,fl+A<  180“  si  avrà  una  soluzione,  e^<90‘' 
ed  a<A,«-|-6>180“  una  soluzione,  e ZJ>90" 

/ a<é,a-|-6<180*due  soluzioni, 
a a=ò,a-f  6<180°si  avrà  una  soluzione,  cB—A, 
la<ft,a -1-6=180'’  una  soluzione,e  J?=180“— 
A<  90%  e (fl>6.a-|-6>  180M 

ja>6,a-^6=180°f  non  vi  sarà  soluzione 
l«s=6,a-j-6>  ISO"/  alcuna. 

Va=6,a-|-6=180*) 

Ìa>6,a+6>  180”  **  avranno  due  soluzioni, 
a=6,rt-|-6>  180”  si  avrà  una  soluzione, c B=A, 
n>6,z*4'6=180“  una  soluzione,  eJ?= 180“—^, 
a<6,a-j-6<180"ì 

a<6  a-i-6=180‘’f  non  vi  sarà  soluzione 
a=6,a-j-6<  180*/  alcuna, 

fl=6,fl-|-6=180*) 

sena<  sen^  sen6  nessuna  soluzione. 

183.  Per  completare  la  discussione  che  ci  occupa,  sa- 
rà necessario  considerare  il  caso  d’ assurdo  della  (2,  177) 
quando  cioè  risulta  cos(c — >(')>1.  Or  questa  condizione  in 
virtù  della  stessa  (2)  equivale  all’  altra  cosacos,f,>cos6 , ed 
eliminando  9 da  questa  formola,  per  mezzo  della  (1,177) 
che  dà  (11, 36) 

cos9=: ^ troverà  sena<sen./^seu6. 

l-f-cos’y^tan’6 

Quando  dunque  è verificata  questa  condizione  non  vi  sarà 
soluzione  alcuna. 

Per  interpetrare  in  tutta  la  sua  estensione  questo  ri- 
sultamento  sia  ACA' C (./i’g.  19  ) un  circolo  massimo  della 
sfera,  ed  ADA'  la  semicirconferenza  d’ un  altro  circolo  mas- 
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simo  ; si  avranno  così  due  fusi  , dei  quali  se  il  primo 
àDA'C  è acutangolo  1’  altro  ADA'  C'  sarà  ottusangolo  , e 
questi  due  fusi  comporranno  l’intero  emisfero  AA'CC'.  Fin- 
gasi essere  CAD  1’  angolo  rappresentato  da  ^ , ed  AG  il 
lato  rappresentato  da  b : se  dall’  estremo  G si  abbassi  per- 
pendicolare all’  arco  AÀ'  1'  arco  di  cerchio  massimo  CD  , 
sarà  AGD  un  triangolo  rettangolo , e senCD=sen^senfr , 
onde,  ptr  la  condizione  soprascritta  sarà  sena<senCD.  Or 
è chiaro  che  volendo  cogli  elementi  A,  b,  a costruire  il 
triangolo  sferico , basterebbe  , dopo  aver  formato  l’ ango- 
lo C\ìi=zA,  e preso  1’  arco  AC=6,  descrivere  dal  vertice  C 
come  centro  e con  un  intervallo  CB=a  un  arco,  la  cui 
intersezione  con  AA'  determinerebbe  il  terzo  lato  AB , c 
quindi  anche  il  triangolo  dimandato. 

Dippiìi  se  si  prolunga  1’  arco  CD  Gno  ad  incontrarsi 
coll’altro  CA , si  avrà  un  nuovo  triangolo  rettangolo , ove 
l’angolo  DAC'  sarà  supplemento  di  CAA', ossia  di  A,  e il 
lato  C'A  sarà  parimente  supjìlemento  di  AC  ovvero  di  b , 
e quindi  il  prodotto  seu^ysen^  può  egualmente  rappresen- 
tare la  perpendicolare  C'D,  la  quale  è supplemento  di  CD. 
Di  queste  perpendicolari  la  CD,  che  appartiene  al  fuso  acu- 
tangolo, è la  minima  fra  tutti  gli  archi  condotti  dal  punto 
C all’ inGniti  punti  dell’arco  AA';  e l’altra  C'D,  che  appar- 
tiene al  fuso  ottusangolo  è la  massima;  in  eOietti  nel  trian- 
golo rettangolo  CDB  si  ha  cosCB=;ci)sBDcosCD  , e nel- 
l'altro C'DB,  si  ha  cosC'B=:cosBDcosC'D  Or  i coseni  essendo 
delle  frazioni  , sarà  cosCB<cosCD,  cosC'B<cosC'D  ; e poi- 
ché CAD<90®,  e C'AD>90“,  sarà  parimente  (n.*126)CD< 
90*,  C'D>90“  e perciò  le  ineguaglianze  tra  i coseni  da- 
ranno BC>CD,  e BC'<C'D. 

Posto  ciò,  la  relazione  sena<senCD,  quando  CD<90*, 
e quindi  yy<90*,  darà  a<CD  oppure  a>180° — CD,  e quando 
CD>90“  dà  fl>CD,  oppure  «<180” — CD.  Or  , come  sopra 
si  è visto  180° — CDz=:C'D.  Dunque  quest’  ultime  quattro 
ineguaglianze  riduconsi  a due,  ed  indicano  che  il  triango- 
lo non  può  sussistere  quando  il  lato  a è minore  della  per- 
pendicolare condotta  dal  vertice  C sul  lato  AB , nel  fuso 
acutangolo  , o pure  è magg'iore  della  corrispondente  per- 
pendicolare nel  fuso  ottusangolo;  perocché  l’arco  descritto 
dal  punto  C come  centro  , se  l’ angolo  A é <90%  o dal 
vertice  C'  se  ^>90%  e coll’  intervallo  ~a  non  potrà  incon- 
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trare  1’  arco  AA',  e quindi  non  potrà  neppure  aver  luogo 
il  triangolo  richiesto. 

184.  Restringendo  tutti  i criterii  precedenti  ai  casi 
più  generali  può  Formarsene  la  tavola  seguente,  cioè 

Vi  saranno  t .^<90*,a<6,a+6<180° 
due  soluzioni,  se  1 ^>90',a>6,n+ò>180‘ 

Vi  sarà  j a>6,a-|-6<i80*J  sarà 
una  soluzione,  se  | a<6,H"à>180’l  jB>99* 

l J<90%a>b,a+b>i  80% 

Non  vi  sarà  /.^>90*,a<6,a-j-è<180% 
soluzione  alcuna,  se  f seua<sen^senA. 

185.  Caso  VI.  Dati  due  angoli  A e B e<i  il  lato  a 
opposto  al  primo,  determinare  V altro  angolo  C,  e i due 
lati  b e c. 

Le  formole  per  la  risoluzione  di  questo  caso  sono  le 
(y,  y 1*8),  (Z,Z'  1*9)  e la  formola  di  quattro  seni,  cioè 

n ^ senvcosd 

(C)  col(fr=cosfltan.D,  sen(C— ^)—  ■ ; 


(c)  tan6=cos£tana,  sen(c — 0)=sen0cot>^tanB; 


(b) 


sen6= 


senosenfl 
seni  * 


col  primo  sistema  si  calcolerà  l'angolo,  col  secondo  il  lato 
c , e con  la  (6)  si  calcolerà  l’altro  lato  h. 

186.  Quando  si  tratta  di  conoscere  un  solo  de’  tre  ele- 
menti incogniti,  si  adopererà  quello  de’ tre  sistemi  (C),  (c), 
(b)  che  fa  al  caso;  ma  quando  si  vogliano  tutti  e tre  gli 
elementi,  il  calcolo  riesce  più  semplice  mercè  la  seguente 
Soluzione  2*.  Mercè  la  formula  de' quattro  seni 

, , sena  sen5 

si  calcolerà  il  lato  b,  e quindi,  trovato  questo  lato  e conoscen- 
do gli  altri  elementi  A , B ^ c,  determineranno  l’ altro 
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lato  c e il  l'itnanente  augulo  C con  le  analogie  di  Nefea 

• f i -L.  m 

b). 


(c) 


tan^ 


-Seng(A-t-B)  , . 
•senì(4-iir“»^ 


187.  Questo  caso , vista  la  natura  delle  formole  che 
servono  a risolverlo  presenta  le  medesime  circostanze  del 
caso  precedente  in  ordine  alle  doppie  soluzioni;  e per  sta- 
bilire i criterii  mercè  i quali  possiamo  conoscere  se  esista- 
no o pur  no  , o se  si  riducano  ad  una  soia  soluzione , si 
può  far  capo  dalla  formola  algebrica  relativa  al  triangolo 
polare  di  quello  che  qui  si  considera;  cosi  trasformata  la 
forinola  algebrica  di  cosa  ( 4, 121  ) nell’  altra 


cos<^'=? 


coso'— cosi'  cose' 


seni 'sene' 


mercè  le  relazioni  (m.  124)  si  applicherà  a questa  formola 
quanto  si  disse  nei  n°  178  e seguenti,  per  io  che  basta  accen- 
tuare le  lettere  del  quadro  del  n.°  182,  e quindi  con  le  stes- 
se relazioni  (m.  124)  si  ritornerà  al  triangolo  che  in  que- 
sto caso  si  considera.  In  questo  modo  operando  si  ottiene 
il  quadro  seguente  : 


a qualunque  ( A <5,  A-\-B'>  1 80* 
ed  M>.B,y^-|-^<180* 

• A>B^A-ìrB> 
\A=iB,A-)rB>  xm" 
\A>B,A+B=im’ 
a>90*,  tàlA<B,A-)rB<  180* 
\A<B,A-\-B—\^W 
ÌA=B.A+B<m’ 
^A=ByA-^B==\%(y‘ 

A<B,A-\-B<  180* 

(A=B,A-{-B<  180* 
^<i?,^-l-B=180* 
A>B,A-\-B>  180*; 
A>B,A-{-Bz=m° 
A=B^-^B>  180*1 
A=B,A-^B^m'\ 


si  avrà  una  soluzione, e 6>90 
una  soluzione,eé<90 

due  soluzioni, 

una  soluzione,  e b=a, 

una  soluzione,  e 5=180*— a, 

nessuna  soluzione 


due  soluzioni, 

una  soluzione,  e b—a^ 

una  soluzione,  e 5=180° — a, 

nessuna  soluzione 
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sen^<sen^sena  nessuna  soluzione  j 

e limitando  questi  criterii  ai  casi  più  comuni,  si  può  sta- 
bilire che  nel  VI  caso 

Vi  saranno 

due  soluzioni,  se(a<90*,^<jB,^-|-5<l80'’ 

Vi  sarò  ta  essendo(i^<J?,y^-fi9>180*|  , A>90° 

una  soluzione, se|qualunquel^>5,irf-Ì-i9<180’I  /&<90“ 

Non  vi  sarà  Ia<90*,^>.5,^-f-^>180% 
soluzione  alcuna, se\a>90*,urf<5,y^-|*  5<180% 

\ seaA  <senasenl?. 

188.  I criteri!  stabiliti  ne’ due  ultimi  casi  sono  stati 
per  la  prima  volta  dati  nel  modo  il  più  completo  da  A- 
MANTE  : nè  un  quadro  così  compiuto  de'  criterii  nei  casi  , 
così  detti,  dubbii,  era  mai  Stato  dato  in  alcun  trattato  di 
Trigonometria,  non  esclusi  quei  distinti  di  Bertrand,  Le- 
CEHORB , e Lacroix.  Noi  tenendo  altra  via  , ci  siamo  con- 
frontati col  fu  distinto  Professore  Napolitano. 

ARTICOLO  IH. 

Rtsolustone  di  un  triangolo  $ferico  in  alcmi  casi  particolari. 

189.  Risoluzione  d" un  tringolo  sferico.,  i cui  lati 
sono  molto  piccoli  rispetto  al  raggio  della  sfera  cui 
appartiene. 

Sieno  a,  ò,  c le  lunghezze  assolute  de' tre  lati  cd  r 
il  raggio  della  sfera  corrispondente.  Supposta  descrìtta  una 
altra  sfera  concentrica  alla  prima  e con  un  raggio=:l  , i 
raggi,  che  congiungeranno  i vertici  del  triangolo  dato  col 
centro  comune  delle  sfere,  taglieranno  cjuella  il  cui  raggio 
=1  in  tre  punti,  che  saranno  i vertici  di  un  secondo  trian- 
golo , i cui  iati  saranno  simili  a quelli  del  dato,  e le  loro 
lunghezze  assolute  saranno  perciò  rispettivamente  dinotate 

^“7  ’ 7 » 7 «Orse  si  rappresentano  con  5,  Cgli  angoli 

di  questo  nuovo  triangolo,  che  saran  pure  quelli  del  pro- 
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posto,  uno  (li  essi,  A,  per  esempio,  ci  sarà  dato  dalla  pri- 
ma formola  (1,  118),  che  nel  caso  attuale  diviene 


co&<^= 


a he 
cos—  — cos—  cos— 
r r r 


b e 
sen—  sen— 
r r 


Posto  ciò  essendo  (*) 


cOs-  =1— 
r 2r 


2r*^2.3.4.r«  2.3.4.5.6.r* 


b ,h‘  b*  6‘ 

S-*^2.3.4y‘  2.3.4.5.6.i<"*'®®' 


COS-— 1 2r*"^2.3.4.r*  2.3.3.5.6.r*'^®‘^’ 


e come,  per  ipotesi,  il  raggierò  molto  grande  rispetto  ai 

Iati  a,  6,  c del  proposto  triangolo,  le  frazioni^  > ^ 

sono  delle  qualità  piccolissime;  onde  trascurando  nelle  se- 
rie precedenti  i termini  in  cui  le  potenze  di  quéste  frazio- 
ni sono  superiori  alla  quarta,  avremo  con  molta  approssi- 
mazione 

COS-—1  2r‘“*"2.3.4.r*’  *^“^7  “ 2r’'^2.3.4.r*’ 

e , c*  c* 

cos-  _1  2r*+2.3.4.r*‘ 

Collo  stesso  ragionamento  , e.  usando  la  formola  (11,530) 
del  Trattato  d*  Algebra  del  Prof,  d’ Andrea  troveremo 

b b b'  ce  c’ 

sen-  =-  - 237r>  sen-  =-  — i 


[')  d*  Andrea  — Trattalo  SÀlgtbra,  o.°  530. 
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e mercè  questi  valori  ed  i precedenti  la  (1)  diverrà 


coiA=r 


6*  -|-c*  — 0*  a*  — M — 6J*c* 

2r^  ' 24Ì^ 


V 6r*  / 


e moltiplicando  i termini  di  questa  frazione  per  l-f- 
dopo  le  riduzioni,  si  avrà  piu  semplicemente 


f-fc» 

6r* 


(2)cos>^=- 


6*  -\-c*  — o*  a*  +c*  — 2a*  i*  — 2o*  e'  — 2i*  c* 


2àe 


24àcr 


Sieno  ora  A\  B\  C gli  angoli  di  un  triangolo  ret- 
tilineo i cui  lati  rispettivamente  opposti  a questi  angoli 
sieno  lunghi  quanto  a,  c:  avremo  da  prima 


b*  4-c*  — o’  , j,  2a'b*  +2oV  -]-2ò*c* — o*  — M — c* 

“ W7' 

e quindi  la  (2)  assumerà  la  seguente  forma 


(3) 


cosJ=cosA'— 


be 

6^ 


sen*  A’; 


il  che  ci  fa  vedere  che  1'  angolo  A difièrisce  da  A'  per 
una  quantità  piccolissima.  Per  calcolare  ora  quest'errore 
facciamo  A=A'+x , e sarà  pure 

cosA=.cosA'cos3c — sen^'senx 

o meglio  , essendo  che  x è un  arco  piccolissimo  , e che 
perciò  si  potrà  con  molta  approssimazione  supporre  cosx 
=1  , senx=x,  sarà 

c.osA=.cosA'—xseaA'. 

Paragonando  questo  risultamento  col  precedente  (3)  si  de- 
durrà 
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ma  IbcsoìA'  rappresenta  la  superficie  del  triangolo  reUili- 
neo  che  ha  per  lati  a,  b,  c,  dunque  dinotando  questa 
superficie  con  S , arremo 


S 


e quindi , essendosi  supposto  A=A'+x , sarà  con  molla 
approssimazione 

(*)  -<=^'+é= 

similmente  si  troverà 

(5)  feS'+l-.  C=C'+^. 

Or  addizionando  queste  tre  eguaglianze  , c tenendo  pre- 
sente che  per  essere  A',  B\  C'  gli  angoli  d’  un  triangolo 
rettilineo  ^'-f5'+C'=180“,  avremo 

>^-f-jP+C=180“-fÌ , 

r* 

S 

donde  si  deduce  ,che  ~ può  tenersi  come  /'  eccesio  della 

somma  de'  tre  angoli  del  triangolo  sferico  proposto  so- 
pra due  retti'y  eccesso  che  (*)  è la  misura  della  superficie 
di  quel  triangolo.  £ ponendo  in  fine 

S_ 

r* 


avremo , secondo  le  (4)  e (5) 

(7)  A'=zA-U,B'=B—iefi»z=zC-~\t, 

e si  conchiuderà  il  seguente 

Teorema.  Un  triangolo  sjerico  i cui  lati  sono  pic- 
colissimi rispetto  al  raggio  della  ^era,  può  riguardar- 
si come  un  triangolo  rettilineo , i cui  lati  avessero  la 
stessa  lunghezza  de’  lati  a , b , c del  triangolo  sfeìico  , 
e i cui  angoli  fossero  rispettivamente  quelli  dello  stesso 
triangolo  sjerico,  diminuito  ciascuno  elei  terzo  dell' ee- 
cesso  sferico. 


(')  Geometria,  prò.  23,  lib.  7. 
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Questo  importantissimo  teorema  , mercè  il  quale  la 
risoluzione  d’ un  triangolo  sferico  sì  fa  dipenderla  da  quel- 
la di  un  triangolo  rettilineo,  è dovuto  all'  illustre  Legemdre. 

190.  Essendo  ed  r*  due  quantità  della  specie  me- 
desima, risulta  dalla  formola  (6,  189)  che  s è un  numero 
astratto  indicante  perciò  una  frazione  del  raggio  delle  tavole 
preso  per  unità;  e perciò  nelle  formofe  (7,139)  manca  l’omo- 
geneità , essendo  che  A , A\  ec.  rappresentano  gradi.  Sa- 
rà dunque  necessario  convertire  ancora  e in  gradi.  E que- 
sto un  problema  che  soventi  volte  si  ha  occasione  di  por- 
lo in  pratica,  affine  di  restituire  l' omogeneità  ad  una  for- 
mola ; e consiste  appunto  nel  convertire  in  gradi  e sue 
divisioni,  un  arco  espresso  in  parti  del  raggio,  e reci- 
procamente. La  soluzione  di  questo  problema  ottiensi  fa- 
cilmente , mercè  le  considerazioni  seguenti. 

Suppongasi  il  raggio  delle  tavole  contorto  ed  applica- 
to sulla  circonferenza:  esso  abbraccerà  un  numero  di  gra- 
di che  rappresenteremo  con  B°,  oppure  un  numero  R‘  di 
primi,  o in  fine  un  numero  R"  di  secondi;  i quali  numeri 
facilmente  possono  calcolarsi  poiché  essendo  «’=:3,  1415926 
la  lunghezza  della  mezza  circonferenza,  il  cui  raggio  è 1 , 
e contenendo  quella  180°  , allora  il  numero  R°  si  otterrà 
dalla  proporzione 


ir:  1::180“:  R°= 


IgQO 

e sarà  perciò  il  numero  de’  gradi  contenuti  nell’  arco 

abbracciato  dal  raggio  ; il  quale  numero  convertito  in  prl- 

. . . 180»X60  180“X60  X 60  „ 

mi  o in  secondi  diviene — ; ^ --.Fertant^ 

sarà 

4OA0 

Raggio  espresso  in  gradi  =——z=57°, 29578; 

10800' 

Raggio  espresso  in  primi  R'  = =3437*747  ; 


Raggio  espresso  in  secondi  R" 


548000» 

«r 


=206264”, 8 


Posto  ciò  sia  « un  arco  espresso  in  parti  del  raggio, 
e rappresentiamo  rispettivamente  con  a”,  «”  i numeri  di 
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gradi,  di  primi,  e di  secondi  che  in  esso  si  contengono. 
Avremo,  per  determinare  ^esti  numeri,  come  è chiaro , le 
proporzioni  seguenti 


donde 


d®  d$  d” 

ce=^o=^,=^ii  oppure  xiJ". 


Quindi  un  arco  dato  in  gradi,  oppure  in  primi  op- 
pure in  secondi , si  convertirà  in  parti  del  raggio , di- 
videndolo per  R®,  quando  è espresso  in  gradi  , per  R' 
quando  è espresso  in  primi,  e per  R"  quando  è espres- 
so in  secondi.  E reciprocamente  un  arco  dato  in  par- 
ti del  raggio  si  convertirà  in  gradi  motiplicandolo  per^ 
R°;  si  convertirà  in  primi  moltiplicandolo  per  R',  e fi- 
nalmente in  secondi  moltiplicandolo  per  R“. 

Si  avverta , come  1’  espressione  di  R"  possa  scriversi 
anche  cosi 

1 


648000“ 


e siccome  il  denominatore  di  questa  frazione  esprime  T arco 
di  un  secondo , e quando  un  arco  è piccolissimo,  come  in 
questo  caso  , può  ad  esso  sostituirsi  il  suo  seno  , cosi  si 


• X • • ® 

avrà  con  molta  approssimazione  quindi  0,=-^,=:. 

%"senl".  In  questo  modo  l’arco  « trovasi  rimpiazzato  ' da 
una  linea  trigonometrica  moltiplicata  pel  numero  dei  secon- 
di in  esso  contenuti. 


191.  Volendo  ora  ridurre  e in  secondi,  convien  mol- 
tiplicare il  detto  rapporto  pel  numero  de’  secondi  conte- 
nuti nel  raggio  1 ; ed  essnedo  R''=206264'',8  questo  nume- 
ro, si  avrà  definitivamente 


(8) 


£ =~  .R“=i . 206264“8. 
r*  r* 
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Posto  ciò , 1°  se  del  triangolo  sferico  son  dati  i tre 
lati  a,  b,  c,  sarà  (4, 1 1 3)  a)(j— 6)(j-c) , essen- 

do 2f=a-}-ò-f-c , c quindi 

(9)  f— 


Calcolati,  mercè  i tre  lati  a,  ò,  c,  i tre  angoli  A',  B', 
C del  triangolo  rettilineo,  si  avranno  quelli  del  proposto 
sferico,  aggiungendo  a ciascuno  de’ primi  4 £. 

2 . Se  poi  son  dati  due  lati  b,  c e l'angolo  compre- 
so ^ , allora  (1,  113) 


o àcsen/1  . , bcsenA„,, 

— 2 — ’ ® quindi  (10)  e ==— — — i?". 


In  verità  la  vera  espressione  di  5’  sarebbe  s=z-^-  ' ; ma 

poiché  idue  angoli  A ed  A',  come  abbiam  veduto,  differiscono 
tra  loro  j>er  una  quantità  in  coi  r è al  secondo  grado,  cosi  le 

- • . àcseoil  àcsenA'  . 

due  espressioni  — - — e — ^ non  differiscono  neppure  es- 

se tra  loro  sino  a quest’ordine. 

Calcolati  gli  angoli  B'  e C'  e il  terzo  lato  a del  triangolo 
rettilineo,  mercè  i dati  6 , c,  ed  A—i  e,  avremo  le  tré 
parti  cercate  del  triangolo  sferico,  cioè  a,  B'-\-i  s,  C'-f-  ì £• 
3®.  Quando  del  triangolo  sferico  son  dati  due  angoli 
e ^ e il  lato  adiacente  c,  sarà  (2,  113) 


(11) 


y c*  scnflscnA 

2sen[d  -|-  By 


e quindi 


c’  scn^sen^  B" 
seii(/l-|-^)  ' 2r* 


E similmente  se  son  dati  gli  angoli  A e B coi  lato 
a opposto  ad  uno  di  essi,  si  può  prendere  con  1’  aiiprossi- 
mazionc  ritenuta,  C'=180'’— e quindi  mercè  la  for- 
mola  (3,  113)  si  avrà 


(12) 


o*  scngscn[d  -f- B)  R" 
sen/1  ' ir- 


la 
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Fatto  ciò  si  calcoleranno  gii  altri  elementi  incogniti 
del  triangolo  rettilineo , e quindi  se  ne  dedurranno  quelli 
del  proposto  sferico. 

4°.  In  fine  se  son  dati  due  lati  a,  b , e \'  angolo 
si  potrà  prendere 


a 


e (|iiindi  , come  sopra  C'=l80° — , e sarà  poi 


(13) 


£ 


oàscnC' 
' 2r* 


R". 


192.  Vi  sarebbero  ancora  altri  casi  particolari  della 
risoluzione  d’  un  triangolc  sferico , ma , per  non  dilungar- 
ci , rimandiamo  il  lettore  all'  eccellente  Trattato  di  Tri- 
gorioinetria  di  Legendre,  donde  abbiamo  tolto  il  caso  qui 
innanzi  discusso. 


CAPO  SETTIMO 

ANALISI  GEOMETRICA  DETERMINATA. 

ARTICOLO  I. 

Questioni  geometrico-numeriche. 

193.  L'algoritmo  algebrico  è stato  fin’ ora,  esclusiva- 
mente, apj)licato  alla  risoluzione  de' triangoli,  e dalla  gene- 
ralità de'  risultamenti  cui  siamo  stati  condotti,  senza  il  biso- 
gno più  di  figura , una  volta  che  si  è arrivato  a stabilire  le 
equazioni  tra  gli  elementi  d’ una  figura,  si  può  argomentare 
del  vantaggio  che  può  esso  arrecarci  così  applicato.  £ per 
viemeglio  mettere  in  chiaro  una  tale  proposizione , passe- 
remo ora  a trattare  parecchie  altre  questioni  geometriche 
alcune  delle  quali  avranno  per  oggetto  , come  quelle  fino 
ora  trattate  , di  determinare,  cioè,  numericamente  alcuni 
elementi  d una  figura,  quando  altri  ne  fossero  dati;  ed 
altre  avranno  per  iscopo  di  assegnare  graficamente  la  po- 
sizione di  taluni  elementi  d' una  figura , mercè  la  cono- 
scenza di  altri , in  modo  da  soddisfare  talune  date  con- 
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dizioni.  Nell’ un  caso  e nell’altro  il  metodo  a tenersi  po- 
trà essere  generalmente  enunciato  nel  modo  seguente;  sup- 
posto risoluto  il  problema , si  disegni  ad  arbitrio  la  fi- 
gura , che  forma  l' oggetto  della  questione , con  tutte  le 
parti , che  si  considerano  come  date , e quelle  che  si 
suppongono  incognite  ; indi  si  esamini  attentamente  se 
fra  gli  elementi  dati  ed  incogniti  vi  sieno  delle  relazio- 
ni immediate  , e note  per  natura  della  stessa  figura  , e 
si  esprimano  in  linguaggio  algebrico;  e se  ciò  non  ha 
luogo  s' introducano  allora  ausiliariamente  de'  nuovi  ele- 
menti, tali  che  tra  questi  e i precedenti  potessero  aver 
luogo  delle  relazioni  di  figura , proprie  ad  essere  tra- 
dotte algebricamente  in  equazioni , e talmente  ancora 
che  eliminando  tra  esse  gli  elementi  estranei,  restasse- 
ro quelle  equazioni  che  stabiliscono  le  dipendenze  im- 
mediate tra  gli  elementi  dati  e gl’  incogniti  della  questio- 
ne proposta.  Si  fa  chiaro  dal  fin  qui  detto,  che  per  am- 
mettere una  determinata  soluzione  del  problema,  è necessa- 
rio che  si  potessero  formare  altrettante  equazioni  per  quan- 
ti sono  gli  elementi  incogniti  della  questione  e quelli  e- 
stranei  o ausiliarii. 

Alfine  di  dichiarare  quant'ora  si  è detto,  riporteremo 
qui  appresso  la  soluzione  di  alquanti  problemi. 

194.  Problema  I.  Essendo  dati  i tre  lati  d un  trian- 
golo , determinare  il  raggio  del  circolo  circoscritto  in 
funzione  de'  medesimi  lati. 

>So/ttz<one. ‘Rappresenti  ABC  (/?g.  15)  il  triangolo  da- 
to: pongansi  i lati  AB=a,  hC=b,  BC=c;  e si  dinoti  con 
r il  raggio  del  circolo  ABC  circoscritto  al  triangolo  dato. 
Seguendo  la  regola  precedente,  supporremo  risoluto  il  pro- 
blema proposto,  e che  O sia  il  centro  del  circolo;  per  mo- 
do che  congiunrgendo  AO,  e prolungando  questo  raggio  si- 
no ad  incontrare  novellamente  la  circonferenza  in  D,  sarà 
AD  un  diametro,  e perciò  eguale  a 2r.  £ poiché  tra  i la- 
ti AB,  BC,  AC  e il  diametro  AD  non  v’ha  relazione  im- 
mediata , congiuogansi-BD  , CD  , e si  avrà  così  un  qua- 
drilatero ABDC  inscritto,  il  quale  per  una  proprietà  cono- 
sciuta (*)  dà  r eguaglianza 

(a)  ABxCD-+-ACxBD=ADxBC, 

(*)  Legendre — Gtomtria  ; pr.  33 , lil».  3. 
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Ja  quale  stabilisce  una  relazione  tra  gli  elementi  dati  AB, 
BC , AC,  l'elemento  incognito  r , che  vi  entra  col  suo 
doppio  AD,  e due  altri  elementi  ausiliarii  BO,  CD,  i quali 
converrà  eliminare,  per  mezzo  di  altre  relazioni  che  biso- 
gna cercare.  Or  queste  relazioni  derivano  subito  dalla  na- 
tura de’  due  triangoli  BAD , ACD , i quali  per  essere  AD 
un  diametro  son  rettangoli , e danno 


BD 


=VaD— Ab’,  CD=VaD— AC; 


laonde  ponendo  queste  espressioni  nella  (a)  e sostituendo  i 
simboli  algebrici , avrassi 


(1  ) n 4r* — A’  -J-3  4r* — a‘=2cr , 

donde  si  caverà 


(2) 


ahe 


y ìia’c'—{a'^c'—b')' 


È questa  formola  quella  che  risolve  la  proposta  que- 
stione, e che  può  facilmente  trasformarsi  in  modo  da  poter- 
vi applicare  i logaritmi.  In  effetti , se  si  osserva  che  la 
quantità  sottoposta  al  radicale  è la  differenza  di  due  qua- 
drati , potrà  scomporsi  in  fattori , come  qui  appresso 


4aV — (a’+c* — b*y=(%ac-\-a'-^c'—b'){%ac — a* — c'-\-b') 
=[(a-f-c)*— i’]  [i<*— (<z— c)’]= 

è 

{a-\-b+c){a-\-c — b)(^a-{-b  — c)(A-f-c — a)  ; 
onde  fatto  per  semplicità  n-f-^c=2s’,  si  avrà 

4aV-(a’-|-c*-A*)*=l  6j(f-flXx-è)(f-c)  ; 

ed  infine  sostituendo  nella  (2)  si  otterrà 

(3)  ^ ■■■-  ■ 

^y  (t(* — o)(* — 6](« — c) 
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195.  Se  il  triangolo  e equilatero,  sarà  a=b=Cf  onde 
viene 


(*) 


196.  11  vantaggio  dell' applicazione  dell’Algebra  alla 
Geometrìa  non  è solo  quello  di  dar  le  formole  die  alla 
proposta  questione  si  riferiscono  , ma  di  condurre  ancora 
ad  altre  proprietà,  o relazioni  diverse  dalle  proposte. E per 
fermo  se  nell'  attuale  problema  si  riflette  che  il  radicale  della 
formola  (3,194)  rappresenta  la  superfìcie  S dd  triangolo 
(4,113)  ne  trarremo  subito  l'altra  elegante  formola, 

(5)  iSt—abe , 

• 

che  stabilisce  una  relazione  tra  i lati  , la  superjìcie  del 
triangolo , e il  raggio  del  circolo  circoscritto. 

Più  generalmente  la  formula  (1,  194^  stabilisce  una 
relazione  tra  le  corde  AB,  BC  ed  AG,  vale  a dire  tra  le 
corde  di  due  ardii  e (juella  dell’  arco  somma  o differen- 
za', o quando  AB=AC  , e perciò  a—b  , la  (1)  dà  , per 
la  corda  c dell’  arco  doppio  di  quello  che  ha  per  corda  a, 

(6)  ^=7  K47w. 

197.  Problema  li.  Dato  un  triangolo,  determinare 
il  raggio  del  circolo  inscritto , in  funzione  dei  lati  di  es- 
so triangolo. 

Soluzione.  Supponiamo  risoluto  il  problema  , e dal 
centro  del  circolo  inscritto  s’ intendano  abbassate  le  per- 
pendicolari su  i tre  lati  a , 4,  c , le  quali  (')  risulteran- 
no eguali  tra  loro  ed  al  raggio  R,  che  deesi  determinare 
in  funzione  dei  lati  del  triangolo  dato. 

Si  osservi  dunque , che  in  questo  caso  non  v’  ha  bi- 
sogno d’  alcun  elemento  ausiliario  , perocché  , dinotando 
con  S la  superficie  del  triangolo,  si  ha  immediatamente 

ì (n-|-4-j-c)i?=5’. 


(*)  Legendre— Ccomcfrio;  prob.  15,  lib.  2. 
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(7) 


B= 


25 


a-|-é-|-c  I ’ 


essendo  come  nel  problema  precedente  a-\-b-\-c—'2s 

198.  Se  il  triangolo  proposto  è equilatero  si  ha  a=b 
=c,  e quindi  3a=2j,  onde 


(8) 


c come  nella  .stessa  ipotesi  (5,113)  risulterà 

« i_ 

2^3’ 

199.  Eliminando  S tra  la  (7,197)  e la  (5,196)  a’ avrà 

( 1 0)  kRrsssabc, 

e questa  formola  stabilisce  una  relazione  fra  i lati  del  trian- 
golo e i raggi  de'  circoli  inscritto  e circoscritto. 

200.  Problema  III.  Determinare  la  superfìcie  et  un 
quadrilatero  inscritto  in  un  cerchio,  essendone  dati  i lati. 

Soluzione.  Rappresenti  ABDC  (^g.  15)  il  dato  qua- 
drilatero, c pongansi  i lati  AB=a,  BD=5,  CO=c,  C\=d. 

Si  rappresenti  con  S la  superfìcie  incognita,  e si  trat- 
terà di  determinare  S in  funzione  di  a,  b,  c,  d.  Non  es- 
sendovi tra  questi  elementi  una  immediata  relazione  la 
quale  potesse  algebricamente  tradursi,  converrà  far  uso  di 
elementi  ausiliari!. 

Si  tiri  perciò  la  diagonale  AD,  la  quale  scomporrà  il 
dato  quadrilatero  ne'  due  triangoli  ABD,  ADC,  de’quali  di- 
noteremo le  superfìcie  con  S,  S,  ; e si  avrà  una  prima  re- 
lazione 

(11)  s=s.+s.. 

Inoltre  se  si  osserva  che  la  somma  de’  due  angoli  op- 
posti .ABD,  ACD  è uguale  a 180°,  e si  dinoti  il  primo  con 
B,  Taltro  sarà  espresso  da  180° — B.  Quindi  si  avrà  (1,112) 

S,=  lal/senB,  S,-=  1 cJsen(180° — B)=:  { cdseoB  ; 

laonde  ponendo  questi  valori  nella  (11)  emergerà 

(12)  S=l{aò+cd)scnB. 
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Siccome  sì  suppongono  dati  i soli  lati  del  quadrila- 
tero, così  r angolo  B deesi  considerare  come  un  elemen- 
to ausiliario , e sarà  necessario  trovare  una  relazione  tra 
esso  e i lati  dati  a,  6,  c,  d per  poterlo  eliminare  dalla  (12). 
Or  questa  relazione  emerge  subito  dai  due  triangoli  ABO, 
ACD,  i quali  per  un  teorema  conosciuto  ( teor.  2, 82)  danno 


AD  =a*-f-é* — 2a6cos5 

AD  — ’ìcà  cos(180° — B)=c'-^d‘-\-2cd  cosB, 

e paragonando  queste  due  eguaglianze  se  ne  deduce 


cos5=' 


a+ò'—c'^d', 
2(aA+crf)  ’ 


e quindi 


sen5= 


V ^{ab+cdy^ia’+b'—c'—d'y 


2{ab-\-cd) 


Sostituendo  dunque  questo  valore  di  sen^  nella  (12) 
si  avrà  finalmente 


(13)  S=\V  Kab-i.cdy-{a'-\^'-c'-dy  . 


Questa  formola  risolve  completamente  la  questione 
proposta  , ma  per  poterne  fare  uso  nel  calcolo  numerico 
converrà  porla  sott’  una  forma,  che  si  presti  al  calcolo  lo- 
garitmico. A ciò  si  perviene  facilmente  , osservando  che 
la  quantità  sottoposta  al  segno  radicale  è la  diOerenza  di  due 
quadrati,  e perciò  operando  come  si  è fatto  per  la  formo- 
la (2,  194),  e punendo  a-\-b-\-c-\-d=‘ls , si  troverà 

(14)  S — \/  (s — o)(s Ò)(* c)(» (/}. 

201.  Problema  IV.  Essendo  dati  i tre  lati  <T  un  pa- 
rallelepipedo , co'  tre  angoli  che  tra  essi  fanno , deter- 
mnarne  la  solidità. 

Rappresenti  CD  ( fig.  20  ) il  parallelepipedo,  i cui  Iati 
e gli  angoli  che  essi  formano  sieno  OA=ra,OBi=^,OC=c, 
A0B=»,  A0C=<3,  BOC=y;  c si  dinoti  con  y la  chiesta 
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solidità  : trattasi  trovare  uuu  forinola  clic  desse  V in  fun- 
zione di  a,  b,  c,  »,  /3,  y. 

Soluzione.  Partendo  dal  teorema  che  la  solidità  d'  un 
parallelepipedo  è uguale  al  prodotto  della  base  moltiplica- 
ta per  la  corrispondente  altezza  , e supponendo  che  fosse 
130AD  la  base,  e CP  l' altezza,  avremo  immediatamente 


(15)  r=BOABxCP.  - , 

Or  (13,1 15)  la  superficie  della  base 

BOAD=OB  X OAsenAOB=a6sen»  ; 

e percliè  il  triangolo  COP  è rettangolo , 1’  altezza  CP= 
COsenCOP=csenCOP  , dunque  la  formula  (15)  si  cangia 
nell’  altra 

(16)  V=.abc  sen»  senCOP  ; 

nè  resta  che  trovare  senCOP  in  funzione  de’  lati  e degli 
angoli  dati.  S’ immagini  perciò  descritta  dal  vertice  O co- 
me Centro,  e con  un  raggio=l,  una  sfera  che  incontri  i 
tre  Iati  del  parallelepipedo  e la  congiungente  OP  rispetti- 
vamente ne’  punti  A',  B',  C',  P',  i quali  congiunti  per  mezzo 
di  archi  di  cerchio  massimo  daranno  il  triangolo  sferico 
obbliquangolo  A'B'C',  in  cui  A'B'=*>  A'C'=j3 , B'C'=y, 
ed  il  triangolo  sferico  B'C'P  rettangolo  in  P';  quindi  pel 
secondo  di  questi  triangoli  si  avrà  (2,125) 

(17)  senC'P'=senB'C'scnC'B  'P  '=senvsenC'B'P' , 
e pel  primo  dei  detti  triangoli  si  avrà  (1,102) 

cosC'B'P'='-^t£^!l^, 

sena  senr 

e,  passando  al  seno  (2,34),  c tenendo  presente  che  (21,38) 
sen’»  sen’v — cos’ot  cos’'y=  1 — cos’»— cos'y,  si  troverà 


scnC'B'P'  = 


— cos’* — cos’(3 — cos’7-|-2cos»  cos/3  cos7  ^ 


sena  seny 


laonde,  sostituendo  questo  valore  di  scn  C'BT'  nella  (IV), 
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eJ  osservando  che  1'  arco  C'P'  misura  1’  angolo  COP  si 
avrà 


senCOP= 


— cos** — cos*/3—  cos*'y+2cos«  cos/3  cosy 
sena  seny  ’ 


e quindi  ponendo  questo  valore  nella  (16)  si  avrà  final- 
mente per  la  formola  cercata 

(18)  F=abcY^  i—  cos’o — cos*/3 — cos*Y-|-^cosa  cos/3  cos-y. 


202.  Questa  formola  però  è suscettiva  di  ulteriore  tra- 
sformazione, poiché,  secondo  la  formola  (28,66)  si  ha 

1 — cos*a  — cos’/3 — cos*7+2cosa  cos/3  cosy= 

[ cos/3— cos(a-l-o')  3 [ cos(o — y)— cos^  3 » 

e scomponendole  differenze  de’ coseni  in  prodotti,  secon- 
do la  formola  (8,  61),  ponendo  ar\-^-\-y=2a,  e quindi  so- 
stituendo in  (18)  si  avrà  finalmente 

(1 9)  f^—2a6cy~  seno  sen(o— a)sen(o— /3)sen(ti— y)* 

Essendo  la  piramide  OABG  il  sesto  del  parallelepipe-, 
do  CD,  dalla  formola  precedente  si  può  ricavare  quella  del- 
la solidità  della  piramide. 

203.  Crediamo  esser  sufficienti  questi  pochi  problemi 
per  mostrare  la  via  da  tenersi  in  simili  occorrenze,  e pas- 
seremo perciò  alla  seconda  specie  di  questioni , a quelle  , 
cioè,  ove  si  tratta  di  determinare  la  posizione  di  alcuni  ele- 
menti d’una  figura,  in  modo  da  soddisfare  date  condizioni. 
Prima  però  di  proporci  qualunque  problema  di  questo  ge- 
nere , crediamo  necessario  dover  qui  parlare  di  quell’  ope- 
razione che  costruzione  geometrica  si  addimanda  , trattan- 
dola per  ora  solo  per  quei  casi  ove  si  richiede  soltanto  la 
retta  ed  il  cerchio. 
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Cuslruztone  geometrica  di  quelle  formale  o equazioni  algebriche, 
che  richiedono  l'impiego  della  retta  e del  cerchio. 

204.  Quando  un  problema  geometrico  è stato  alge- 
bricamente risoluto,  allora  la  incognita  o le  incognite  del- 
la questione  ci  verran  date  in  ultim’  analisi  sotto  forma  pa- 
rimente algebrica  ; e la  formola  che  ci  rappresenta  T in- 
cognita può  ridursi  ad  un  numero  , se  tutti  gli  elementi 
dati  a numeri  essi  pure  si  riducano,  stabilendo  un’unità 
arbitraria.  Ma  molte  volte  pare  che  sia  più  elegante  sosti- 
tuire all'  operazione  numerica  un*  operazione  tutta  geome- 
trica, comunque,  torniamo  qui  a dirlo,  la  prima  sia  in  gra- 
do di  dare  risnltamenti  più  precisi  della  seconda.  Or  col 
nome  di  costruzione  geometrica  s' intende  precisamente 
quel  complesso  di  operazioni  geometriche  da  effettuar- 
si sugli  elementi  stessi  della  questione,  tal  quali  ci  son 
dati  , e senza  ridurli  in  numeri  , seguendo  quelle  ope- 
razioni che  algebricamente  vengono  espresse  nella  jor- 
mola  che  dà  il  valore  dell’  incognita.  Metteremo  dun- 
que in  disamina  le  diverse  forme  algebriche  , sotto  le  qua- 
li può  presentarsi  il  valore  d’  un’incognita,  senza  ecce- 
dere le  equazioni  del  secondo  grado  , e quelle  del  quar- 
to che  alle  prime  si  riducono  , ed  esporremo  i mezzi 
onde  costruirla.  Intanto  facciamo  avvertire  che  in  tutto 
quello  che  ora  saremo  per  esporre  supporremo  l'incognita 
rappresentare  una  retto,  e quindi  converrà  tener  presente 
quanto  nell’introduzione  si  è detto  intorno  all’omogenei- 
tà delle  formole , allorché  tutte  le  altre  linee  del  proble- 
ma insieme  all’  incognita  suppongonsi  riferite  ad  un’  nni- 
tà  arbitraria  , e non  faciente  parte  della  questione  ; e al 
grado  che  debbono  avere  dette  formole  quando  rappresen- 
tano una  retta  ( n.”  2 e seg.  ). 

205.  Le  formole  algebriche  più  semplici  sotto  cui  può 
presentarsi  una  retta  incognita  x,  in  funzione  di  due  rette 
note  a,  5' sono  al  certo  le  seguenti 

(1)  x=a-\-b,  (2)  x=a—b, 

che,  com’  h chiaro,  rappresentano  la  prima  la  somma,  e la 
seconda  la  differenza  delle  due  rette  n e &.  £ sarà  faci- 
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le  ottenere  con  una  costruzione  geometrica  la  retta  x;  per- 
chè supposto  che  sia  AB=a  81  ) c GD=A  , si  pro- 

lungherà la  AB  da  B verso  £ d’  una  quantità  BE=CD  , 
e tutta  la  retta  AE  sarà  eguale  ad  a-f-b,  e perciò  ad  x del- 
la (1);  oppure  si  porterà  da  B verso  A una  porzione  BE' 
=CD,  e sarà  la  porzione  AE'=a— A,  cioè  AE'  sarà  l'in- 
cognita X espressa  dalla  formala  (S). 

206.  Se  si  avesse  più  generalmente 

■ x=a-f-6 — c-i-d — e-f 


si  comporrebbe  una  sola  retta  di  tutte  quelle  che  sono  af- 
fette dallo  stesso  segno  -{-i  ed  un’ altra  di  tutte  quelle  che 
portano  il  medesimo  segno  — ; indi  dalla  prima  se  -ne  to- 
glierebbe la  seconda,  ed  il  risultamento  sarebbe  la  retta  x. 

207.  £ da  osservarsi  inoltre  che  abbiam  sempre  sup- 
posto , che  la  retta  da  togliersi  fosse  minore  di  quella  dal- 
la quale  dev’  esser  tolta.  Se  il  contrario  avvenisse , allora 
con  r effettuare  l' operazione  , allo  stesso  modo  come  so- 
pra è stato  indicato,  la  differenza  tra  le  due  rette  <z  e A, , 
che  in  tal  caso  sarebbero  AB  e C'D',  verrebbe  a cadere 
da  A in  £",  e si  troverebbe  così  in  senso  opposto  della 
differenza  AE';  nel  tempo  stesso  la  forinola  algebrica  n— A 
risulta  negativa,  mentre  è positiva  per  la  differenza  AE'. 

208.  Passiamo  ora  alle  formule  frazionarie,  e sempre 
razionali  però.  La  più  semplice  di  esse  che  può  esprime- 
re il  valore  d’ un’ incognità  è evidentemente 


(3) 


la  quale  dà  successivamente  cxr=ùib,c’a”b:x,  e quindi 
la  retta  incognita  x è quarta  proporzionale  alle  tre  ret- 
te date  c , a,  A.  Onde  (*)  formato  1’  angolo  qualunque  A 
22)  si  taglierà  AB=a,  AC=c,  AD^A,  e quindi  con- 
giunta CD  e menata  BM  parallela  a CD,  sarà  AM=x. 

Se  nella  formula  (3)  il  numeratore  , in  luogo  di  un 
prodotto,  fosse  un  quadrato,  per  modo  che  si  avesse 


w 


allora  si  avrebbe  come  sopra  cx=a*,  ci  all  a:  x e quindi 


(*]  Lcgcndre— (reomelrla,  prob.  2,  lib.  3- 
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la  retta  incognita  x sarebbe  terza  proporzionale  alle  due 
rette  date  c ed  a.  Laonde  formato  come  sopra  l' angolo 
qualuntjue  A {Jìg.  23)  si  taglierà  AB=c,  AC=AM=a; 
indi  congiunta  la  MB  si  menerà  la  CD  parallela  a BM , e 
sarà  AD=x. 

209.  Dopo  queste  più  semplici  frazioni  razionali  pren-  ■ 
dono  posto  immediatamente  quelle,  in  cui  i termini , sen- 
za cessare  d’  esser  monomii,  sono  però  composti  di  diver- 
si fattori , come  sarebbe  la  formola 

oTbc 

d«*' 

La  costruzione  di  questa  nuova  formola  facilmente 
ottiensi  dopo  le  ultime  esposte,  osservando  che  essa  può 
prendere  il  seguente  aspetto,  cioè 

a*  h c _ 


allora  ponendo,  per  un  momento,  =n,siavrà  ar=— , 

e così  X sarà  quarta  proporzionale  alle  tre  rette  c,  n,  c,  delle 
quali  le  due  e e c sono  immediatamente  date,  e la  n si 

rinviene  dalla  relazione  ausiliariamente  stabilita  la 

c 

quale  indica  che  la  n c quarta  proporzionale  alle  tre  rette 
e,  m,  essendo  e e A rette  immediatamente  date,  ed  m es- 
sendo un’  altra  retta  da  costruirsi  dietro  l' altra  relazione  au- 

siliaria  j =m , che  indica  essere  m terza  proporzionale  alle 

due  rette  d ed  a.  Pertanto  la  costruzione  della  formola 


(5)  si  eseguirà  cominciando  dal  costruire  quest’ ultima  ter- 
za proporzionale  m;  indi  la  quarta  proporzionale  n;  ed  iii 
fìne  la  retta  cercata  x;  e queste  costruzioui  si  eSettuiranno 
tome  nel  numero  precedente. 

In  generale  qualunque  sia  il  numero  de’  fattori  de’ ter- 
mini della  frazione  ( purché  resti  verificata  la  legge  di  o- 
mogeneità  ) si  potrà  quella  frazione  sempre  scomporla  in 
fattori  anche  frazionarli,  il  primo  de’  quali  fosse  della  for- 
ma (3)  o della  forma  (4)  (n.”  208) , e tutti  gli  altri  fos- 
sero de’  rapporti  ; allora  quel  primo  fattore  indicherà  una 
retta  quarta  o terza  proporzionale  a rette  date  , la  quale 
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costruita  e moltiplicata  pel  secondo  fattore  indicherà  una 
seconda  retta  quarta  proporzionale  ; e cosi  di  seguito.  £ 
i^uesto  appunto  è stato  il  metodo  tenuto  nel  costruire  la  (5). 

210.  Passiamo  finalmente  alla  costruzione  delle  fra- 
zioni a termini  polinomii , e sia , per  esempio 


(6) 


ffA— »• 


Per  costruire  questa  formula  osserveremo  che  se,  senza  al- 
terare il  valore  della  frazione  , si  potesse  giungere  a ri- 
durre il  numeratore  a prodotto  di  due  fattori  del  primo 
grado , e il  denominatore  ad  un  binomio  anche  del  pri> 
mo  grado,  allora  la  precedente  frazione  sarebbe  nel  tem- 
po stesso  ridotta  alla  forma  (3,208),  e si  troverebbe  la  x 
della  (6),  come  si  è trovata  la  x della  (3,208).  Questa  ri- 
duzione è facile  ad  operarsi , perocché  dividendo  ambi  i 
termini  della  frazione  data  per  un  fattore  monomio  di 
grado  inferiore  d’ un’  unità  al  grado  del  denominatore,  que- 
sto si  abbasserà  al  primo,  e il  numeratore  al  secondo.  Ckisi 
dividendo  ambi  i termini  della  frazione  (6)  per  i si  avrà 


ohe  (Te  p 

T+T“r 


indi  si  potrà  scomporre  il  numeratore  in  due  fattori  del 
primo  grado,  ponendo  come  fattore  comune  di  tutti  i suoi 
termini  una  qualunque  delle  lettere  che  entrano  in  essi , 
la  f per  esempio  e risulterà 

<+t-4)  ' 

Hi 

t 

Fatto  ciò  non  rimane  che  costruire , per  mezzo  delle 

regole  del  num.  209  le  due  rette^,  addizionarle  co- 

/•  A 

me  nel  n.°  205  ; indi  costruire  la  retta^  secondo  si  dis.se 
nel  n.°  208,-  e togliere  questa  retta  dalla  somma  delle  due 
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prime  : si  avrà  cosi  per  risnltamento  una  certa  retta  cbe  di- 
noteremo con  m.  Riducendo  similmente  il  denominatore  ad 
un’altra  retta  che  chiameremo  n,  col  togliere  la  retta  i dalli! 

retta  ^ , risulterà  x=—,  e si  tratterà  finalmente  trovare  u- 

t n 

na  quarta  proporzionale  in  ordine  alle  tre  rette  n ^ m 
per  ottenere  1'  incognita  x. 

211.  In  generale  se  n è il  grado  del  numeratore,  e 
perciò  n — 1 quello  del  denominatore  , allora  dividendo  ara- 
bi i termini  della  frazione  per  un  fattore  monomio  del 
grado  n — 2 , si  verrà  a ridurre  il  numeratore  al  secondo 
grado,  ed  il  denominatore  al  primo  ; dopo  di  che  si  po- 
trà scomporre  il  numeratore  in  due  fattori  del  primo  gra- 
do, de'  quali  uno  può  esser  sempre  una  qualunque  delle 
lettere  che  entrano  ne'  numeratori  delle  frazioni  del  nu- 
meratore della  frazione  generale,  e 1’  altro  sarà  un  polino- 
mio. £ si  badi  che  il  fattore  monomio  del  grado  n — 2,  di 
cui  più  sopra  si  è discorso,  può  talmente  essere  scelto  che 
fatta  la  divisione,  acquistassero  una  forma  molto  semplice 
i termini  che  comporranno  i novelli  termini  della  frazio- 
ne data  e ciò  si  otterrà  scegliendo  quel  divisore  in  modo 
che  avesse  fattori  comuni  con  quanti  più  si  posson  termi- 
ni del  numeratore  e del  denominatore  della  frazione  data. 

212.  Dopo  aver  esposto  le  regole  come  costruire  una 
determinata  lunghezza,  quando  essa  vien  data  da  una  for- 
mula razionale,  passeremo  ora  a vedere  come  debbasi  co- 
struirla, quando  ci  vien  data  da  una  formula  irrazionale  , 
non  eccedente  il  secondo  grado,  che  è la  soia  della  quale 
per  ora  ci  occuperemo. 

Le  formule  irrazionali  più  semplici  sono  ad  evidenza 
le  seguenti  tre 

(7)  x=y  (8)  x=y~ a^—b\  (9)  x=y  ab, 

le  quali  elevate  a quadrato  dànno 

x'=a'-\-b\  x'=a' — 6’,  x'=ab  , 

e COSI  si  vede  che  la  prima  di  esse  c’indica  essere  l’inco- 
gnita X r ipotenusa  d’ un  triangolo  rettangolo , avente  per 
cateti  le  due  rette  date  a e A;  la  seconda  ci  dinota  essere 
la  X il  cateto  d’  un  triangolo  rettangolo  avente  per  ipotenusa 


Digitized  by  Google 


ANAUSl  GEOMETRICA  SETEBHIRATA 


475 


la  retta  data  a e per  altro  cateto  l'altra  retta  b\  e finalmen* 
te  la  terza  c’ iodica  esser  la  x una  inedia  proporzionale 
tra  le  rette  date  a e b.  Onde  (*)  per  costruire  la  x della 
forinola  (7),  dopo  aver  costruito  1’  angolo  retto  A {fìg-  24) 
si  prenderà  AB=a  , ed  AC=à  ; indi  congiungendo  BC 
sarà  questa  l' incognita  x.  Parimente  per  ottenere  la  x 
della  formola  (8),  dopo  aver  costruito  come  sopra  l’ango- 
lo retto  A (fig.  25) , si  prenderà  ^pra  uno  de'  suoi  lati 
una  porzione  AB=Ò  ; indi  col  centro  B e con  un  raggio 
BC=iz,  si  descriverà  un  arco,  che  taglierà  in  C l'altro 
lato  dell’  angolo  retto  , e sarà  AC=:x. 

In  questo  secondo  caso  è da  notarsi  che,  quando  a<5 
r arco  descritto  , come  sopra  , non  può  in  verun  modo 
incontrare  il  lato  AC,  onde  sarà  impossibile  costruire  la  x 
in  quest’ipotesi  ; nello  stesso  tempo  la  formola  (8)  c im- 
maginaria. Mentre  dunque  1’  operazione  , per  natura  dei 
dati  , non  può  darci  alcuna  cosa  eOìettiva,  l’Algebra  c’  in- 
dica questo  fatto  con  un  simbolo  immaginario. 

Finalmente  per  costruire  la  x delia  (9)  può  operarsi 
in  tre  diversi  modi , cioè. 

1. ®  Presa  AB=<z(/7g.  26),  BC=^>(‘*),  si  descriverà  sul- 
la AC  la  semicirconferenza  AMC  ; indi  dal  punto  B ele- 
verassi  la  perpendicolare  BM,  e sarà  questa  la  retta  inco- 
gnita X. 

2. ®  Presa  AB=a  ( fig.  26  ),  ed  AC'=à,  si  descrive- 
rà sulla  AB  la  semicirconferenza  AM'B  ; indi  , elevata 
dal  punto  C'  la  C'M'  perpendicolare  ad  AB,  si  congiun- 
gerà AM' , che  sarà  la  retta  incognita  x ; poiché  (”') 
AM'=  y A3y.h.C'==zV^=x. 

3. ®  In  fine  presa  AB=a  {Jig.'£l  ),  ed  AC=6,  si  de- 
scriverà sulla  differenza  CB,  come  diametro,  la  semicircon- 
ferenza CMB  ; si  menerà  la  tangente  AM , e sarà  AM  la 

retta  incognita  .r;  poiché  ('"■)  AM=ABxAC=aò,  e quin- 
di AM=K  ABxAC=>^=zr. 

Faremo  qui  osservare  che  le  formole  (7),  (8),  (9)  pos- 


(')  Legendre— Cwmrtria;  prob.  tl,  liti.  3. 

(**)  Legcndre— Gfnmrtria;  |»rob.  3.  lib.  3. 
(’")  Legendre— Geomeiria  ; prop.  23.  lib.  3. 
(•**')  Legeudre  — Gtomeiria  ; p|op.  30,  lib.  3. 
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sono  considerarsi  come  le  radici  d’  un’  equazione  del  secon- 
do grado  incompleta,  cioè  della  forma 

x'=/j\ 

213.  Imprendiamo  ora  la  costruzione  delle  radici  di 
un'equazione  del  secondo  grado  completa  { e che  come  si 
sa,  con  i segni  espliciti  , può  assumere  una  delle  quattro 
seguenti  forme 

(10)  x'-\-px=q‘,  (11)  X* — pxxxq'i 

(12)  x'+px= — q',  (13)  , x'—px= — q'. 

Prima  di  passare  alla  costruzione , osserveremo  che  le 
radici  della  (10)  sono  quelle  stesse  della  (11)  , prese  col 
segno  cambiato  (*)  ; inoltre  l’ una  e 1*  altra  hanno  le 
proprie  radici  di  segno  contrario  tra  loro,  e dippiù  nella 
(10)  la  radice  maggiore  in  valore  assoluto  è la  negativa, 
come  nella  (11)  è,  per  conseguenza  , la  positiva.  Si- 
milmente le  radici  della  (12)  sono  quelle  della  (13)  col 
segno  contrario,  e dippiù  nella  (12)  le  radici  sono  amen- 
due  negative,  mentre  nella  (13)  sono  amendue  positive. 
Da  questa  breve  osservazione  risulta  che  la  costruzione  delle 
radici  della  (10)  vale  ancora  per  quelle  della  (11);  come 
pure  la  costruzione  delle  radici  della  (12)  vale  ancora  per 
quelle 'della  (13).  Premesso  ciò  si  chiamino  x'  ed  x"  le 
radici  della  (10),  e sia  x'  la  radice  negativa,  allora  perla 
teoria  delle  equazioni  del  secondo  grado  (**)  avremo 

x' — x"= — p,  -^x"x"= — q', 

donde  si  trae 

a;'' — x'=p,  x'x''=q'i 

queste  due  equazioni  ci  mostrano  che  le  radici  richieste 
sono  i lati  d’  un  rettangolo  equivalente  al  quadrato  q',  e 
la  diOferenza  di  questi  lati  è p;  onde  se  ( "*)  col  raggio 
BC=  28)  si  descriva  la  circonferenza  BMM';  indi 

si  meni  la  tangente  BA.=^ , si  congiunga  AC  , c si  pro- 
lunghi Gno  ad  incontrare  nuovamente  in  M'  la  circonfe- 

(*)  D' Andrea  — £tcmen(t  et  Algebra  ; n.  392,  o 182. 

(•’)  D’ Andrea — Op.  ciL,  n.  169. 

l”’*)  Legendre  — Geometria;  prob.  18.  lib.  3. 
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ronza,  sarà  a:'=AM,  a:“=AM'.  Pertanto  le  radici  della  (10) 
SODO  espresse  dalla  secante  AM'  e dalla  parte  esterna  AM, 
e la  prima  di  queste  rette  è la  radice  negali\>u.  Giusta 
r osservazione  fatta  superiormente,  le  radici  della  (12)  sa- 
ran  parimente  espresse  dalla  secante  AM'  e dalla  parte  e- 
sterna  AM,  e questa  sarà  invece  la  radice  negativa,  men- 
tre AM'  sarà  la  positiva. 

214.  Passiamo  ora  alla  costruzione  delle  radici  delle 

(12)  x‘^px=—q',  (13)  x'-~pr= — q’. 

Dinotando  con  x',  x"  le  radici  di  quest’  ultima  c tenendo 
presente  che  sono  ambedue  [>osi(ive,  avremo,  come  sopra 

x'-\-x"=p,  x'x'‘—q*, 

il  che  ci  mostra  essere  le  radici  cercate  i lati  d’  un  rettan- 
golo equivalente  a q',  e la  somma  di  questi  lati  essere  c- 
guale  a p ; onde  (")  sulla  retta  AB=p  (/ig.  29) , come 
diametro  descritta  la  semicirconferenza  AMB  , all’  estremo 
B s’ adatti  la  tangente  BD=^;  indi  dal  punto  D si  meni 
DM  parallela  ad  AB,  e dal  punto  M si  abbassi  su  AB  la 
]>erpendicolare  MP  , le  radici  cercate  saranno  x'— AP , x" 
=BP. Prendendo  queste  due  rette  col  segno  — avremo  le 
radici  della  (12). 

Dopo  tutto  ciò,  ed  osservando  che,  ad  evidenza,  le 
AP  e BP  eguagliano  le  DM',  DM  stabiliremo  la  seguente 
regola  intorno  alla  costruzione  geometrica  delle  radici  di 
un’  equazione  del  secondo  grado  completa. 

Si  costruisca  , con  un  raggio  eguale  alla  metà  del 
coefficiente  del  secondo  termine  , una  circonferenza  ; in 
un  punto  di  essa  si  adatti  la  tangente,  ed  a partire 
dal  punto  di  contatto  se  ne  stacchi  una  porzione  egua- 
le alla  radice  quadrata  del  termine  noto  ; indi,  se  il  ter- 
mine noto  è negativo  nel  primo  membro  , si  congiunga 
r estremo  di  questa  tangente  col  centro,  e si  prolunghi 
sino  ad  incontrar  nuovamente  la  circonferenza  ; le  radi- 
ci saranno  tutta  la  secante-,  e la  parte  esterna , e partico- 
larmente V intera  secante  sarà  la  negativa,  se  il  coejffi- 

(*]  Legenlic— Cminelria;  ptob.  17 , lib.  3. 
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cientè  del  secondo  termine  è positivo  ^ e invece  sarà  la 
positiva,  se  il  coefficiente  del  secondo  termine  è nega- 
tivo : che  se  il  termine  noto  è positivo  nei  primo  mem- 
Lro  , dalC  estremo  della  tangente  tirata , come  sopra  si 
è detto,  si  meni  la  parallela  al  diametro  che  passa  pel 
punto  di  contatto  , e le  parli  di  questa  parallela  com- 
prese tra  l'estremo  di  essa  tangente,  ed  i punti  in  cui 
va  ad  incontrar  la  circonferenza  saran.  le  radici  cer- 
cate ; le  quali  saran  positive  ambedue,  se  il  coefficiente 
del  secondo  termine  è negativo , o ambedue  negative , se 
il  coefficiente  del  secondo  termine  è positivo. 

Si  osservi  che  quando  nelle  equazioni  (12)  c (13) 

Ip'  <,q'  le  radici  , come  si  sa  , riescono  immaginarie.  Or 

• » 

questa  condizione  trae  seco  1’  altra  l AB<  BD  , ovvero 
BD>AC,  ed  in  questo  caso  è evidente  che  la  retta  DM, 
condotta  parallelamente  ad  AB  non  potrà  più  incontrar  la 
circonferenza  ; onde  eOcttivamcnte  la  determinazione  del- 
le radici  sarà  impossibile.  E se\p'e=q*,  le  due  radici  di- 
ventano eguali,  ed  il  valore  assoluto  di  ciascuna  èìp:  nei 
tempo  stesso , risultando  BD=AC  , la  parallela  DM  sarà 
tangente  la  circonferenza  nell’  estremo  del  raggio  elevato 
perpendicolarmente  sul  diametro  AB;  onde  col  fatto  le  ra- 
dici saranno  eguali  , ed  il  valore  assoluto  di  ciascuna  di 
esse  sarà  BC=sp. 

215.  La  costruzione  delle  radici  d’  un'  equazione  del 
secondo  grado  conduce  ancora  a quella  delle  radici  dell'  e- 
quazione  trinomia 

(15)  x*ip'x'=+q'>. 

In  effetti  le  radici  di  quest’  equazione  sono  espresse 
dalla  formola 

V + lp'±y^  ìp^±q\ 

che  può  scriversi  anche  così 

('«)  «±Vp(,:l,±\/s/--±,C). 

Or  il  fattore 

p . 
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quando  adì  e a ^ si  dà  un  sol  segno,  come  loro  compete 
in  virtù  della  proposta  (Ì5)  ne' casi  speciali,  rappresenta'  ap- 
punto le  radici  di  una  delle  equazioni  del  secondo  grado  trat- 
tate nel  num.  prcc. , qualora  il  termine  noto  q'  si  rimpiazza 

coir  altro  ^ . Onde  trovate  queste  radici  non  resterà  che 

trovare  una  media  proporzionale  tra  ciascuna  di  esse  c la 
retta  /i,  come  lo  indica  la  formola  (16).  Supponiamo  con 
particolarità  che  1’  equazione  data  fosse  co'  segni  espliciti 

(17)  x*-\-p'x=q*y 

allora  si  avrà 

(!’’)  ^±Vp(-ip±Vip-fi;). 

Descritta  col  raggio  CB=;p(/7g.  28  ) la  circonferen- 
za £MM'  si  condurrà  la  tangente  AB=—  , indi  congiunta  AC 

e prolungatala  sino  in  M',  i due  valori  del  fattore  in  pa- 
rentesi sotto  il  radicale  saranno  (n.°  213),  geometricamen- 
te espressi  dalle  rette  AM,  AM'  ; ma  siccome  AM'  è nega- 
tiva , cosi  non  terrem  conto  di  questo  fattore  , che  con- 
durrebbe a risultamenti  immaginarii.  Ad  ottenere  quindi  i 
t valori  reali  di  x della  formola  precedente  converrà  trovar 
re  la  media  proporzionale  tra  la  retta  AM  e la  p ossia 
MM'.  Si  ottiene  facilmente  ciò,  descrivendo  (n.°  212)  sul- 
la AM'  una  mezza  circonferenza , ed  elevando  la  perpen- 
dicolare MN,  che  rappresenterà  il  valore  del  radicale  nel- 
la (17') , e perciò  prendendo  la  retta  MN  or  col  segno  più 
ed  or  col  meno  si  avranno  le  due  radici  reali  dell’  equa- 
zione proposta  (17). 

116.  Se  il  coefficiente  p*  della  (17)  fosse  stato  negati- 
vo, allora  la  radice  negativa  sarebbe  stata  la  AM;  e quindi 
lamedia  proporzionale  più  sopra  indicala  dovrebbesi  pren- 
dere tra  la  AM'  e la  MM'.  Or  ciò  ottiensi  colla  costruzio- 
ne fatta  qui  innanzi,  e (n°.  212)  congiungendo  inoltre  la 
M'N,  la  quale,  presa  col  doppio  seguo  raj)presentcrà  le  due 
radici  reali  della  proposta  nel  caso  attuale. 

217.  Più  facile  ancora  riesce  la  costruzione  delle  ra- 
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dici  deir  equazione  ti  inomia , quand'  essa  risalta  della 
forma 


(18) 


j:* — p'x'= — 


nella  quale  supporremo  esser  verificata  la  condizione 

, perchè  le  sue  radici  fossero  reali  , e lo  saranno  in 

questa  ipotesi  tutte  e quattroi  perocché  risolvendo  la  pre- 
cedente equazione  si  ha 


(19)  x=:±  sp±  V ì p‘—  p), 

ed  il  secondo  fattore  di  questo  radicale  ha  tutti  e due  i 
suoi  valori  positivi  (n.‘’2Ì4).  Per  costruire  intanto  questi 
quattro  valori  della  x,  descrivasi  (n.°  214)  sulla  AB  = p, 
come  diametro,  la  semicirconferenza  AMB  (/fg.  29)  ; indi  si 

elevi  la  perpendicolare  BD=^ , e si  meni  la  parallela 

DM  ; in  fine  congiungansi  AM,  BM,  e saran  queste  ret- 
te prese  positivamente  e negativamente  le  radici  della 
(18);  imperciochè  menata  la  perpendicolare  MP,  i valori 
del  secondo  fattore  del  radicale  (19)  sono  appunto  (n°214) 
AP  , BP;  inóltre  (n“  212)  AM  è media  proporzionale  tra 
BP  ed  AB,  e BM  è media  proporzionale  tra  AB  e BP,  co- 
me appunto  dev’  essere  in  virtù  della  stessa  (19). 

Le  stesse  rette  AM , BM  dinoterebbero  ancora  le  ra- 
dici dell’  equazione 

x*-\-p'x'=—q‘', 

ma  sarebbero  immaginarie. 

218.  Alcune  delle  operazioni  necessarie  per  la  costru- 
zione delle  formole  precedenti  si  potranno  evitare,  se  la  figu- 
ra intorno  alla  quale  si  aggira  la  questione,  le  presenta  da 
se  stessa  ; ed  è di  somma  importanza  il  profittarne  , affine 
di  render,  quanto  più  è possibile,  minore  il  numero  delle 
costruzioni  a farsi,  ed  avere  una  più  elegante  composizio- 
ne geometrica  del  problema.  Così  quando  trattasi  di  tro- 
var quarte  o terze  proporzionali,  sarà  buono  profittare  di 
(jualclie  angolo  disegnato  nella  stessa  figura  data  , senza 
il  bisogno  di  costruirne  uno  a parte.  Le  questioni  che  qui 
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appresso  ci  faremo  ad  esporre  dichiareranno  meglio  questa 
pratica  , e ei  metteranno  , in  qualclie  modo , in  evidenza 
la  maniera  onde  imprendere  la  soluzione  del  problema  , 
per  ottenere  le  più  semplici  costruzioni. 

ARTICOLO  III. 

Ri$olUzione  di  alquanli  problemi  geometrico -grafici,  determinati. 

219.  Problema  I.  Dato  il  triangolo  ABC  ( fig.  30  ) 
menare  una  retta  parallela  alla  base  AG,  in  modo  che 
la  parte  MN.  intercetta  fra  gli  altri  due  lati,  risultasse 
eguale  ad  un’  altra  retta  data  d. 

Analisi.  Suppongasi  risoluto  il  problema  , e sia  MN 
la  retta  dimandata  ; indi  si  vegga  quale  sia  , nell’  attuale 
problema,  quella  grandezza  la  quale  se  fosse  nota  il  proble- 
ma sarebbe  risoluto;  e perciò  si  osservi  che  è attualmen- 
te incognito  il  punto  M,  pel  quale,  dee  passare  la  retta 
voluta,  e che  d’  altronde  conosciuto  questo  punto  la  que- 
stione è interanienté  risoluta.  L’ incognita  del  problema  è 
dunque  la  distanza  AM , e perciò  facciasi  : 

AB=n,  AC=6,  AM=^p,  e quindi  BM=a — x. 

Posto  ciò  la  retta  MN  dovendo  esser  parallela  ad  AG,  . 
deve  aver  luogo  la  proporzione  (*)  AB;AG;:BM:MN  , ov- 
vero in  simboli 

a:  bua — x:MN,  donde  MN=^^^ — — 

a 

Inoltre,  per  seconda  condizione  del  problema  , dev'  essere 
MN=zl,  dunque  dovrà  esser  pure 

a 

Soddisfatte  così  algebricamente  tutte  le  condizioni  del  pro- 
blema , non  resta  che  a trarre  il  valore  dell'  incognita  da 
quest’  ultima  equazione,  la  quale  rappresenta  1’  ultima  del- 
le surriferite  condizioni.  Or  da  quell’  equazione  si  cava 

6 ’ 

/ 

(*)  Lcgeodrc  — (ìeometria  ; prop.  15,  lib.  3. 
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e si  vede  che  per  avere  la  distanza  incognita  AM  , con- 
verrà  (n.°208)  costruire  una  quarta  proporzionale  in  or* 
dine  alle  tre  rette  6,  a,  e b — d.  Questa  costruzione  potreb* 
bcsi  fare  a parte,  ma  sarà  più  elegante  eseguirla  senza  u- 
scire  dalla  figura  data,  come  altrove  si  è avvertito  (n.°2i8). 
A ciò  facilmente  si  perviene , mercè  la  seguente 

Composizione  del  problema.  Si  tagli  CD=à , si  me- 
ni per  D la  DM  parallela  a BC  , e sarà  M il  punto 
cercato. 

In  fatto,  essendo  CD=d,  sarà  AD=i— d;  e perchè  DM 
è parallela  a 15C , la  AM  è quarta  proporzionale  alle  tre 
rette  AC,  AB  ed  AD,  cioè  b,  a , e b — d, 

220.  La  formula  (1)  ci  mostra  che  la  a;  sarà  positiva, 
nulla  o negativa,  secondo  che  sarà  6>i/,  b=d,  b<^d;  e quel 
che  più  è degno  d’  attenzione  si  è che,  seguendo  la  me- 
desima costruzione  or  indicata  , in  tutte  e tre  le  ipotesi  , 
essa  stessa  ci  farà  conoscere  il  vero  modo  con  cui  1’  in- 
cognita, che  seftipre  soddisfà  1' equazione,  - soddisfaccia  poi 
al  problema,  secondo  la  posizione  che  prenderà  la  retta  AM. 

Cosi  finché  sarà  la  x sarà  positiva  e,  nel  tempo 

stesso,  la  retta  AM  cadrà  da  A verso  B,  e la  retta  MN  si 
troverà  dentro  il  triangolo  ABC,  come  evidentemente  de- 
ve succedere.  Quando  poi  sarà  b=d  risulterà  x=o\  in  pa- 
ri tempo  il  punto  D cadrà  in  A e la  parallela  DM  pas- 
serà per  lo  stesso  punto  D , come  in  questo  caso  dev’  es- 
sere ; poiché  quando  la  rètta  data  eguaglia  la  base  AC  non 
può  altrimente  cadere  nel  triangolo  ABC  , se  non  coinci- 
dendo colla  detta  base.  Finalmente  quando  sarà  6<d,  la  x 
riiiulterà  negativa,  e la  costruzione  eseguita  con  questi  dati 
allo  stesso  modo  come  pei  casi  precedenti , determina  il 
punto  incognito  sul  prolungamento  delle  BA,  in  M'.  Que- 
sto risultamcnto  è d'  accordo  colla  ipotesi  stabilita  intorno 
alla  relazione  di  grandezza  delle  quantità  date;  poiché  se  la 
retta  data  è maggiore  della  base  del  triangolo  non  può  e- 
videntemente  cader  dentro  il  triangolo,  e d’  altra  parte  la 
condizione  del  problema  richiedeva  solo  che  la  retta  data 
fosse  compresa  tra  i lati  AB  , BC , e non  dentro  o fuori 
del  triangolo  ; ond’  è che  si  deve  necessariamente  la  retta 
data  trovare  in  M'N'al  di  sotto  della  base,  senza  che  que- 
sta soluzione  sia  incompatibile  colla  natura  della  questione. 

Quest’  ultimo  risultamento  ci  mostra  in  primo  luogo  , 
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che  i valori  negativi  in  fatto  di  costruzioni  geometriche  , 
al  pari  dei  positivi,  derivano  da  una  stessa  operazione,  e 
prendono  da  loro  stessi  una  posizione  opposta  a quella  dei 
positivi  ; ed  in  secondo  luogo  che  non  è mestieri  trattane 
dosi  di  linee,  invertir  1’  ordine  della  sottrazione  per  ren- 
derla possibile  in  alcuni  casi,  come  avviene  quando  si  trat- 
ta di  numeri.  Ciò  ha  luogo  per  la  legge  di  continuità  che 
regna  nelle  linee  , e per  la  proprietà  che  esse  hanno  di 
potere  essere,  cioè  , prolungate  indefinitamente,  in  generale, 
si  da  una  parte  che  dall’altra.  Ma  non  ha  luogo  la  stessa 
cosa  ne’numeri,  ove  non  si  può  altrimenti  eseguire  la  sot- 
trazione che  togliendo  il  minor  numero  dal  maggiore. 

221.  Si  può  d’  altra  parte  osservare  qui,  come  nei  pro- 
blemi numerici,  che  il  segno  meno,  che  prende  in  talu- 
ni casi  l’ incognita,  è conseguenza  della  supposizione  pri- 
mitiva fatta  sulla  sua  posizione , ed  una  supposizione  in- 
versa invertirà  pure  il  segno  dell’  incognita.  Cosi  se  si 
supponesse  essere  M'il  punto  incognito,  e si  facesse  quin- 
di AM'— T-,  e in  conseguenza  BM'=a-f-o:,  si  troverà , se- 
guendo gli  stessi  ragionamenti  come  sopra, 

« à » 

ed  in  tal  caso  x sarà  positiva  qualora  supponesi  d'>b,  cioè 
la  retta  data  maggiore  della  base  AC,  e la  costruzione  del- 
la formola  precedente  darà  il  punto  M',  come  dev’  esse- 
re , perchè  la  retta  data  possa  esser  compresa  fra  i lati  AB  , 
BC.  Sarà  poi  negativa  la  x qualora  sia  e la  mede- 

sima costruzione  darà  il  punto  M , accordandosi  così  colla 
posizione  che  deve  prendere  la  retta  cercata  , la  quale  es- 
.seiido  minore  della  base  AC  , deve  necessariamente  esser 
compresa  nel  triangolo  ABC. 

L'  esposta  analisi  serve  a convalidare  il  principio  che 
il  segno  negativo,  che  affetta  il  valore  d’  una  distanza 
ad  un  punto  fisso  , serve  a far  prendere  a questa  di- 
stanza una  posizione  del  tutto  opposta  a quella  stabili- 
ta nell'  esprimere  analiticamente  le  condizioni  del  pro- 
blema; e darà  una  soluzione  del  problema,  qualora  questa 
posizione  si  accordi  colle  altre  condizioni  non  esprimibili 
algebricamente. 

222.  Probuiua  li.  Dati  due  punti  AeB  sopra  una 
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retia  indefinita  AB  {fig-  31)  trovare  un  terzo  punto 
sulla  stessa  retta,  in  modo  che  la  sua  distanza  da  uno 
de'  punti  dati  risulti  media  proporzionale  tra  la  distan- 
za che  esso  serba  dall'  altro  punto  , e quella  de’  punti 
dati  Jra  loro- 

Soluzione.  Non  conoscendo  anticipatamente  se  il  pun* 
to  dimandato  debbasi  trovare  tra  A e B , se  a sinistra  o 
a dritta  di  A,  converrà  per  mettere  il  problema  in  equa- 
zione , stabilire  una  ipotesi  sulla  posizione  del  punto  in- 
cognito ; ond’  è die  supporremo  che  esso  debba  trovarsi 
tra  A e B , e i risultamenti  algebrici  c’  indicheranno  poi 
se  questa  ipotesi  possa  sussistere  , o in  qual  modo  debba 
esser  modificata.  Facciasi  pertanto  AB=a,  AM=a;,  c quin- 
di BM=ra — X,  e le  condizioni  del  problema  daranno  1’ u- 
na  o r altra  delle  seguenti  equazioni 

(2)  x'=a(a — *),  (3)  (a — x)'=ax, 

.secondo  che  si  suppone  la  distanza  media  proporzionale 
esser  quella  che  il  punto  M serba  da  A , oppure  quella 
che  serba  da  B. 

Dall'essere  ciascuna  di  queste  equazioni  del  secondo 
grado  , possiamo  già  alTermare  che  il  problema  ammetta  , 
in  generale,  una  dofipia  soluzione;  ed  attenendoci  per  ora 
alla  prima  delle  precedenti  equazioni , la  ordineremo  ri- 
spetto ad  x , e verrà 

(2)  x’-j-ax=a'; 

onde  i valori  di  x si  otterranno  facilmente , descrivendo 
(n.°  214)  un  circolo  di  raggio  ~ìa  , applicandovi  una 
tangente  eguale  ad  a , e congiungendo  1'  estremo  di  que- 
sta tangente  col  centro.  £ qui  come  nel  problema  prece- 
dente non  sarà  necessario  effettuare  queste  operazioni  a 
parte,  ma  sulla  stessa  figura  potrà  eseguirsi  la  seguente 

Composizione  dee  probeema.  Dall'  estremo  B si  elevi 
sulla  AB  la  perpendicolare  BC=ì  AB=  | a;  descrivasi 
col  raggio  GB  la  circonferenza  NBN',  e congiungasi  la 
AC , che  si  prolunghi  sino  ad  incontrare  nuovamente 
la  circonferenza  in  N';  le  due  radici  della  (2)  , e quin- 
di le  distanze  che  il  punto  incognito  dee  serbare  da  A , 
saranno  espresse  da  AN  e AN'  , la  seconda  delle  quali  è 
negativa. 

223.  Posto  ciò  , se  si.  voglia  stare  al  principio  più 
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volle  acceanato  la  radice  AN  essendo  positiva  dovrà  esser 
portata  da  A verso  B , nel  senso  diretto  dell'  ipotesi  am- 
messa sulla  {H)sizione  del  punto  incognito  , e la  AN' , co- 
me negativa  si  dovrà  portare  da  A verso  il  prolungamen- 
to di  BA  , cioè  nel  sènso  opposto  all'  ipotesi  stabilita  ; in 
questo  modo  avremo  due  punti  M ed  M',  che  debbon  ri-, 
solvere  il  problema  , quante  volte  però  per  questi  punti 
tutte  le  condizioni  richieste  sicno  soddisfatte.  Ma  se,  nul- 
la incaricandosi  di  questo  principio  , si  portasse , a caso  , 
la  distanza  AN'  da  A verso  B,  e la  positiva  nel  senso  op- 
posto , allora  , anchè  per  assicurarci  se  i punti  che  così 
si  ottengono  sien  propriamente  quelli  che  si  domandano  , 
bisognerà  vedere  se  sodisfanno  alle  condizioni  date,  e qua- 
lora si  cadesse  in  manifesto  assurdo  , bisognerà  convenire 
che  la  loro  determinazione  sia  pur  essa  falsa. 

Pertanto  supponiamo  che  la  distanza  AN,  rappresen- 
tante la  radice  positiva  dell'equazione,  siesi  portata  sul 
prolungamento  di  BA , prendendo  AM"=AN  ; allora  M* 
sarebbe  il  punto  cercato,  e dovrebbesi,  secondo  1’  cntinzia- 
to  della  questione  , trovar  verificata  la  condizione 
(4)  AB:AM'';:AM'’;BM''. 

Or  questa  proporzione  dà  AB-|-AM";AB:;AM''-|-BM'':AM'', 
ovvero  , osservando  che  per  costruzione  AB-l-AM"=NN'-f' 
AN=AN',  ed  AM"=AN,  sarà  AN':AB::AM“-f  BM*:AN,  don- 
de si  trae  AN'xAN=AB(AM"-|-BM''),  e poiché 

AN'xAN=AB,  sarà  finalmente 
AB(AM''-fBM")=AB'; 

ma  questa  eguaglianza  è assurda  , dunque  parimente  as- 
surda è la  (4)  , e per  ciò  non  può  la  radice  positiva  AN 
esser  portata  da  A verso  M'',  in  un  senso  , cioè , opposto 
a quello  dell’ipotesi  stabilita.  Si  perverrà  parimente  ad  un 
assurdo,  qualora  la  radice  negativa  AN'  la  si  voglia  porta- 
re da  A verso  B,  cioè  nel  senso  diretto  dell' enunziato. 

Ma  se  la  radice  positiva  AN  si  porti  da  A verso  B , 
prendendo  AM=AN,  e la  negativa  AN'  la  si  porti  da  A 
sul  prolungamento  di  BA,  tagliando  AM'=AN';  allora  in 
ordine  ad  AM,  avremo  secondo  la  costruzione  , 


1 AM=AN=rAN'— NN'=rAN'  —AB 
ì BM=AB— AM=AB— AN; 
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ma  , essendo  AB  tangente  ed  AN'  secante  , si  ha 

AN':AB:;AB:AN  ovvero  AN'— •A^B:A.B::AB — AN:AN,  quindi 

perchè  AN=AM,  e mercè  la  (5),  questa  proporzione  divie- 
ne AM:AB  :;BM;AM,  e perciò  AM  è col  fatto  media  pro~ 
porzionale  tra  AB  e BM,  come  si  vuole  per  condizione  del 
problema,  ed  M è perciò  il  punto  cercato. 

Con  ragionamenti  simili,  c partendo  sempre  dalla  co- 
struzione effettuata  per  ottenere  il  punto  M' , si  proverà 
essere  parimente  AM'  media  proporzionale  tra  AB  e BM', 
e quindi  M'  rappresenta  pur  esso  un'  altra  posizione  del 
punto  incognito. 

Risulta  da  ciò  una  conferma  al  principio  , più  vol- 
te ripetuto  (n.*’221)  , anzi,  solo  seguendo  un  tal  princi- 
pio, le  due  radici  dell’equazione,  che  sempre  la  soddisfan- 
no , possono  soddisfare  poi  al  problema  , senza  cadere  in 
assurdità. 

224.  Si  può  anche  nel  presente  problema,  come  nel 
precedente  , far  vedere  che  cambiandosi  in  senso  opposto 
l’ ipotesi  primitivamente  stabilita  nel  mettere  il  problema 
in  equazione , si  trovi  anche  invertito  l’ ordine  delle  solu- 
zioni, in  conseguenza  de'  segni  delie  radici , Che  determi- 
nano tali  soluzioni.  Cosi  prendendo  per  incognita  AM'  in 
luogo  di  AM,  e facendo  per  conseguenza  AM'=x,  si  avrà 
secondo  l’ enunziato  del  problema 

x*=fl(a>f-a),  ovvero  x‘ — ax=a*. 

Or  quest*  equazione  ha  le  stesse  radici  della  (2,  222) 
prese  col  segno  contrario  , onde  in  questo  caso  sarà  *AN' 
la  radice  positiva  ed  AN  la  negativa.  £ si  può  dimostra- 
re, allo  stesso  modo  come  qui  innanzi,  che  la  prima  deesi 
necessariamente  portare  a sinistra  e la  seconda  a dritta 
di  A , con  che  si  avranno  sempre  i medesimi  punti  M 
ed  M'. 

225.  Passiamo  ora  all’  equazione  (3,  222),  che  ha  luo- 
go quando  .sì  suppone  essere  BM  la  media  proporzionale 
invece  di  AM  , la  quale  però  rimane  sempre  come  inco- 
gnita del  problema.  Sviluppando  la  detta  equazione  , essa 
diverrà 

x' — 3<wx= — a', 
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e seguendo  la  regola  generale  (n°.  214)  facilmente  se  ne 
trae  la  seguente 

Composizione  del  problema.  Presa  À.D=3AB=3a,  si 
descriva  la  semicirconferenza  ALD;  indi  si  elevi  la  per- 
pendicolare AQ=AB=a;  si  meni  la  QLL'  parallela  ad 
AD , e si  abbassino  le  perpendicolari  LP  , L'P'.  Le  ra- 
dici cercate  saranno  AP  , AP',  le  quali  per  essere  ambe- 
due positive,  devono  serbare  1’  attuale  posizione  che  è quel- 
la assegnata  nel  mettere  il  problema  in  equazione  , e per 
ciò  il  punto  cercato  sarà  P oppure  P'.  E può  provarsi  fa- 
cilmente come  queste  sieno  le  eSettive  posizioni  del  punto 
incognito. 

226.  Se  si  paragonano  le  espressioni  algebriche  delle 
distanze  AM,  AM',  relative  alle  soluzioni  delia  (2j,  colle 
BP,  BP'  relative  alla  (3)  (n°.  222),  e si  faccia  astrazione 
del  segno  , si  troverà  AM=BP,  AM'=BP';  inoltre  le  di- 
stanze AM  , AM'  trovansi  disposte  rispetto  al  punto  A , 
come  le  BP,  BP'  lo  sono  rispetto  ai  punto  B.  Ciò  pote- 
vasi  prevedere,  poiché  ponendo  a — la  (3,  222)  si  cam- 
bia iieir  altra 

(6)  jr'=a(a-jr), 

che  non  dilTerisce  dalla  (2,  222)  se  non  perchè  la  x di 
quella  vien  rimpiazzata  dalla  jr  in  questa  , Vale  a dire  la 
distanza  AM  viene  ad  essere  rimpiazzata  dalla  BM,  che  è 
appunto  eguale  ad  a — x,  ovvero  jr.  In  questo  caso  le  ra- 
dici della  (6)  si  costruiranno  precisamente  come  quelle 
della  (2,  222);  ma  tenendo  tlippiù  presente , che  per  aver 
fatto  a — x=BM=^,  il  sen.so  diretto  dell’ enunziato  è quel- 
lo diretto  da  B verso  A;  e quindi  la  radice  positiva  AN' 
si  porterà  da  B verso  A , tagliando  BP=AN  , e la  nega- 
tiva da  B verso  il  prolungamento  di  AB,  prendendo  BP' 
=AN'.Or  se  si  rifletta  che  coll’  aver  fatto  a — x=-jr  , si  è 
venuto  a supporre  come  se  da  principio  il  punto  A fosse 
in  B , c reciprocamente  , si  fa  chiara  la  ragione  per  la 
quale  la  determinazione  del  punto  incognito  per  mezzo 
della  (2,222)  non  dovea  esser  dissimile  da -quella  del  pun- 
to incognito  per  mezzo  della  (3,  222).  La  sola  diflerenza 
è in  questo , cioè  che  la  soluzione  positiva  cederà  nel  se- 
condo caso  sempre  a sinistra  di  B,  e nel  primo  sempre  a 
dritta  di  A.  Dippiù  la  simiglianza  delie  soluzioni  de’ due  casi 
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si  scorge  osservando  che  per  la  posizione  simmetrica  dei  punti 
A e B rispetto  al  punto  medio  della  AB  , non  v’  era  più 
ragione  perchè  le  soluzioni  rispetto  al  punto  A esser  do- 
veano  diverse  da  quelle  rispetto  al  punto  B. 

227.  Sia  che  si  consideri  l’equazione  (2,222)  o pure 
la  (3,  222),  si  troverà  in  ambi  i casi  che  la  soluzione  po- 
sitiva , la  quale  è AM  pel  primo  caso  e BP  nel  secondo  , 
divide  la  retta  AB  in  due  segmenti,  de’  quali  il  maggiore 
è medio  proporzionale  tra  tutta  la  retta  AB  è il  segmento 
minore.  In  effetti  in  ordine  alla  (2)  si  ha  che  il  segmento 

AM=— 

e poiché  evidentemente  il  radicale  è maggiore  di  a , ovvero 
AB,  sarà  pure  AM>  ì AB,  e quindi  AM>BM.  Similmente 
si  trova  che  BP>AP.  La  retta  AB,  pertanto,  è in  questo 
caso  divisa  in  media  ed  estrema  ragione  (*). 

• 228.  Si  è fin’ ora  supposto  che  il  punto  incognito  do- 
vesse cadere  tra  A e B:  or  supporremo  che  debba  cadere 
fuori  di  AB.  Sia  dunque  M'"  il  punto  incognito  ; e rite- 
nendo che  sia  AB=a,  AM'"=x  l’equazione  del  problema 
secondo  l’attuale  ipotesi  sarà 

x*—a(x — a)  , ovvero  x'  — nx= — n*, 

la  quale  ha  evidentemente  le  sue  radici  immaginarie  , e 
perciò  in  questo  caso  il  problema  è assurdo.  Col  fatto  si 
vede  a priori  che  la  retta  AM'"  non  può  giammai  esser 
media  proporzionale  tra  le  altre  due  AB  e BM"',  essendo 
essa  eguale  alla  loro  somma. 

229.  Prendendo  BM'"  per  la  distanza  media  propor- 
zionale si  ha  per  equazione  del  problema 

(x — à)*=:ax, 

la  quale  rientra  nella  (3,  222),  ed  ha  le  sue  radici  reali. 
Parrà  strano  come  si  possa  ora  assegnare  la  posizione  del 
punto  incognito  a dritta  di  B , se  qui  innanzi  il  risulta- 
mento  immaginario  ci  ha  provato  la  sua  inesistenza.  Ma 
cesserà  ogni  meraviglia  , qualora  si  osservi  che  secondo 
r ipotesi  ammessa  in  questo  numero  la  questione  si  ridu- 

(*]  Lcgendre.— di  Geimefria;  prob.  &,  lib.  3^. 
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ce  a pìx>lungare  la  reita  AB  in  modo  che  il  rettangolo 
della  retta  data,  nella  composta  della  data  e della 
aggiunta  eguagli  il  quadrato  delC  aggiunta  BM"'.  Or  que- 
sto problema  è sempre  possibile,  essendo  che  BM'”  è dif- 
ferenza de’ due  lati  AB,  AM"  del  rettangolo  ABxAM'". 
In  effetti  dinotando  con  a o b \ due  lati  del  rettangolo  e 
c il  lato  del  quadrato  si  avrà  aJb—c',  c=b — a,  e quindi 
abz=b' — 2ab-\-a',  ovvero  a* — Zab-\-b'—Q. 

Or  questa  relazione  non  conduce  a risultamenti  assurdi, 
anzi  all’opposto  dà  due  valori  reali  e positivi  per  h qua- 
lora quello  di  a suppongasi  noto.  Ma  se  alla  prima  con- 
dizione ab—c',  si  aggiunga  l’altra  a-|-6=c,  relativa  al- 
l’ ipotesi  del  numero  precedente,  si  troverà 
la  quale  relazione  non  può  aver  luogo  per  alcun  valore 
reale  e positivo  di  a e e diviene  possibile  nel  solo  ca- 
so che  si  supponga  a o pure  b negativa  ; ma  allora  que- 
sto caso  riducasi  a quello  trattato  nel  presente  numero. 

Da  questo  accordo  tra  le  formole  algebriche  e le  co- 
struzioni geometriche  , ognun  vede  che  I’  uso  ben  fatto 
dell’ algoritmo  algebrico  ne’  problemi  di  Geometria,  ci  con- 
duce esso  solo  alla  soluzione  generale  e completa  del  pro- 
blema; e bene  interpetrati  i risultamenti  algebrici  trovansi 
sempre  d’ accordo  colla  natura  della  soluzione  geometrica  , 
relativa  ad  un  caso  particolare. 

230.  Problema  HI.  Date  le  rette  Ore  Oy  {fig-  32) 
perpendicolari  fra  loro,  ed  . un  punto  K egualmente  lon- 
tano da  ciascuna,  menare  per  questo  punto  una  retta 
in  modo  che  la  parte  compresa  tra  le  rette  date  egua- 
gli una  retta  data  m. 

^inalisi.  Suppongasi  risoluto  il  problema,  e sia  NAM 
la  retta  richiesta.  Questa  retta  dovendo  passare  pel  dato 
punto  A , resta  solo  a determinarsi  o un  secondo  punto  , 
oppure  r angolo  che  far  deve  con  un’  altra  retta  data  di 
posizione.  Questa  seconda  quantità  si  determinerà  soddi- 
sfacendo all’altra  condizione,  cioè,  che  la  parte  intercet- 
ta MN  eguagli  la  retta  data  m.  Pertanto  supponiamo  che 
vogliasi  determinare  l’altro  punto  M pel  quale  dee  passa- 
re la  retta  cercata,  e facciamo  perciò  la  distanza  incogni- 
ta OM=a:,  e quindi  ponendo  AB=OB=a,  sarà  BM=a: — a; 
e per  formare  l’ equazione  del  problema,  converrà  trovare 
r espressione  analitica  di  MN  , per  eguagliarla  in  seguito  - 
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ad  m.  Si  osservi  dunque  che  in  virtù  del  triangolo  rettan* 
gelo  MOM,  si  ha  in  primo  luogo 

(17)  MN=\/òM*+ON‘=yx’+ON‘  ; 

poi,  per  esser  simili  i triangoli  MON,  MBA,  si  ha  la  pro- 
porzione BM;AB::OM:ON,  ovvero  in  simboli 


af-T-a  : a ::  X : ON,  donde  OM= , 

X — a 

e quindi  sostituendo  questo  valore  di  ON,  nel  secondo  ra- 
dicale (7),  e poi  eguagliando  il  risultamento  ad  rn,  avremo 
r equazione  del  problema , che  sarà 


o’x’ 


(x — a)* 


—m 


la  quale  sviluppata,  ed  ordinata  diviene 

(8)  X* — 2flx*-^(2a* — in*)x:’-f-2am*x — a*m'—o. 

Quest'  equazione , essendo  del  quarto  grado,  c’  indica 
che  il  proposto  problema  ammette,  in  generale,  quattro  so- 
luzioni , e se  se  ne  volessero  costruire  geometricamente  le 
radici  , senza  le  considerazioni  che  qui  appresso  saremo 
per  esporre  , converrebbe  ricorrere  a mezzi  di  costruzione 
che  più  innanzi  saranno  spiegati. 

Si  osservi  intanto  che  la  (8)  , presentando  nei  segni 
tre  variazioni  ed  una  permanenza^  sia  che  2n*  si  suppon- 
ga maggiore,  eguale  o minore  di  m*,  essa  ammetterà  , se- 
condo li  teorema  di  Cartesio  (")  una  radice  negativa  e 
tre  positive^  per  modo  che  vi  saranno  sulla  retta  xx'  tre 
punti  situati  dalla  parte  positiva  Ojc  , come  M , M',  M'*, 
ed  uno  M*  posto  dalla  parte  negativa,  e ciascuno  di  essi, 
congiunto  col  punto  dato,  darà  una  delle  posizioni  di  cui 
è suscettiva  la  retta  cercata.  E col  fatto  si  può  vedere 
sulla  stessa  figura  che  la'retta  incognita  può  prendere  una 
delle  quattro  posizioni  MN,  M'N',  M"N",  ciascuna 

delle  quali  soddisfaccia  ambe  le  condizioni  espresse  nello 
euunzìato,  di  passare  cioè  pel  punto  dato  A,  ed  esser  com- 

(*)  d'Andrea.  — Elementi  ^Algebra,  a°  460. 


Digilized  by  Googli 


AIIAUSI  CEOaETBlCA  DETEBIIIIATA 


i9i 

presa  tra  le  rette  Oj:,  Ojr.  Anzi  qui  è da  osservarsi , che 
non  essendosi  espresso  analiticamente  che  la  parte  della 
retta  cercata,  intercetta  fra  le  rette  date  , dovesse  trovarsi 
fra  le  parti  Ox,  Oy  solamente,  e non  pure  fra  i loro  pro- 
lungamenti Ox',  Ójr’;  così  r Algebra,  perla  generalità  dei 
suoi  procedimenti , ci  ha  dato  tutte  quattro  le  posizbni 
della  retta  incognita  ad  un  tempo  , facendo  risultare  del 
quarto  grado  l’equazione  finale. 

Si  può  inoltre  osservare  che  fissata  una  volta  la  po- 
sizione MN,  sarà  pure  determinata  quella  della  M’N',  per- 
chè sarà  sufficiente  prendere  OM'=ON,  oppure  ON'=OM, 
e congiunger  quindi  M*  oppure  N'  con  A.  £ similmente, 
resa  nota  la  posizione  d'una  delle  due  rette 
della  prima  , per  esempio  , si  conóscerà  pure  quella  del- 
1*  altra,  prendendo  OM'“=ON“,  oppure  ON'"=OM'',  e con- 
giungendo M'",  o N**  con  A. 

231.  Quest’ ultima  osservazione  ci  porge  il  mezzo  co- 
me far  dipendere  la  costruzione  dell’  attuale  problema  da 
quella  di  due  equazioni  piò  semplici  della  ( 8,  230  ).  In 

effetti  essendo  OM'-J-ÓN* =MN*=/n* , ed  ON=OM'  , sarà 

pure  OM*-}-OM '*=/»*,  e similmente  sarà  OM"  -|-OM"'  =m': 
laonde  se  dinotinsi  con  a , le  radici  della  (8,230) , 

rappresentate  geometricamente  da  OM , OAl',  OM",  OAl'" 
si  avrà 

(9)  »•-}-*'•=»»•,  (10) 

e d’ altra  parte  (’),  in  virtù  della  stessa  (8,  230) 

(11)  , (12) 


Posto  ciò  pongasi 

(13) 

e sarà  per  la  (11) 

(14)  ; 


indi  elevando  a quadrato  queste  due  ultime  equazioni , 
riducendo  per  mezzo  delle  (9)  e (10),  risulterà 


(15) 


«X  : 


(16) 


» * — ■ „ ■ • 


e 

) 


(*J  d'ÀDdrea.— £femen(t  i Algebra , n”  370. 
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Dalle  relation!  (13)  e (15)  vedesi  dunque  che  le  «,  »'  son 
radici  dell' equazione  di  secondo  grado 


e dalie  (14)  e (16)  si  vede  che  le  a",  sono  radici  del- 
r altra  equazione , anche  di  secondo  grado , 

(2o— s)*— m* 


(18) 


iz*— (2a — z)or 


-=o; 


'quindi  per  determinare  tali  radici , converrà  determinar 
prima  il  valore  dell'  incognita  z.  Si  sostituiscano  per  ciò 
1 prodotti  (15)  e (16)  nella  (12),  ed  ordinando  il  risul- 
tamento  rispetto  a z , si  otterrà  l'equazione 

z* — 4az^4'^“*2*  — 2/7»’z*-j-4a/»’z-j-/ra*=o, 

il  cui  primo  membro , essendo  il  quadrato  del  trinomio 
2* — 2az— to’,  si  riduce  a 


(18)  s* — 2az — m‘=o  , 

le  cui  radici  sono 

« 

(20)  z=a+ya'+m\  z=a—f^a‘  + m\ 

le  quali  sostituite  successivamente  nella  (17)  e nella  (18) 
forniscono  le  due  equazioni 

(21)  tt* — {V  a)  u+a(f^ a*-f  m*-|-a)=o, 

(22)  — a)  u — a(^ a*-{-/n* — à)=o. 

Dopo  ciò  non  rimane  che  costruire  geometricamen- 
te le  radici  di  queste  equazioni , le  quali  radici  saranno 
appunto  i valori  di  »,  ««,  «'«.  Si  osservi  dunque  che 

prendendo  OQ=ro  , sarà  BQ=zy'^r+m‘  , e tagliando  BQ' 

=BQ'— BQ,  sarà  0Q'=V^a*4.TO*-|-a,  OQ'=V^à‘+tn'^a. 
Inoltre  se  descrivansi  le  mezze  circonferenze  OEQ',  OE"Q“, 
e presa  OB''=OB=a,  si  menino  le  perpendicolari  BA,  B"E" 
e si  prolunghino  fino  ad  incontrar  le  dette  circonferenze  , 

sarà  Oe'=OB.  OQ'=a  (V  ed  OE"’==OB".OQ" 

a -\-m'  a).  Pertanto,  seguendo  la  regola  del  nu- 
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mero  214,  se  si  tagli  OE'=OE  , e si  meni  E'D'D  paral- 
lela ad  Ox,  saranno  ED',  EO  le  radici  della  (21),  le  qOa- 
li  bisognerà  portare  da  O verso  x , perchè  ambedue  posi- 
tive. Per  aver  poi  quelle  della  (22)  converrebbe  applicare 
alla  circonferenza  OE"Q"  una  tangente  eguale  ad  OE'',  e 
congi^ngere  l’estremo  di  questa  tangente  col  centro  (214). 
Ma  osservando  che  la  parte  di  questa  congiungente , com- 
presa tra  il  centro  e l' estremità  delia  tangente  sarebbe 
r ipotenusa  d'  un  triangolo  rettangolo,  avente  per  cateti  il 
raggio  e la  corda  OE",  allora  più  facilmente  si  eseguirà  la 
costruzione,  congiungendo  la  corda  E"Q*,  tagliando  E'T= 
ai  raggio  OC',  e C'M"=OF  ; in  tal  modo  le,  radici  della 
(22)  saranno  OM"  positiva,  ed  M‘'Q‘'  negativa,  la  quale  per 
ciò  si  taglierà  da  O verso  x',  prendendo  OM"'=M''Q"., Die- 
tro tutto  ciò  ne  segue  la  seguente. 

Composizione  del  problema.  Pel  punto  dato  A si  me- 
ni la  perpendicolare  AB  sul  lato  Ox,  e presa  OB''=OB 
si  meni  /'  altra  perpendicolare  B''E";  indi  presa  OQ=m, 
si  tagli  BQ'=BQ"=BQ  (*)  , e si  descrivano  sulle  OQ', 
OQ*  le  mezze  circonferenze  OEQ',  OE“Q";  Jatto  ciò  si 
tagli  OE'=OE,  si  conduca  E'D'D  parallela  ad  Ox,  e si 
tagli  OM'=OD',  OM=OD  ; poi  menata  la  corda  E''Q'', 
e tagliata  la  E"F=OC',  si  prenda  C'M''=OF  ed  OM'''= 
M"Q".  Congiungansi  finalmente  i quattro  punti  M,  M', 
M“,  M'“  col  punto  A,  e si  avranno  le  quattro  posizioni 
della  retta  dimandata. 

Discussione.  Le  radici  della  (22)  saran  sempre  reali, 
qualunque  potessero  essere  i valori  di  a e di  m,  e per  ciò 
le  soluzioni  nei  due  angoli  xOy',  x'Oy  avran  sempre  luo- 
go; ma  quelle  della  (21)  lo  saranno  finché  sia 

j-(  y a'+m’-^a  )‘>a  (V^  , 

ossia,  sviluppando  e riducendo,  sinché  m>2ap^2.  Or  af^2 
rappresenta  la  diagonale  del  quadrato  OA , dunque  il  pro- 
blema proposto  ammetterà  geometricamente  due  sole  so- 
luzioni , se  la  retta  data  è minore  del  doppio  della  indi- 
cata diagonale.  , 

(*)  Non  ti  è congiunta  la  BQ,  perchè  ti  puè,  senza  conginngerla,  pren- 
der col  compatto  un  intervallo  eguale  a BQ;  e tutte  le  volte  che  la  distanza 
fra  due  punti  è una  retta  aiuiliaria,  come  le  BQ,  OE",  OF.  varrà  meglio 
non  tegnarla,  affili  di  render  minore  il  numero  delle  operazioni  graRche, 
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232.  Lasciando  ora  da  parte  la  distanza  OM,  presa  per 
incognita  nella  precedente  soluzione,  prenderemo  invece  per 
incognita  l’ angolo  NMO  che  , come  più  sopra  si  ù fatto 
osservare,  può  del  pari  risolvere  il  problema.  E' poiché  un 
angolo  si  determina  facilmente  mercè  una  delle  sue  linee 
trigonometriche  , faremo  cotNMO=z  ; e per  stabilidi  l’ e- 
quazione  dei  problema  in  questa  seconda  ipotesi,  senza  fa- 
re nuoyi  ragionamenti,  osserveremo  solo  che 


BM  * — * 

cotNMO=— = 

AB  a 


ossia  z =z^^, 
a 


e perciò 

(23)  or=a(l-|-z)  : 

allora  sostituendo  in  (8,230)  questo  valore  di  x,  si  avrà 
immediatamente  la  chiesta  equazione  in  z , la  quale  or- 
dinata rispetto  a z,  e fatto  per  semplicità 

(24)  S‘-2=« , 


si  trova  essere 

(25)  z'-J-2z* — nz*-f-2z-{-l=o , 

che  essendo  reciproca  (*)  potrà  facilmente  abbassarsi  di  gra- 
do , dividendola  prima  per  z* , c riunendo  quindi,  in  uno, 
i termini  ad  egual  distanza  dagli  estremi  ; il  che  fatto  si 
avrà 

( z*-f  — ^ +2  ^ 2-1 — ~^—n=o. 

Ponendo  ora 

(26)  > 

la  precedente  equazione  , c conseguentemente  la  (25)  si 
trasformerà  nella  seguente  del  secondo  grado 

y+2y—(n+2)=o , 

le  cui  radici  sono  espresse  da 

r=—i±y  3+«- 


C)  D'Andrea  — < Elementi  d' Algebra,  n.”  457  e teg. 
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ovvero,  rimettendo  per  n il  suo  valore  (2i)  e riduccndo,  da 
— ai.y  a'  +m* 


Sostituendo  ora  ciascuna  di  queste  radici  nella  (26)  , do- 
po averla  ordinata  rispetto  a z , ne  emergeranno  le  due 
equazioni 

(27)  z Z=— 1>  (28)z‘-l z=— 1, 

' a a 

le  cui  radici  daranno  i valori  dell’  incognita  necessarii  alla 

soluzione  del  problema. 

Otteniamo  anche  così  quattro  valori  per  questa  nuo- 
va incognita , ed  essi  son  relativi  alle  quattro  soluzioni 
che  la  questione  ammette  ; ma  in  questo  secondo  modo,  di 
soluzione , i detti  valori  possonsi  più  facilmente  costruire. 
£ dapprima  osserveremo  che  le  radici  della  (28)  essendo 
negative , la  cotangente  z ricavata  da  quest’  equazione  ap- 
parterrà all' angolo  ottuso  che  la  retta  dimandata  dovrà  fa- 
re colla  retta  xx'  da  x verso  x' , seguendo  il  senso  stabi- 
lito nel  porre  il  problema  in  equazione. 

Per  costruire  intanto  le  radici  delle  (27)  e (28)  pon- 
gasi per  un  momento 

(29) 

ove  u,  secondo  il  principio  d’  omogeneità  (n.°  6),  rappresen- 
ta una  retta  al  pari  di  a.  In  tal  modo  le  (27)*  e (28)  si 
trasformano  nelle  seguenti 

(30)  M* — (V^  a'-\-m'—a)u=> — 

(31)  u* -f-  ( V — n*, 

le  cui  radici , seguendo  la  regola  del  n.°  214  si  otterran- 
no mercè  la  seguente 

Composizione  del  problema.  Si  meni  per  A (_/?g.  32) 
la  P”P'  parallela  ad  xx' , e si  prolunghi  la  AB , Jìn- 
chè  sia  AP=m  , sarà  perciò  B'P=V^ a‘-f-m*;  indi  si  ta~ 
gli  B'F'=B'P'=B'P,  e sarà 

AP'=V^  a“-}-m* — a,  AP"=\/'  a*-|-m*-j-a. 

Fatto  ciò,  si  descrivano  sulle  AP,  AP",  come  dior 
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metri,  le  mezze  circonjetvnze  AM'MP',  AM*M'“P",  e sa- 
ranno (214)  BM,  BM'  / valori  di  u della  (30)  , e BM", 
BM'"  quelli  di  u della  (31),  essendo  dippiù  i primi  po- 
sitivi, ed  i secondi  negativi.  Finalmente,  {per  avere  i 
valori,  di  z come  V indica  la  (29)  ) si  congiunga  il  pun- 
to A coi  punti  M,  M',  M“,  M" , e saranno  MW  , M'N', 
M"W",  le  quattro  posizioni  che  può  prendere  la 

retta  dimandata. 

233.  Newton  nella  risoluzione  dell'attuale  problema 
assunse  ancora  per  incognita  altri  elementi,  diversi  da’ pre- 
cedenti : egli  (*)  osservando  che  se  fosse  nota  la  distanza  • 
Ac  del  punto  medio  della  retta  MN  dal  punto  Asso  A,  il 
problema  sarebbe  risoluto  (“)  prese  quella  distanza  per  in- 
cognita, e giunse  così  all'  equazione  , facile  a ricavarsi , 

(32)  2(a*+>')/*=>*(2a*— >*)• 

ove  t rappresenta  l’ incognita  distanza  Ac,  ed  a ed  m han- 
no gli  stessi  significati  come  innanzi.  Or  quest’  equazione 
trinomia  si  abbassa  subito  al  secondo  grado  , come  si  sa 
dall'  Algebra. 

Osservò  ancora  che  se  fosse  noto  il  punto  r ove  la 
perpendicolare  cr , condotta  dal  punto  medio  c sulla  con- 
giungente OA  prolungata , incontra  questa  congiungente  , 
il  problema  sarebbe  parimente  risoluto;  poiché  essendo  NOM 
un  triangolo  rettangolo  il  punto  c e il  centro  del  cerchio 
che  passa  per  M,  O,  N,  e però  Oc=cM=ì/n,  sì  che,  quan- 
do fosse  nota  Ar,  si  descriverebbe  da  prima  un  circolo 
col  centro  O e con  un  raggio  eguale  alla  metà  della  retta 
data,  e poscia  si  menerebbe  per  r la  perpendicolare  ad 
OA,  la  quale  perpendicolare  incontrando  il  circolo,  deter- 
minerebbe c.  Or  prendendo  v per  la  distanza  incognita 
Or,  e ponendo  0\=b,  si  troverà  facilmente  (*'"’) 

(*)  Arithmttica  universalis;  prob.  24,  pig.  118. 

(**)  Di  fatto  conoscendo  Ac,  sarebbero  parimente  noti  i due  sementi 
AM,  AN,  e quindi  descrivendo,  col  centro  A,  e con  un  «aggio  eguale  ad  uno 
«li  questi  segmenti  un  arco  di  circolo,  questo  verrebbe  a determinare  un 
secondo  punto  M o N della  retta  dimandata. 

(‘*‘)  Prolungando  Or  d’una  quantità  rl=Or,  e congiungendo  Ct , 
eO,  avremo  due  triangoli  isosceli , tcO,  McO,  i quali  danno  ctO=cOt  , 
rMO=cOM  , e quindi  ctO-l-cMO=tOM=45“  ; ma  tcM=a;tO-|-cMO-l- 
lOM,  dunque  tcM  è uh  angolo  retto,  quindi  il  triangolo  Act  ò rettangolo  in 
e , e di  ct*=At.  tr,  ovvero  ìm*  ={2v — 6)  t. 
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(33)  /—  l I m% 

la  quale  equazione  non  è che  del  secondo  grado,  ma  non 
cessa  per  questo  di  condurre  alle  quattro  soluzioni  che  il 
problema  ammette;  poiché  evidentemente  le  radici  di  que- 
st’ equazione  sono  di  segno  contrario,  e perciò  esse  deter- 
mineranno due  punti  r ed  r*  e quindi  due  i>erpendicoIa- 
rirc,  r'c',  le  quali  incontreranno  il  circolo  descritto  come 
sopra  è detto  , io  quattro  punti  , che  daranno  le  quattro 
soluzioni  di  che  la  questione  è suscettiva. 

Ponendo  w=('‘-|-|  la  precedente  equazione,  si  cam- 
bia nell’  altra  semplicissima  ^ 

(M)  ‘'■=^+(7)‘- 

la  quale  determina  i punti  ignoti  r,  r'  mercè  la  costru- 
zione d’ un  circolo  avente  un  raggio  eguale  alla  radice 
quadrata  del  secondo  membro  di  quest’  equazione  , ed  il 
centro  in  i , essendo  Qi=  \ OA  , in  virtù  della  relazione 
v=v'+  f b. 

Finalmente  prendendo  per  incognita  la  distanza  AT 
si  giunge  pure  ad  una  semplicissima  equazione  del  secon- 
do grado  , che  conduce  alla  costruzione  data  da  Pappo 
d’ Allesandria,  relativamente  all’  attuale  problema  (”) 

234.  Abbiam  cercato  a bella  posta  estenderci  alquan- 
to nella  esposizione  di  questo  problema,  a fine  di  mostra- 
re come  una  conveniente  scelta  dell’incognita  meni  ad  una 
composizione  geometrica  più  semplice,  o come  questa  com- 
posizione dipenda  dalla  costruzione  di  equazioni  più  sem- 
plici di  quella  dapprima  ottenuta;  di  tutto  ciò  qui  appresso 
se  ne  vedrà  la  ragione.  Si  sa  (**)  che  un’  equazione  si  può 
abbassare  di  grado  , quando  si  conosca  una  qualche  rela- 
zione fra  le  radici:  il  che  vuol  dire  che  la  determinazione 
delle  radici  dell’  equazione  del  problema  dipende  dalla  ri- 
soluzione di  altre  equazioni  di  grado  più  semplice,  aventi 
relazioni  determinate  con  la  data. 

Or  quando  un  problema  geometrico  sì  pone  in  equa- 
zione , si  può  dare  che  la  determinazione  grafica  dell’  ele- 

(’)  Lefebure  de  Fourey  — Ltfotu  degiomitrit  analyliqtu;  i37. 

(")  d' Andrea— 7>a((a(o  tlcmentars  i Algebra;  n”.  727. 
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mento  che  deve  soddisfare  alle  condizioni  prescritte,  pos- 
sa in  più  guise  effettuarsi  : così  nel  problema  in  discorso 
la  retta  MN  (fig.  32)  potevasi  determinare  sia  mercè  il' 
punto  M,  oppure  N;  sia  mercè  la  sua  inclinazione  rispet- 
to ad  una  delle  rette  Ox,  Oj;  sia  assegnando  la  posizione 
dei  stio  punto  di  mezzo;  sia  ancora  determinando  il  piede 
della  perpendicolare  menata  da  quest'ultimo  punto  su  la 
congiungente  OA , ec.  ; ed  ognuna  di  coteste  maniere  di 
determinazione  chiedeva  una  particolare  incognita,  che  di- 
remo determinante.  Dippiù  , Io  stesso  problema  può  am- 
mettere più  soluzioni , e queste  debbonsi  sempre  ottenere, 
qualunque  delle  varie  incognite  che  possono  egualmente 
risolvere  il  problema  siasi  presa;  se  non  che,  potendo  que- 
ste soluzioni  o determinazioni  esser  tali  da  stabilire  delle 
attinenze  particolari  tra  i rispettivi  elementi  che  le  assegna- 
no, i quali  sono  appunto  i diversi  valori  dell’  ignota  assun- 
ta, il  risultamento  , ovvero  f equazione  finale  può  in  seguito 
di  quelle  attinenze , o risultar  da  se  stessa,  o pure  rendersi 
suscettiva  di  prender  forma  più  semplice.  Ciò  per  l'appunto 
è avvenuto  nel  ripetuto  problema , ove  sia  che  si  prenda 
per  determinante  la  OM,  o 1’  angolo  NMO,  o la  distanza 
Ac , si  giunge  sempre  ad  un’  equazione  di  quarto  grado  ; 
nel  primo  caso  , vista  la  relazione  che  esiste  tra  i qua- 
drati di  due  de’  valori  della  determinante,  ossia  delle  ra- 
* dici  dell’  equazione  (8,  230)  la  ricerca  di  queste  radici  si 
è ridotta  a quella  delle  radici  di  due  altre  equazioni  del 
secondo  grado  ; nel  secondo  caso,  a motivo  che  i valo- 
ri delle  determinanti  sono  a due  a due  inversi , anche  la 
risoluzione  dell’  equazione  finale  si  è ridotta  a quella  di 
due  altre  equazioni  del  secondo  grado  ; nel  terzo  caso  le 
radici  dell’  equazione  (32,  233)  dovevano  essere  eguali  a 
due  a due  e di  segno  contrario,  e perciò  la  detta  equazio- 
ne era  abbassabile  ad  un  grado  subduplo  ; in  effetti , se- 
condo la  costruzione  indicata  nella  nota  a pag.  196,  se  per 
avere  il  punto  M bisogna  aggiungere  alla  metà  della  retta 
data  la  distanza  Ac  , e descrivere  un  arco  col  centro  A e 
con  un  raggio  eguale  alla  somma  di  queste  due  rette,  al- 
r opposto  per  avere  il  punto  M',  il  raggio  dev’  essere  la 
differenza  tra  le  medesime  rette  : lo  stesso  dicasi  per  gli 
altri  due  punti  M'",  M“, 

Finalmente  prendendo  per  ignota  la  distanza  Or , si 
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è avuto  un'  equazione  del  secondo  grado,  e in  questo  caso 
pare  che  il  problema  non  ammetta  più  quattro  soluzioni , 
ma  così  non  è nel  fatto,  poiché,  se  si  osserva  che  per  la 
posizione  simmetrica  delle  due  rette  MN,  M'N'  i loro  pun- 
ti medii  c,  c'  si  trovano  sulla  medesima  perpendicolare 
ere',  si  conchiude  che  il  medesimo  valore  dell’  ignota 
che  determina  il  punto  c per  la  prima  retta,  lo  determina 
nel  tempo  stesso  per  la  seconda,  ed  altrettanto  ancora  av- 
viene per  le  altre  due  soluzioni  M“N",  In  questo 

caso  dunque  l’ incoguita  non  può  avere  che  due  valori  es- 
senzialmente distinti,  i quali  conducon  alle  quattro  solu- 
zioni del  problema. 

Dal  fin  qui  detto  risulta*  che  dopo  aver  messo  in  equa- 
zione un  problema  geometrico  , prendendo  per  incognita  una 
delle  varie  determinanti  che  possono  risolverlo,  conosciute 
le  diversi  soluzioni  di  cui  è capace,  allora,  si  deve  vedere 
setra  queste  soluzioni  vi  sia  qualche  particolare  relazione, 
oppure  se  per  un’  altra  determinante  le  soluzioni  potesse- 
ro divenire  a due  a due  eguali  e di  segno  contrario,  op- 
pure inverse,  o finalmente  se  una  stessa  determinante  ap- 
partenga a due  difièrenti  soluzioni.  In  qualunque  di  que- 
sti casi  si  può  esser  certi  che  il  problema  ammetta  una 
risoluzione  geometrica  più  semplice  di  quella  che  può  da- 
re l’equazione  da  principio  trovata  (se  pure  questa  non 
goda  essa  stessa  della  medesima  |>roprielà),  e la  più  sem- 
plice tra  tutte  è quella  che  si  ottiene  prendendo  per  in- 
cognita la  determinante  comune  a due  determinazioni. 

235. ‘Da  ultimo  è da  notarsi  che  non  sempre  ci  è 
possibile  lo  scorgere  a priori  delle  dipendenze  tra  le  ra- 
dici d' un’ equazione,  o quali  trasformazioni  converrebbe  fa- 
re, perché  la  proposta,  se  lo  comportasse  la  questione,  si 
abbassasse  di  grado.  Allora  converrebbe  , con  mezzi  tutti 
diretti  cercare  se  sia  possibile,  e come  si  possa  scomporla 
in  altre  più  semplici.  £ per  dare  un  esempio  di  lui  me- 
todo, lo  applicheremo  seguendo  il  cbiar.  Proi.  Pauulz,  ad 
un'equazione  del  quarto  grado  (‘). 

Sia  pertanto  1'  equazione 


(35) 


x*-f-aT*-f-Ax*-f-c.r-f-rf=o  , 


(*)  Padula — Saectlla  di  proUcini  di  geointiria  risoiuli  cuti  anahii  ul- 
gebrita,  pag.  187. 


Digilìzed  by  Google 


PARTE  PRUA 


200 

che  supponiamo  si  possa  scomporre  in  due  fattori  del  se- 
condo grado 

(36)  x'-ìrmx-\-n=o,  x'-^-m'x-^n'^^p  ; 

allora  il  prodotto  di  c|uesti  due  fattori  dovrà  essere  iden- 
tico alla  (35);  e però  (*)  eseguendo  il  prodotto,  e parago- 
nando i coeliicieuti  delle  stesse  potenze  di  questo  prodotto 
e della  (35),  avremo 

(37)  m-+-rn'=a,  n-\-n‘  -^mm'=b,mn'-j;‘nin'=c^nn'—d. 

Inoltre,  perchè  la  costruzione  della  (36)  potesse  eseguirsi 
con  sole  rette  e cerchio  secondo  la  regola  del  n.°  214,  è 
mestieri  che  i valori  de’  coefiipienti  m,  n,  m',  n',  non  con- 
tengano che  radicali  solamente  quadrati.  Quindi  se  si  fac- 
cia mm’=z,  le  (37)  unitamente  a quest'  ultima  equazione 
formeranno  il  seguente  sistema 

n-4-n'=6 — z,  mn'-\-nm'=e,  nn'=d,  mm'=z. 

La  prima  e 1’  ultima  c’  indicano  essere  m ed  m'  le  radici 
dell'  equazione  del  secondo  grado 

(38)  h' — aA-f-z=o  ; 

e la  seconda  e quarta  ci  mostrano  parimente  essere  n ed 
n'  le  radici  dell’equazione 

(39)  k’—(b—z)k+d=o, 
onde  sarà 

oiV  a‘  — 4z  o+V 

2 ’ 2 ’ 

2±V  (6— z)*— 4<i  , (6—zy—kd 

2 2 ’ 
avvertendo  che  si  è messo  il  doppio  segno,  ma  in  ordine 
inverso  ne’  due  valori  di  m ed  m',  e cosi  pure  in  quelli 
di  n ed  n',  non  sapendo  per  ora  quale  delle  due  radici 
della  (3)  rappresenti  m o m',  e quale  delle  due  radici 
della  (39)  rappresenti  n o u'. 

Ponendo  ora  questi  valori  nella  terza  condizione  mn'-f- 
nm'-=c , si  avrà  dapprima 

(41)  a(b-z)—V{a'—\z)  [ {b—zy—idj=3c, 

(*)  D'Aadrea— £l«meiU(  d' Algebra-,  o°  203. 
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e quindi  sviiuppundo  e ordinando,  si  arrà  la  sognento  e- 
quazione 

(42)  a* — 2AzV4-(6*+oc — kdjZ-\-à^-\-a'd — abc=x>. 

la  quale  servirà  a determinare  z , che  poi  sosti) ulta  nelle 
(40)  ci  darà  i valori  de’  quattro  coefficienti  /n,  m',  n,  v!\ 
e così  resteranno  completamente  determinati  i due  fatto- 
ri (36). 

Or  poiché  i detti  coefficienti  devono  dipendere  da  ra- 
dicali solamente  quadrati,  è mestieri  che  anche  di  tal  na- 
tura sieno  i valori  di  z della  (42).  Ma  un’  equazione  non 
potendo  contenere  una  radice  della  forma  s-|-V/3,  senza  am- 
metterne un’  altra  a. — Vi3,  com  la  (42j  deve  necessariamente 
contenere  almeno  una  radice  razionale,  la  quale  per  con- 
seguenza dee  essere  uno  de’  fattori  dell’  ultimo  termine.  Se 
dunque  ciò  avviene  efiéttivamente  la  indicata  scomposizio- 
ne dell’  equazione  di  4°  grado  nelle  due  di  2°  potrà  aver 
luogo,  altrimenti  no. 

Per  couoscere  ora  qual  sistema  di  segni  converrà  ri- 
tenere nell’ adoperare  le  formole^(40)  si  osserverà  che  dal- 
ia (41)  si  ha 

(43)  a{b — z) — 2c=^ a* — 4z  Y~ (jb — zy—Kd\ 

donde  si  vede  che  se  a{b — z)>2c,  il  secondo  membro  di 
quest’equazione  dovrà  esser  esclusivamente  positivo,  e per- 
ciò i due  radicali  che  lo  compongono  deggiono  essere  del- 
lo stesso  segno;  e se  a{b — z)<2c,  i detti  radicali  van  pre- 
si con  segno  opposto  ; nel  primo  caso  dunque  converrà 
prendere  i valori  di  m , m',  n , n',  come  trovansi  scritti 
nelle  (40),  e nel  secondo  caso,  si  farà  uso  delle  loimola 
seguenti 


ricordandosi  sempre  però  dì  prendere  o ì soli  segni  supe- 
riori, o i soli  inferiori. 
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Per  altro  y i fattori  che  si  ottengooo  nel  primo  caso 
non  riescon  diversi  da  quelli  che  si  hanno  nel  secondo  ; 
poiché  il  ritenere  una  volta  i soli  segni  superiori  , ed 
un’  altra  volta  i soli  inferiori  , si  riduce  a cambiare  m ed 
n , in  m*  ed  n'.  Segue  da  ciò  che  avendosi  per  ogni  va- 
lore di  z una  sola  coppia  di  fattori , non  v’  ha , in  gene- 
rale , che  tre  diversi  modi  di  scomporre  in  fattori  di  2.° 
grado  un’  equazione  del  4.°  grado. 

236.  Applicando  questo  metodo  alla  (8,  230),  bisogne- 
rà ai  coefficienti  et,  b,  c,  d sostituire  rispettivamente 

— 2a,  2a’—m*,  2atn*, — a*/»*; 

e così  la  (42)  per  questo  caso  diverrà 

z’ — 2(2a* — /n*)z*-}-  (2a* — ot*)*z-}-  4a’/n’=o, 

e il  solo  fattore  dell’  ultimo  suo  termine,  che  la  soddisfac- 
cia è — m';  e comecché,  nel  caso  che  consideriamo,  a(b — z) 
<2c,  converrà  far  uso  delle  formole  (43)  che  dopo  le  so- 
stituzioni , diverranno 

m= — a-j-^  m'=—a — a*-f /»* 

n=a‘ — a^  a’-f-m*,  n — a*-j-aP' 

e per  conseguenza  i due  fattori  del  secondo  grado , ne’  quali 
si  scompone  la  (8,  230)  saranno 

x*4-(^  a’-|-m‘ — a)  x — a — a)=o 

** — a*4-/n*-f-«)  x-f-a  (y~ 
che  sono  identici  alle  (21)  e (22)  del  n*.  231. 

Crediamo  sufficiente  il  fin  qui  detto  intorno  all*  ana- 
lisi geometrica  determinata  , e passeremo  ad  esporre  il 
metodo  delle  coordinate , assai  più  fecondo , e molto  più 
in  uso  per  la  sua  generalità. 


FINE  DELLA  PARTE  PRIMA. 
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ARTICOLO  I. 

Coordinale  retlilinee  e polari  (T un  punto. 


237.  In  tolte  le  questioni  fino  ad  ora  trattate  il  pro- 
blema propostoci  è stato  quello  di  assegnare  sia  la  gran- 
dezza , sia  la  posizione  ancora  di  taluni  elementi  geome- 
trici , dietro  la  completa  conoscenza  di  altri  , vale  a di- 
re, sapendo  la  forma,  la  grandezza  e la  posizione  di  que- 
st’ultimi.  La  generalità  dei  risultamenti  ottenuti,  la  spe- 
ditezza nell*  ottenerli , e il  modo  facile  di  metterli  in  pa- 
ragone , sarebbero  sufficienti  a provare  l' importanza  di  trat- 
tare coir  Algebra  le  questioni  di  Geometria.  Però  la  cono- 
scenza anticipata  di  alcune  forme  dell'estensione,  e di  talune 
proprietà  di  esse  , delle  quali  si  è avuto  bisogno  nella  ri- 
soluzione de'  problemi  precedenti  , può  far  credere  limi- 
tato r uso  del  linguaggio  algebrico  nella  Geometria  , o me- 
glio può  farlo  supporre  dipendente  da  uno  studio  primi- 
tivo di  verità,  dimostrate  altrimenti  die  con  l'Algebra  ; ma 
COSI  non  è , in  generale  , anzi  queste  verità  potranno  es- 
ser messe  in  evidenza  mercè  l’indicato  mezzo.  £ col  fatto 
le  verità  di  cui  è parola  non  sono  che  delle  proprietà  sia 
assolute  sia  relative  dell'estensione  , a rinvenir  le  quali 
è d'  uopo  definire  la  jorma  particolare,  che  di  quelle  pro- 
prietà è dotata  : cosi  quando  in  Geometria  si  espongono 
le  diverse  proprietà  del  triangolo  del  circolo  , e di  tutte 
quante  le  altre  figure  piane  o solide  che  ivi  si  studiano  , 
si  comincia  dal  dare  una  definizione  di  quelle  particolari 
forme  di  estensione  , e su  questa  definizione , come  base , 
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si  fa  |M)ggiare  ogni  ulteriore  ragionamento  , che  serre  a 
farci  note  sia  le  proprietà  assolute  sia  le  relative  di  eia* 
scuna. 

Se  dunque  trovar  si  potesse  un  mezzo  , onde  espri- 
mere algebricamente  la  definizione  d’  una  forma  determi- 
nata dell’estensione,  allora  alla  figura  geometrica  potrem- 
mo sostituire  quel  modo  simbolico  , e servirci  di  questo 
nelle  ricerche  ulteriori  sulle  proprietà  della  figura.  Pertanto, 
occupandoci  per  ora  delle  sole  linee , premetteremo  la  se- 
guente definizione,  cioè  : la  linea  è il  sentiero  , o ( come 
comunemente  suol  dirsi)  è il  luogo  geometrico  descritto  da 
un  punto  che  muovesi  con  legge  determinata.  Questa 
definizione  comprende  qual  stesi  linea  , in  quanto  al  venir 
generata  da  un  punto  , e la  parlicolar  forma  di  ciascuna 
vien  poi  stabilita  appunto  da  quella  legge  determinata  con 
che  muovesi  il  punto  generatore  : così  linea  è quella  che 
genera  un  punto  costretto  a muoversi  in  modo  da  serbar 
costantemente  la  stessa  distanza  da  un  altro  punto  fisso  ; 
linea  parimente  è quella  generata  da  un  punto  che  muo- 
vesi in  modo  da  serbare,  io  qualunque  sua  posizione,  eguali 
distanze  da  un  punto  fisso , e da  una  retta  data  di  posi- 
zione , ec.  Nel  primo  di  questi  casi , la  legge  determinata 
consiste  nel  dover  il  punto  generatore , nel  suo  movimen- 
to , serbar  sempre  la  medesima  distanza  da  un  altro  pun- 
to fisso  ; nel  secondo  caso  la  legge  determinata  sta  nel  do- 
ver il  punto  generatore,  per  ogni  sua  posizione  successi- 
va , trovarsi  ad  egual  distanza  da  un  punto  fisso  , e da 
una  retta  ; ec  : le  particolarità  di  tali  movimenti  daran  luo- 
go , in  generale  però  , a particolari  forme  di  linee.  Ve- 
desi  da  ciò  che  1’  espressione  algebrica  indicante  1’  accen- 
nata legge  di  generazione  per  ciascuna  linea  in  particolare 
ne  indica  appunto  la  sua  definizione  , e la  questione  ri- 
ducesi  a cercar  un  modo  come  ottenere  tale  espressione 
algebrica.  Osserviamo  per  ciò  che  per  qualunque  siesi  punto 
preso  sopra  una  linea  , trovar  deesi  verificata  quella  legge 
con  cui  quella  linea  è stata  generata  , altrimenti  quel  punto 
non  potrebbe  appartenere  a quella  linea  ; così  quei  punti 
che  , esistendo  nel  piano  d'  un  circolo , distano  dal  cen- 
tro per  una  quantità  più  o meno  grande  del  raggio  , non 
possono  far  parte  della  circonferenza  : per  tal  ragione  è 
suiliciente  esprimere  analiticamente  la  legge  di  generazione 
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di  una  linea  , relalioamente  ad  un  punto  qualunque  di 
essa.  Ma  questa  legge  viene  indicata  col  movimento  di 
un  punto , ed  il  movimento  è tutto  relativo  , quindi  è 
d’  uopo  assegnar  dei  termini  di  paragone , tali  che  ci  po- 
tessero far  conoscere  le  dispisixioni  delle  successive  posi- 
zioni del  punto  generatore , e non  confonderlo  con  gli  al- 
tri infiniti  punti  che  si  trovano  nello  spano.  Or  la  posi- 
zione d’  un  punto  ( che  trovar  si  dovesse  in  un  piano  ) è 
chiaro  che  è conosciuta,  tosto  che  s’assegnano  due  linee 
esistenti  nel  medesimo  piano,  e che  passano  per  esso  ; ina 
è chiaro , nel  tempo  stesso , che,  per  giungere  piu  facil- 
mente  in  questo  modo  alla  determmanone  del  punto,  con- 
verrà dippiù  tra  le  infinite  linee  che  passano  per  esso,  sce- 
elier  quelle  di  più  facile  costruzione,  come  sarebbero  a 
retta  o la  circonferenza  d’  un  circolo , e assegnar  delle 
condiìioni  proprie  a stabilire  un  sistema  di  queste  linee. 

238.  Tutto  ciò  premesso , se  la  posizione  d’un  punto 
vogliasi  determinare  per  mezzo  di  due  linee  rette  , allora 
bisognerà  assegnarne  la  direzione  dapprima  ; il  che  può 
farsi  agevolmente  stabilendo  nel  piano  in  cui  sta  il  punto 
un  sistema  di  due  rette,  parallelamente  alle  quali  si  me- 
neranno quelle  che  assegnano  la  posizione  del  punto  in 
parola  ; e in  secondo  luogo  conviene  assegnare  i punti  pei 
quali  devon  passare  queste  parallele.  Sieno  in  efietti 
vv  ( fin-  33  ) due  rette  di  posizione  data , ma  arbitraria, 
che  si  taglino  in  O ; e supponiamo  che  il  punto  da  fissarsi 
nel  piano  di  esse  debbasi  trovare  sopra  una  retta  parallela 
ad  IX  , la  quale  debba  dippiù  incontrare  la  yy,  ad  una 
distanza  data  ù da  O , e sopra  una  seconda  retta  parai  eia 
ad  YV  la  quale  debba  dippiù  incontrare  la  xx,  ad  un  altra 
distanza  data  i*  dallo  stesso  P««to  O Allora  , prendendo 
00=OQ'=ù,  e menando  per  Q e Q le  MM  , M M pa- 
rallele ad  XX,,  è chiaro  che  il  punto  cercato  sara  uno  di 
quelli  di  queste  due  rette  ; e parimente  »agl*ando  OP_ 
OP'=fl,  e menando  per  P.  PMe  MM',M"M'*,  parallele 
ad  YY  il  Punie  cercato  dovrà  trovarsi  pure  sopra  queste 
seconde  rette  ; dunque  in  fine  quésto  punto  sarà  uno  dei 
quattro  M,  M',  M“,  M'“,  ove  queste  rette  a due  a due  s in- 
contrano , nè  resta  per  conseguenza  completamente  deter- 
minato. Ciò  avviene  appunto  per  la  generalità  con  cui  so- 
no  state  date  le  distanze  à , ed  a ; ed  in  fatto  , non  es- 
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sendosi  anticipatamente  detto  se  la  distanza  b doveva  ca- 
dere da  O verso  y,  o da  O verso  y, , si  è stato  nell’  ob- 
bligo  di  prendere  ambedue  queste  distanze;  e lo  stesso  è 
avvenuto  ancora  per  la  seconda  distanza  a.  Se  dunque 
vuoisi  render  completa  la  determinazione  del  punto  è d’uopo, 
oltre  ai  valori  numerici  delle  distanze  a e b,  indicare  in 
qual  senso  debbano  esser  prese.  A ciò  ben  si  prestano  i 
segni  -}-  e — per  indicare  una  direzione  o la  opposta.  Così, 
convenendo  , per  sola  ipotesi , che  le  distanze  positive  sie- 
no  contate  procedendo  da  O verso  x , e da  O verso  y , 
allora  le  negative  andran  tagliate  da  O verso  x, , e da  O 
verso  y,.  In  tal  modo  la  posizione  del  punto  sarà  comple- 
tamente determinata  , e sarà 

M se  a è positiva  eòe  negativa  ; 

M'  se  a è positiva  e b è negativa  ; 

M"  se  a è negativa  e b e negativa  ; 

M"'  se  a è negativa  e b h positiva. 

Le  due  distanze  a e b chiamansi  con  nome  comune 
coordinate  del  punto  M , e particolarmente  poi  1’  una  è 
detta  ascissa  , e 1’  altra  ordinata.  Le  rette  fisse  Ox,  Oy 
chiamansi  assi  delle  coordinate  ; e propriamente  asse 
delle  ascisse  quella  parallelamente  alla  quale,  o meglio  sulla 
quale  si  tagliano  le  ascisse  , c l’ altra  asse  delle  ordinate. 
Il  pnoto  O d’incontro  di  questi  assi  s’ addimanda  origine 
delle  coordinate  , come  che  da  quel  punto  abbiano  effet- 
tivamente cominciamento  le  coordinate.  Se  1’  angolo  degli 
assi  è retto  , questi  si  chiamano  più  particolarmente  assi 
rettangolari , o ortogonali  ; in  qualunque  altro  caso  gli 
assi  sono  obbliqui. 

239.  Come  conseguenza  di  tutto  il  fin  qui  detto  ri- 
sulta , che , dinotando  con  x 1’  ascissa  di  qual  si  voglia 
punto  esistente  nel  piano  degli  assi  , e con  y 1’  ordinata  , 
c rappresentando  con  a l’ascissa  e con  6 l’ordinata  d’un 
punto  individuato  , il  modo  simbolico  per  indicare  questo 
punto  sarà  contenuto  , in  generale,  nelle  due  equazioni  si- 
multanee ’ 

(1)  x=a,  y=b\ 

bene  inteso  che  a e b potranno  esser  positive  o negative, 
secondo  la  osservazione  più  sopra  fatta.  Anzi  in  qualche 
caso  una  di  dette  quantità  o anche  tutte  e due  potranno 
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esser  nulle.  Così  supposto  che  Ot  sia  l'asse  delle  ascisse, 
e su  di  esso  vi  sia  segnato  un  punto  P , distante  daU 
r origine  per  la  quantità  OP=a  ; allora  e chiaro  che  que- 
sto punto , come  qualunque  altro  situato  sullo  stesso  asse, 
non  ha  ordinata  , e per  conseguenza  quel  punto  sarà  alge- 
bricamente rappresentato  dall’insieme  delle  due  equazioni 

(2)  jT=a,  y=o. 

Parimente  un  punto  situato  sull’  asse  delle  ordinate  , 
e a distanza  b dall’  origine , non  avrebbe  ascissa  , e sa- 
rebbe rappresentato  algebricamente  dal  complesso  delle  due 
equazioni 

(3)  x=Of  y=b. 

Da  ultimo  un  punto  situato  nell’  origine  O delle  coor- 
dinate non  avrebbe  nè  ascissa  nè  ordinata  , e perciò  esso 
sarebbe  algebricamente  rappresentato  dalle  due  equazioni 
simultanee 

(4)  x=o,  y=o. 

240.  Facciamo  finalmente  notare  che  scrivendo  la  so- 
la equazione 

(5)  x=a 

e lasciando  1’  ordinata  y indeterminata , veniamo  a consi- 
derare tutti  quei  punti  esistenti  nel  piano  delle  coordina* 
te , ed  aventi  una  medesima  ascissa  a ; ed  è chiaro  che 
tali  punti  sono  allocati  sopra  una  retta  indefinita  parallela 
all’  asse  delle  ordinate  , e che  incontra  quello  delle  ascisse 
a distanza  a dall'  origine. 

Allo  stesso  modo  ragionando  , si  vedrà  che  la  s<Àa 
equazione 

(6)  j-=6 

rappresenta  una  retta  indefinita  parallela  all’asse  delle  a- 
scisse  , e che  taglia  quello  delle  ordinate  a distanza  b dal- 
r origine.  . ‘ 

Che  se  nella  (5)  a fosse  nullo  ^ allora  si  avrebbe  l'e- 
quazione 

(7)  x=o, 

la  quale  c'  indica  tutti  quei  punti  che  non  hanno  ascissa, 
e poiché  questi  sono  evidentemente  tutti  quelli  dell' «use 
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delle  ordinate  , ne  segue  per  conseguenza  che  quest'  asse 
▼iene  algebricamente  rappresentato  dalla  fo/a  equazione  (7)> 
Con  ragionamenti  simili  si  fa  vedere  che  V asse  delle  ascisse 
viene  algebricamente  rappresentato  dalla  sola  equazione 

(8)  y=o, 

la  quale  è un  caso  particolare  della  (6)> 

241.  Oltre  a questo  primo  modo  di  determinare  un 
punto  per  mezzo  di  due  coordinate  rettilinee  , a v vene 
ancora  un  secondo  del  quale  i Geonàetri  fanno  uso.  Essd 
è poggiato  anche  sul  medesimo  principio  di  assegnare , 
cioè  , due  delle  infinite  linee  che  passano  pel  punto  ; e 
queste  linee  , in  luogo  di  due  rette  , come  nel  caso  pre- 
cedente , sono  invece  una  retta  ed  una  circonferenza  di 
cerchio  , per  assegnar  le  quali  geometricamente  è neces- 
sario che  si  assegni  la  direzione  e un  punto  della  prima, 
e il  raggio  ed  il  centro  della  seconda  ; ed  è chiaro  che 
la  direzione  della  retta  sarà  fissata  tosto  che  s' indica  l'an- 
golo che  essa  far  dee  con  un'altra  retta  data  di  posizione 
nel  piano  in  cui  trovasi  il  punto  a fissarsi.  Per  bene  in- 
tendere ciò  sia  xx'  (/ìg.  34)  una  retta  indefinita  di  posi- 
zione data  , ma  arbitraria  , ed  esistente  nel  piano  in  cui 
trovasi  il  punto  , di  cui  vuoisi  fissare  la  posizione  ; sia 
inoltre  P un  punto  , preso  anche  arbitrariamente  sulla  retta 
xx',  e supponiamo  che  il  punto  a determinarsi  debba  stare 
sopra  una  retta  condotta  per  P e faciente  con  xx'  un  an- 
golo d'  un  certo  numero  di  gradi , che  dinoteremo  con  <u, 
e sopra  la  circonferenza  d’  un  circolo  avente  per  centro  P 
ed  un  raggio  d’un  dato  numero  d’unità  lineari,  che  rap- 
presenteremo con  p.  Se  per  P si  menino  le  MM",  MW", 
ciascuna  delle  quali  faccia  con  la  xx'  1'  angolo  dato  a»,  il 
punto  cercato  sarà  uno  di  quelli  di  queste  rette  ; poi  se 
dal  punto  P come  centro  e con  un  raggio  PA  eguale  al 
dato  p descrivasi  la  circonferenza  ABA^B',  il  punto  cer- 
cato sarà  pure  uno  di  quelli  di  questa  circonferenza  ; dun- 
que questo  punto  sarà  uno  de’  quattro  ove 

le  rette  MM”,M'M"’  incontrano  la  circonferenza,  e perciò, 
esso,  abbenchè  distinto  tra  gl'infiniti  punti  del  piano  x'B'xB, 
pure  non  è ancora  completamente  determinato  , potendo 
essere  uno  di  quei  quattro.  Ecco  dunque  la  necessità  di 
altre  restrizioni , perchè  si  possa , in  dascun  caso  , indivir 
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duare  la  posizione  d’  un  punto,  facendo  uso  di  questo  ae> 
condo  modo.  Osserviamo  per  ciò  che  i’  essersi  ottenuti 
quattro  punti , in  luogo  d'  un  solo  , è stato  appunto  per 
la  generalità  con  coi  sonosi  enunziate  le  condizioni  date  : 
così , quando  si  è detto  che  il  punto  a fissarsi  dovea  tro- 
varsi sopra  una  retta  condotta  per  F e faciente  con  x\' 
un  angolo  dato  , non  si  è però  specificato  dippiù  se,  nello 
stabilire  graficamente  quest'  angolo  , mercè  una  circonfe* 
renza  ABÀ'B'  descritta  dal  punto  P come  centro,  e con  un 
certo  raggio  , 1’  arco  che  misura  1’  angolo  dovea  esser  preso, 
partendo  da  A,  ove  I’  arco  si  suppone  nullo  , e procedendo 
verso  B o verso  B';  ond’  è che  si  è stato  nell’  obbligo  di  fare 
amendue  queste  supposizioni , e menar  per  conseguenza  due 
rette  MP,  M^'P,  su  ciascuna  delle  quali  potevasi  egualmente 
trovare  il  punto  richiesto.  Anzi  l’origine  degli  archi  avreb- 
besi  potuto  supporre  essere  ancora  in  A\  e perciò  si  poteva- 
no menare  due  altre  rette  M"P , M'P  in  modo  da  formare 
con  xx'  r angolo  dato  ; ma  queste  seconde  rette  non  sa- 
rebbero state  diverse  dalle  prime , poiché  è facile  rilevare 
che,  secondo  tali  costruzioni  la  PM”  è il  prolungamento 
di  PM,  e la  PM'"  lo  è di  PM';  per  modo  che  si  nell’uno 
che  nell'altro  caso  non  si  avranno  che  due  sole  posizioni 
di  quella  retta,  che  formar  deve  1'  angolo  dato  colla  retta 
fissa  XX*.  Inoltre,  appunto  perchè  ciascuna  delle  rette  PM, 
PM"'  poteva  esser  prolungata  oltre  il  punto  P , e per  ciò 
la  circonferenza  descritta  poteva  essere  incontrata  da  cia- 
scuna di  queste  due  rette  in  due  punti  , era  di  assoluta 
necessità  il  fissare  quale  di  essi  avrebbesi  dovuto  ritenere, 
dopo  la  costruzione.  A tutti  questi  inconvenienti  facilmente 
si  ripara  , mercè  l’ uso  dei  segni  come  si  è fatto  per  le 
coordinate  rettilinee  ; così  supposto  , che  , per  pura  con- 
venzione, r origine  degli  archi  fosse  A e non  A'  e che  gli 
archi  come  Am  , tagliati  da  questo  punto  A e procedendo 
verso  B sieno  positivi  , allora  quelli  che  andranno  da  A 
verso  B'  saranno  negativi  e reciprocamente.  Parimente  , 
stabilendo  che  quando  il  raggio  p , il  quale  propriamente 
dinota  la  distanza  del  punto  richiesto  al  punto  fisso 
P,  venga  affetto  dal  segno  -f-  , debbasi  portar  questa  di- 
stanza sulla  Pm,  da  O verso  m,  cioè  andando  verso  quella 
parte  ove  termina  1’  arco  segnato  ; allora  quando  la  detta 
distanza  si  trovasse  affetta  dal  segno  — , converrà  tagliarla 
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da  P verso  il  prolungamento  di  mP,  cioè  procedendo  verso 
la  parte  opposta  all’  estremità  dell’  arco  , tagliato  per  fis- 
sar la  retta. 

242.  A maggiormente  dichiarare  quanto  fin'  ora  si  è 
detto,  supponiamo  che  si  tratti  di  determinare  quel  punto 
per  cui  07=15°  e p=5  volte  una  data  retta  a,  presa  per 
unità.  Descritta  dal  punto  P una  circonferenza  ABA'fi'  con 
un  raggio  PA  ad  arbitrio  e supposto  che  gli  archi  positi- 
vi , procedano  da  A verso  B,  si  taglierà  l’arco  Am  in  modo 
che  comprendesse  15°;  poi  si  congiungerà  P con  m,  csi 
prolungherà  finché  non  sia  PM  eguale  a 5 volte  la  retta  a\ 
li  punto  M sarà  il  punto  cercato.  Supponiamo  in  secondo 
luogo  die  per  un  altro  punto  si  avesse  <»= — 165°,  e p= — 5a. 
Qui,  essendo  a>  negativo,  bisognerà  prendere  un  arco  AB'm" 
di  165°  , andando  da  A verso  B'  ; congiungendo  poi  P 
con  in",  ed  osservando  che  p è parimente  negativo,  biso- 
gnerà prolungare  la  retta  m"P,  verso  la  parte  opposta  ad  m", 
finché  non  sia  PM=5fl  ; il  punto  M sarà  il  punto  cercato, 
che  sarà  precisamente  quello  stesso  determinalo  con  i da- 
ti 03=1.5°  e p=5a,  poiché  è facile  scorgere  che  , essendo 
AB'm"=165'',  Am=15°,  le  due  rette  Pm,  Pm"  devono  es- 
sere in  linea  retta  ; inoltre  il  valore  numerico  di  p è Io 
stesso  ne'  due  casi.  Quindi  parrebbe  inutile  il  considerare 
l'angolo  03  e la  distanza  p anche  negativamente,  se,  facendo 
uso  de’  soli  segni  jrositivi,  possiamo  bene  determinare  la  po- 
sizione del  punto  ; ma  questo  fatto  sarà  meglio  più  innanzi 
.spiegato. 

Posto  tutto  ciò  , P angolo  « e la  distanza  p sono  le 
coordinate  del  punto  M,  delle  quali  la  seconda  chiamasi 
raggio  vettore  , c la  prima  potrcbbesi  chiamare  ascissa 
angolare  o circolare  ; il  punto  P origine  di  queste  di- 
distanze s' addimanda  po/o  ; onde  é che  queste  coordinate, 
anche  per  distinguerle  da  quelle  rettilinee  , si  chiamano 
coordinale  polari  del  jiunto  M.  Osserviamo  inoltre  che  se 
rispetto  ad  un  punto  qualunque  del  piano  , dinotisi  con  u 
l'ascissa  angolare  , e con  r il  raggio  vettore , e con  oi  e p le 
stesse  quantità  per  un  punto  individuato  M,  il  modo  sim- 
bolico per  indicare  questo  punto  sarà  espresso  dalle  due 
equazioni  simultanee 

(9)  rz=<»,  r-=p. 
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243.  Lasciando  indeterminato  r,  e prendendo  la  sola 
equazione 

(10) 

veniamo  a rappresentare  tutti  quei  punti , pe’  quali  l' ascissa 
angolare  è la  stessa  ; ma  tutti  questi  punti  sono  evidente- 
mente  situati  sopra  una  medesima  retta  come  PM  faciente 
r angolo  MPx=a),  dunque  la  sola  (10)  in  coordinate  polari 
rappresenta  una  retta  che  passa  pel  polo. 

Similmente,  lasciando  u‘ iodeterminata  e prendendo 
la  sola  equazione 

(11)  r=p 

veniamo  a rappresentare  tutti  quei  punti  che  distano  da  P 
per  una  quantità  costante  ed  eguale  a p.  Dunque  la  (11) 
in  coordinate  polari  rappresenta  la  circonferenza  d'un  cir- 
colo , avente  per  centro  il  polo  ed  un  raggio,  eguale  a p. 

244.  Questi  due  modi  ora  spiegati , son  quelli  più 
comunemente  adoperati  dai  geometri  per  assegnare  la  po- 
sizione d'  un  punto  in  un  piano  ; ma  oltre  a questi  po- 
trebbero ancora  esservene  degli  altri , come  sarebbe  per  e- 
sempio  quello  di  dare  le  distanze  del  punto  da  fissarsi  da 
due  altri  punti  dati  di  posizione;  o la  distanza  da  un  punto 
e quella  da  una  retta  ; o in  fine  la  distanza  a due  rette  , 
prese  queste  distanze  sopra  una  stessa  retta.  Quest’  ultimo 
modo  è quello  che  si  trova  proposto  da  Carhot  (*). 

ARTICOLO  II. 

Equazione  d una  linea. 

245.  Abbiamo  fin  ora  considerato  un  punto  unico  esi- 
stènte in  un  piano  , ed  abbiam  veduto  che  per  poterlo  de- 
terminare di  posizione,  era  d’uopo  assegnarne  ambedue  le 
coordinate,  sieno  rettilinee,  oppure  polari,  mercè  le  quali 
si  poteano  costruire  due  linee  nella  cui  intersezione  tro- 
vavasi  il  punto  cercato.  Ma  quando  anticipatamente  si  co- 
noscesse questo  punto  essere  uno  di  quelli  d' una  linea  data 
o da  fissarsi  nel  piano  degli  assi , allora  è sullìciente  as- 


(*)  Mémoire  sur  la  relation  qui  existe  entre  les  distanees  de  ciaq  points 
qutlcunqutt  prie  dans  l espaee  ; pag.  <Ì6. 
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segnare  il. valore  di  una  sola  delle  due  coordinate,  anzi 
non  se  ne  può  dare  che  una.  Poiché  supposto  che  il  punto 
di  cui  vuoisi  fissare  la  posizione  appartenga  alla  linea 
(y?g.  33)  esistente  nel  piano  degli  assi  xx,  , yy,  , allora 
sarà  sufHcieute  assegnare  una  sola  delle  rette  parallele  agli 
assi , e sulle  quali  devesi  parimente  trovare  il  punto  di- 
mandato ; COSI  potrebbesi  dare  la  sola  parallela  all’asse  Oy, 
o la  sola  parallela  all’  asse  Ox,  vale  a dire , potrebbesi  as- 
.scgnarc  o la  sola  ascis.sa  OP , o la  sola  ordinata  OQ  , e 
quindi  menando  o PM,  parallela  ad  Oy  , o QM  parallela 
ad  Ox,  r incontro  d’  una  di  queste  parallele  con  la  curva 
MM"  determinerebbe  completamente  il  punto  cercato  ; anzi 
come  è chiaro  , non  si  potrebbero  dare  ad  un  tempo  ed 
arbitrariamente  un’  ascissa  OP  ed  un*  ordinata  OQ' , per- 
ché , seguendo  la  costruzione  or  indicata  , 1’  una  di  que- 
ste coordinate  assegnerebbe  un  punto  M , e 1'  altra  asse- 
gnerebbe un  punto  M',  il  quale,  in  generale,  potrebbe 
non  coincidere  con  M.  Segue  immediatamente  da  ciò  che 
tra  le  due  coordinate  d'un  punto  , il  quale  deve  esser  col- 
locato sopra  una  linea  data,  deve  necessariamente  esistere 
lina  relazione,  propria  ad  indicare  che  quell' ascissa  e quel- 
1'  ordinata  appartengono  ad  un  punto  medesimo  di  detta 
linea.  Or  perché  un  punto  appartenga  ad  una  data  linea 
é necessario  (237)  che  per  quel  punto  sia  veriBcata  la  legge 
con  cui  quella  linea  si  genera  , dunque  le  coordinate  di 
questo  punto  , mentre  devono  avere  una  dipendenza  tra 
loro  , devono  soddisfare  alla  legge  or  enunciata.  Pertanto 
se  con  X ed  y dinotiamo  le  coordinate  rettilinee  d' un 
punto  qualunque  d’ una  linea  esistente  in  un  piano  , tra 
esse  dovrà  necessariamente  esistere  un’  equazione  che  rap- 
presenteremo in  generale  con 

(1)  F (x,  jr)=o  , 

la  quale , mentre  fa  essere  una  delle  coordinate  dipen- 
dente dall’altra  , deve  ilippiìi  rappresentare  in  simboli  al- 
gebrici la  legge  di  generazione  della  surriferita  linea. 

246.  Ragionamenti  simili  applicati  ad  un  .sistema  di 
coordinate  polari,  ci  faran  cunchiudere  che  dinotando  con  u 
ed  r tali  coordinate  per  un  punto  qualunque  della  linea,  fra 
esse  deve  esistere  un’  equazione  , generalmente  espressa  da 

(2)  f(r,  u)=o 
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Eccoci  dunque  ottenuto  nella  (1)  o nella  (2)  un  modo 
simbolico  , per  sostituirlo  alla  debnizione  geometrica  d'  una 
forma  particolare  dell’  estensione.  Ciascuna  di  e.sse  chiamasi 
equazione  della  linea , e per  ottenerla  in  ciascun  caso  par- 
ticolare , potrà  tenersi  la  seguente  regola  : fissato  un  si- 
stema di  coordinate  nel  piano  della  linea  data^  si  con- 
ducano da  un  punto  qualunque  di  essa  le  sue  coordi- 
nate , e si  cerchi  di  esprimere  algebricamente  tra  queste 
coordinate  , e. quelle  altre  quantità  che  determinano  la 
linea , quella  relazione  secondo  la  quale  la  legge  di  ge- 
nerazione di  essa  linea  trovasi  verificata. 

247.  Per  far  bene  comprendere  l'applicazione  di  que- 
sta regola  generale , diamo  qui  appresso  la  soluzione  di 
alquanti  problemi. 

Problema  I.  Trovare  V equazione  della  retta  , rife- 
rendola ad  assi  rettilinei. 

Per  risolvere  questo  problema  , premetteremo  la  se- 
guente definizione  : la  retta  è il  luogo  geometrico  de- 
scritto da  un  punto , il  quale  muovesi  in  modo , che  le 
sue  distanze  a due  rette  fisse  e che  s’ incontrano  in  uno 
stesso  punto  di  essa  retta  , . sono  in  rapporto  costante 
tra  loro  (*).  Quindi , supposto  che  sia  AB  (fg-  36  ) una 
retta  qualunque  , e che  xx, , yy,  sien  gli  assi,  seguendo 
la  regola  generale  del  n.°  prec.,  si  prenderà  un  punto  qua- 
lunque M,  la  cui  ascissa  sia  OP=ar,  e l'ordinata  MP=j', 
e si  cercherà  di  esprimere,  rispetto  alle  coordinate  di  que- 
sto punto  , e le  altre  quantità  che  determinano  compieta- 
mente  la  retta  , le  condizioni  necessarie  a verificare  l’ in- 
dicata legge  di  generazione.  Per  ciò,  menata  Bx'  parallela 
ad  Ox,  si  abbassino  su  gli  assi  le  perpendicolari  Mp,  Mq, 

(*)  Questa  definizione  data  per  la  retta  è propriamente  una  sua  pro- 
prietà , la  quale  può  mettersi  in  chiaro  come  qui  appresso.  Sia  06  una 
retta  qualunque  ed  Ox,  Oy  {fig,  35  ) due  rette  date  di  posizione  che 
s*  incontrano  in  uno  stesso  punto  O della  retta  data  : da'  diversi  punti 
H,  M',  M"  ec.,  si  conducano  le  perpendicolari  MP,  M'P',  M"?".  ec.  , 
sulla  Ox,  e le  altre  MQ,  M'Q',  M"Q",  ec.,  sulla  Oy.  Allora  avremo  evi- 
dentemente le  proporzioni  seguenti 

MP  : M'P'  : M«P''  : ec.  : : OM  : OM'  : OM"  : ec. 
ed  MQ  : MQ'  : MQ"*  : ec.  ; : OM  ; OM'  : OM  " : cc. 

quindi 

MP  : M'P'  : M"P"  : cc.  : t MQ  : M'Q'  : M"Q"  : ec-  : 
il  che  prova  quanto  si  volca  dimostrare. 
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e secondo  In  definizióne  data  dovrà  essere  costante  il  rap- 
porto di  MH  ad  Mq  ; e poiché  dall’  evidente  simiglianza 


de’  triangoli  MQH,  MQ,q 


MH  MQ 
’ Mq~MQ, 


quindi  anche  que- 


sto secondo  rapporto  deve  essere  eguale  ad  una  quantità 
costante  che  dinoteremo  con  a;  laonde  chiamando  6 la  GB 
che  è data,  ed  osservando  che  MQ  = MP  — PQ=MP — 
OB=i/ — b,  ed  MQ,=OP=a:,  avremo 


(1)  - — -=a,  ovvero  6 , 

che  sarà  la  dimandata  equazione  della  retta. 

248.  Per  determinare  intanto  il  rapporto  a si  osservi  che 


, , , MQ  MQ  sen  MBx' 

essendo  esso  eguale  ad  = — = , 

® MQ,  BQ  sen  BMQ 


se  dinotiamo 


con  a r angolo  MBx',  che  è uguale  all'  altro  MAx , che  la 
retta  data  fa  con  V asse  delle  ascisse  positive  , e con  /3 
r angolo  BMQ=MBy  , che  la  stessa  retta  fa  con  V asse 
delle  ordinate  positive  , sarà 


Ben  « 
sen  p ’ 

e si  vede  che  a ha  effettivamente  un  valor  costante  per 
qualsiesi  punto  della  retta,  poiché  esso  è funzione  di  due  an- 
goli a,  e j3  che  rimangon  sempre  gli  stessi  quando  si  passa  da 
un  punto  ad  un  altro  della  medesima  retta. . 

E poiché  /3,  ovvero  MBy=yBx' — MBx'=yOx — MAx, 
se  dinotiamo  con  9 l' angolo  yOx  degli  assi  delle  coordi- 
nate positive  , sarà  — «,  e quindi  ancora 


sena 


249.  Si  potrebbe  credere  che  la  forma  dell’  equazio- 
ne (1),  considerata  come  equazione  del  primo  grado,  sia 
stata  una  conseguenza  dell'  attuale  posizione  della  retta 
rispetto  agli  assi  ; per  modo  che  dovesse  alterarsi  quella 
forma  , se  alla  retta  si  supponga  data  una  posizione  tale 
da  incontrare  l’asse  delle  ordinate  in  un  punto  B'  {Jìg.  37) 
al  di  sotto  deir  asse  delle  ascisse;  oppure  una  posizione  tale 
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da  formare  angolo  ottuso  coll’asse  positivo  delle  x.  Ma  è 
facile  provare  che  cosi  non  è.  Supponiamo  in  cfFetti  che  la 
retta  abbia  la  posizione  A'B'  : fatte  le  medesime  costru- 
zioni come  nel  caso  precedente  , avremo  anche  qui 

e poiché  MQ=MP+PQ=MQ+OB'= 
y-f-A  ed  OP=x,  sarà 


(*) 


y+b 

i — =a  , ovvero  r=ax 

X 


b. 


D’  altronde  a=-^: 


MQ 

B'Q 


scnMB'x' 

senB'MQ 


senMAx 

senMB'jr 


seni 

senp‘ 


' L’ equazione  (4)  della  retta  in  questo  secondo  caso  é 
dunque  del  primo  grado  come  nel  primo  , e la  sola  dif- 
ferenza sta  nel  segno  di  b,  il  quale  necessariamente  dovea 
esser — , perché  in  questo  secondo  caso  , la  OB'  rappre- 
sentata da  b cade  sull’  asse  negativo  delle  y. 

Potrebbe  la  retta  trovarsi  situata  rispetto  agli  assi  co- 
me la  À"B",  o come  la  AB,  42)  e seguendo  in  questi 
due  casi  lo  stesso  ragionamento  tenuto  iie'  due  primi , e 
badando  di  dare  i segni  convenienti  alla  posizione  delle 
rette  che  entrano  nella  dimostrazione  , si  troverà  ancora 
un’  equazione  del  primo  grado , che  per  A"B”  sarà 

(5)  — ax-\-b 
c per  AB 

(6)  — ox — b. 


Pertanto,  F equazione  d^una  retta  riferita  a coordinate 
rettilinee  è 


(7)  jr=ax+b , 

ove  il  termine  noto  & è la  parte  che  taglia  questa  retta 
sull’  asse  delle  ordinate  , e che  porta  perciò  il  nome  di 
ordinata  all’  origine,  ed  il  coeQiciente  dell’  ascisse  x,  (che 
col  Conte  chiameremo  coefficiente  angolare),  ovvero 


(8) 


sena  sena 
sen,^  sen[9^a)  ’ 


essendo  0 l*  angolo  degli  assi , ed  « quello  che  la  retta  da- 
ta forma  con  la  parte  positiva  delle  ascisse,  o meglio  quel- 
lo che  una  retta  menata  per  l’origine  e parallelaniente 
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alla  retta  data,  e prolungata  solo  al  di  sopra  deir  as- 
se delle  ascisse,  forma  con  la  parte  positiva  di  quest'  as- 
se ; di  guisa  che  quest’  angolo  sarà  acuto  se  la  indicata 
parallela  cade  nell’  angolo  delle  x positive  e delle  y posi- 
tive, e sarà  ottuso  quando  cade  nell’  angolo  delle  x nega- 
tive e delle  y positive. 

250.  Allorché  gli  assi  sono  ortogonali  d=90%  e per 
la  formola  (8)  sarà 

sena  ^ 

a~ =tan«: 

cosa 

quindi  nel  caso  degli  assi  rettangolari , il  coefficiente  del- 
1*  ascissa  , rappresenta  la  tangente  trigonometrica  del- 
1’  angolo  che  la  retta  data  forma  coll’  asse  positivo  delle 
ascisse  ; intendendosi  quest'  angolo  determinato  come  qui 
sopra  si  è detto. 

251.  Dall’  equazione  generale  (7  , 249)  si  deducono 
i casi  particolari  seguenti  : 

1.°  Quando  la  retta  passa  per  l'origine,  l’ordinata  b 
è nulla,  onde  in  questo  caso  la  (7)  si  riduce  alla  seguente 

(9)  y=ax , 

che  è r equazione  della  retta  che  passa  per  l’ origine,  co- 
me or  si  è detto. 

2°.  Quando  la  retta  è parallela  all’  asse  delle  ascisse 
si  ha  O.ZXO,  e quindi  sen»=o;  onde  si  ha  più  semplice- 
mente 

(10)  ' y=zb , 

per  r equazione  d* una  retta  parallela  all'asse  delle  ascisse, 
d’accordo  col  detto  nel  n."  240,  formola  (6). 

3.°  Quando  poi  è parallela  a quello  delle  ordinate  , 

si'  ha  0 — z=o,  onde  sen(0  — »)=o,  a=^^=oo  : nel  tem- 
po stesso  sarà  £=±00  , secondo  che  si  suppone  che  1’  or- 
dinata all' origine,  essendo  da  principio  positiva  0 negativa, 
siasi  aumentata  in  valore  assoluto  sino  all’  inOnito,  quando 
la  retta  s’ è messa  in  posizione  parallela  all’  asse  delle  y.  Or 

«0  , essendo  m una  retta  qualunque  , dunque  la  (6) 
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diverri  ia  questo  caso 


donde  si  trae 


sena 


m 

sen«,x=:rnt,  1 

^ ^sena  • 

e rappresentando  con  a la  retta  si  avrà  più  sempli- 

sena 


cernente 


(11)  ar=a, 

come  nel  n.®  240  formola  (5). 

4. °  Quando  la  retta  data  coincide  collo  stesso  asse 
delle  Xf  allora  »=o,  ó=o , onde  si  ha  semplicemente 

(12)  jf=o  , 

per  l’equazione  dell’asse  delle  x (8,  240). 

5. °  Quando  finalmente  la  retta  data  coincide  invece 


coll’  asse  delle  y,  allora  ai=0,  sen(« — 6)=b=  ~ (*)  , e 

quindi  la  formola  generale  ( 7, 249  ) di 


donde  , facendo  sparire  i denominatori  c riducendo  , si 
caverà  sena.x=:o,  e quindi,  non  potendo  esser  sen»=o,  sarà 

(13)  x=o, 

e questa  è l’ equazione  dell’  asse  delle  jr  (1,  240  ). 

252.  Problema.  II.  Trovare  t equazione  della  cir- 
conjerenza  del  cerchio.  Essendo  a nostro  arbitrio  la  scelta 
degli  assi  coordinati  , supporremo  che  essi  sieno  rappre- 
sentati dalle  rette  Oy,  Ox  ( fig.  38).  In  primo  luogo  os- 
serveremo che  essendo  dato  di  posizione  il  cerchio  rispet- 
to agli  assi  , son  parimente  date  le  coordinate  del  suo 
centro  G,  e perciò  porremo  1’  ascissa  OÀ=»,  e 1’  ordinata 
Cà=/3.  In  secondo  luogo  , giusta  la  legge  di  generazione 


n Col  fatto  h è iodetermioata  ; |wichè  qnaodo  la  retta  coincide  eoo 
rasce  (ielle  y non  ha  piò  un  sol  punto  di  comune  con  esso  . ma  tutU  i punti 
della  retta  son  pure  quelli  dell'  asse , e però  nò  anche  b , che  Gssa  il  punto 
d'incontro  può  avere  un  valore  unico,  ma  dev'essere  iodetermioato.  ' 
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della  circonferenza  qualunque  punto  M di  essa  dee  distare 
dal  centro  C per  una  quantità  eguale  al  raggio  , che  di- 
noteremo con  r ; onde  a fine  di  trovare  la  chiesta  equa- 
zione converrà  trovare  1’  espressione  analitica  della  distan- 
za CM , ed  eguagliarla  ad  r.  Facciasi  pertanto  i’  angolo 
degli  assi  yOx=Ó , e si  pongono  le  coordinate  del  punto 
qualunque  M,  cioè  OP=x,  MP=y  ; indi  menando  CQ  pa- 
rallela ad  Ox,  si  avrà  il  triangolo  MCQ,  il  quale , in  virtù 
del  teorema  3“  (n“  71  ) darà 

(a)  ‘Mc’  =Qc‘-f-  W*—  2MQ  X CQcosMQC, 
ed  osservando  che 


CQ=AP=OP-OA=x— <x,MQ=MP-PQ=MP-CA=y— /3 
MQC=180°  — yOx=18®“ — 6,  si  avrà  sostituendo  in  (a) 
MC‘=  (y— ^)*+(o:— »)*-f2  (y— /3)  (x— »)cos0; 

eguagliando  adunque  quest'espressione  ad  r*  avremo  in  fine 
la  cercata  equazione  della  circonferenza  espressa  da 

y*-f-x’-|-2cos0.  xy — 2(/3-j-«cos0)  y-}-*’ 

— 2(*-j-/3cos6  ) x-ji-zS* 

(1)  -Ì-2«|9cos0 

la  quale  è della  forma 

y'-\-x*^Cxy-\-Dy-\-Ex^F=.o, 


essendo  C un  numero  minore  di  2. 

253.  Nel  trovare  la  precedente  equazione  si  è suppo- 
sto , per  maggior  generalità  , che  1’  origine  delle  coordi- 
nate fosse  un  punto  preso  nel  piano  del  circolo , ma  non 
sulla  circonferenza  o al  centro , e si  è supposto  ancora  che 
r angolo  degli  assi  fosse  obbliquo.  Or  supporremo 

1°  Che  l’ origine  delle  coordinate  fosse  sulla  circon- 
ferenza in  un  punto  qualunque  O';  allora  le  coordinate 
O'A',  CA'  del  centro  avranno  col  raggio  CO'  la  relazione 
seguente 

r*=*‘  -I-  2»/3cos0 


data  , come  sopra  , dal  triangolo  O'CA';  onde  senza  far 
nuovi  ragionamenti  per  aver  l'equazione  della  circonferenza 
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riferita  agli  assi  O'x',  O'y',  basterà  far  uso  della  (1)  n.°  prec. 
tenendo  però  conto  di  quest'  ultima  relazione  , e si  avrà  così 

(2)  ^*+j:*-|-2cos0.  2(/3-|-*cos9)y  — 2(«-|-/3cos6ja;=;o, 

che  sarà  1’  equazione  della  circonferenza  , riferita  ad  un 
sistema  di  assi  obbliqui  /adenti  tra  loio  un  angolo  d , 
il  cui  coseno  è la  metà  del  coefficiente  del  termine  in  xy; 
l’origine  delle  coordinate  è un  punto  della  circonferenza, 
ed  a e /3  dinotano  le  coordinate  del  centro. 

2. °  Supponendo  sempre  che  l' origine  fosse  un  punto 
della  circonferenza  , poniamo  dì  più  che  l'asse  delie  ascis- 
se O'x"  passi  pel  centro  ; allora  ^=o  , «=r , onde  fatta 
questa  riduzione  nell’  equazione  generale  (1,  252)  avremo 

(3)  2cos0.  ay — 2rx — 2rcos0._y=o, 

per  l’ equazione  della  circonferenza  , quando  F origine 
e sulla  stessa  circonferenza  , V asse  delle  x passa  pel 
centro , e gli  assi  formano  tra  loro  un  angolo  6,  il  cui 
coseno  è la  metà  del  coefficiente  del  termine  in  xy,  ed 
il  raggio  è la  metà  del  coefficiente  di  y,  preso  positi- 
vamente. 

Se  invece  è 1’  asse  delle  coordinate  quello  che  passa 
pel  centro , allora  sarà  «=o,  /3=r,  e 1’  equazione  (1)  darà 

* W jr'-\-x'-^2cos6.  xy — 2ry — 2rcos0.  a:=:o. 

3. ”  Se  r origine  fosse  in  un  punto  qualunque  0'"  e 
r asse  delle  ascisse  passasse  pel  centro , allora  sarebbe  /3=o, 
e r equazione  generale  (1)  diverrebbe  in  questo  caso 

(5)  _^*-j-a:’-|-2cos0.  xy — 2tuc — 2»cosfl.t/-f-»* — r*=.o. 

4. °  Se  invece  fosse  1’  asse  delle  ordinate  quello  che 
passa  pel  centro  , allora  sarebbe  invece  «=o  ; così  l'e- 
quazione generale  (1)  diverrebbe  in  quest’ipotesi  particolare 

(6)  j'*-{-a;*-|-2cosfl.  xy— 2/3y— 2/3cos0.  — r*=o. 

5. “  Finalmente  quando  l’ origine  si  trovasse  al  centro, 
allora  sarebbe  sì  *=o  che  p=o,  e perciò  l’ equazione  ge- 
nerale (1)  si  ridurrebbe  in  questo  caso  particolare  alla  se- 
guente più  semplice 

(7)  y'-|-a:’-|-2cosfl.  xy— r*=o. 
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254.  Abbiamo  ia  tutte  le  precedenti  equazioni  sup- 
posto che  1*  angolo  degli  assi  fosse  obbliquo  ; or  lo  sup- 
porremo particolarmente  retto  e perciò  basterà  fare  6=90°; 
con  che  le- precedenti  equazioni  (1),  (2),  (3),  (4),  (5),  (6), 
e (7)  si  ridurranno  rispettivamente  alle  seguenti,  cioè  : 

(*)  y'-¥^ — r*=o, 

oppure , dinotando  con  ÌC  il  trinomio  i*, 

(8)  2^ — 2*a?-|-A-*=o, 

e sarà  questa  1’  equazione  della  circonferenza  ét un  cir- 
colo rijferita  ad  assi  ortogonali , il  cui  centro  ha  per 
ascissa  « , cioè  la  metà  del  coefficiente  di  x col  segno 
cambiato,  e per  ordinate  p,  cioè  la  metà  del  coefficiente 
di  y col  segno  cambiato  , ed  il  quadrato  del  raggio  è 
uguale  alla  somma  de'  quadrati  di  queste  coordinate 
meno  il  termine  noto; 

(9)  y*4-x*— 2^— 2*x=0 , 

equazione  alla  circonferenza  che  passa  per  t origine , 
ed  il  cui  centro  ha  per  coordinate  ».  e ' 

(10)  2ra=o , 

equazione  alla  circonferenza , che  passa  per  f origine  , 
ed  il  cui  centro  ha  per  coordinate  r e zero  ; 

(11)  y+a:*— 2ry=o , 

equazione  una  circonferenza  che  passa  per  l' origine, 
ed  il  cui  centro  sta  sull'asse  delle  ordinate  ad  una  di- 
stanza  r dall’  origine  ; 

(12)  y-h®’— 2»x+A*=o  , 

' ove  A*=»* — r*,  equazione  tTuna  circonferenza  il  cui  cen- 
tro sta  sulPasse  delle  ascisse  ad  una  distanza  a.  dall'ori- 
gine, e il  quadrato  del  suo  raggio  è uguale  al  quadra- 
to di  questa  distanza  meno  il  termine  noto  ; 

(13)  y-^-x*— 2^y-f  A*=o 

ove  A*=^‘  — r*,  equazione  d una  circonferenza  avente  il 
suo  centro  sull  asse  delle  ordinate  ad  una  distanza  f dal- 
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F origine,  e il  quadrato  del  raggio  essendo  eguale  al  qua- 
drato di  questa  distanza  diminuito  del  termine  noto  ; 

(14)  *‘4-y*— /-=o, 

equazione  d' una  circonferenza  avente  per  centro  V ori- 
gine e per  raggio  r,  cioè  la  radice  quadrata  del  termine 
noto , semprechè  però  questo  termine  noto  fosse  negativo  ' 
nel  primo  membro. 

255.  Problema  III.  Data  una  retta  A A'  (Jig.  39J 
di  grandezza  e posizione , trovare  il  luogo  geometrico 
descritto  da  un  punto  tale  che  per  qualunque  sua  po- 
sizione come  M,  risulti  il  quadrato  della  perpendicola- 
re MP  alla  retta  data  eguale  al  rettangolo  de' segmen- 
ti AP,  A'P. 

Prendasi  per  origine  delle  coordinate  il  punto  C me* 
dio  di  AA';  sia  1’  asse  delle  ascisse  la  retta  AA'  indeBni- 
tamente  prolungata  , e l’ asse  delle  ordinate  la  perpen- 
dicolare a questa  retta  , condotta  per  C.  Pongasi  quindi 
la  retta  data  AA'  =2r  , 1’  ascissa  GP  = a; , e 1’  ordinata 
MP=y.  Sarà  AP=r — x,  A'P=r-\-x,  e quindi  per  la  con-, 
dizione  del  problema  sarà 

(15)  y’=(^«)  (H"*)»  OTvero  y*-fia:*r=r* 

l'equazione  del  luogo  geometrico  dimandato. 

Come  vedesi  quest' equazione  è identica  alla  (14)  (n.° 
prec.)  e quindi  il  luogo  geometrico  dimandato  è un  cir-' 
colo  il  cui  diametro  è la  retta  data  AA'.  Questo  risulta- 
mento  doveasi  attendere  , poiché  la  legge  di  generazione- 
espressa  nell'  enunciato  del  problema  é una  proprietà  del 
circolo  (*) 

256.  Problema  IV.  Data  la  retta  AA'  (Jig.  39),  co- 
me nel  problema  precedente  , trovare  V equazione  del 
luogo  geometrico  descritto  da  un  punto  tale  che  per 
una  sua  qualunque  posizione  M avvenga,  che  congiun- 
te le  MA,  MA'  risultasse  F angolo  AMA  eguale  cui  un 
angolo  dato. 

Ritenute  le  stesse  denominazioni  del  problema  prece- 

(*)  Legeadre— AtemenM  dt  Gtomtria  ; prop.  23  , iib.  3." 
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dente  avremo  AM=V y^(^r—x)‘  ; A'M=  Vy-j-(r+xy- 
Ma  nel  triangolo  MAM'  si  ha  pel  teorema  3®.  del  n.“  71. 

cosama'=^E±ÀEz:E:. 

2AM.A'M 

dunque  chiamando  S il  coseno  dell’  angolo  dato,  sostituen- 
do per  AM  , A'M , AA'  i simboli  che  li  rappresentano  e 
riducendo  , avremo  1’  equazione 

(16)  77-  ■ 

V y'+(r+x)‘ 

che  sarà  quella  che  si  cercava.  EIssa  sviluppata  diviene, 
dapprima 


— r^y=S’(y*^2xy^a^-{-2r‘y — 2r*x*-|-r')  , 

indi  aggiungendo  e togliendo  il  termine  ir’S’y’  nel  secon- 
do membro  potremo  scriverla  anche  così  : 

(y'+a:*— r*)*=3*(y*-t-x*— r‘)*-f4r'3’y*, 
donde  in  fine  si  trae 


(17) 


y+x’-2 


rS 


VT=^ 


y=r\ 


Quest’equazione  è della  stessa  forma  che  la  (13,  254)  e 
però  il  luogo  geometrico  dimandato  è la  circonferenza  d’  un 
circolo  che  ha  il  suo  centro  sull'  asse  delle  ordinate  Cy 

ad  una  distanza  eguale  ad^-  — , ed  il  suo  raggio  è 
— =’•  Quindi , essendo  J il  coseno  del- 


1*  angolo  dato,  y ne  è il  seno  e la  cotan- 

r 1+s* 


gente,  e però  se  al  punto  A si  conduca  una  retta  che  faccia 
con  AA’  un  angolo  eguale  al  dato  , e dal  punto  A s’ innalzi 
la  perpendicolare  a quella  retta , l’ incontro  di  questa  per- 
pendicolare con  Cy  sarà  il  centro,  e la  distanza  di  questo 
centro  al  punto  A sarà  il  raggio  del  circolo. 

Se  1’  angolo  dato  fosse  ottuso  , sarebbe  S negativa  e 
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divenendo  positivo  il  termine  y nella  (17)  il  centro  ca- 
drà sulla  parte  negativa  delle  y ; ciò  che  effettivamente  la 
stessa  costruzione  dà  nel  caso  che  contempliamo. 

Finalmente  se  1’  angolo  dato  fosse  retto  sarebbe  S=o, 
e la  (16)  riducendosi  ad  rappresenterà  un  cir- 

colo avente  C per  centro  e GA=r  per  raggio. 

257.  Tutti  e tre  questi  risultamenti  insieme  alla  de- 
terminazione del  centro  e del  raggio  sono  identici  a quel- 
li esposti  nel  problema  di  Geometria  : sopra  una  retta 
data  descrivere  un  segmento  di  circolo  capace  a con- 
tenere un  angolo  dato  (*);  e per  verità  dallo  stesso  enun- 
ziato  del  problema  può  scorgersi  che  il  luogo  geometrico 
richiesto  debl>a  essere  1'  arco  d' un  segmento  capace  a con- 
tenere un  angolo  dato. 

Or  qui  sorge  una  questione  ed  ò , come  avvenga  che 
in  vece  di  avere  per  luogo  geometrico  soltanto  una  por- 
zione della  circonferenza,  si  abbia  la  circonferenza  tutta  in- 
tera? Riflettendo  bene  sul  corso  delle  operazioni  eseguite  per 
passare  dalla  (16)  alla  (17)  troveremo  facilmente  la  spie- 
gazione di  questo  fatto.  £ per  fermo  le  espressioni  alge- 
briche di  AM  ed  A'M  non  cangiano  , cangiando  il  segno 
deir  ordinata  y , per  modo  che  esse  valgano  tanto  se  il 
punto  M si  trovi  al  di  sopra  di  AA',  nel  qual  caso^  sa-  , 
rà  positiva  , quanto  se  si  trovi  al  di  sotto,  nel  qual  caso 
y sarà  negativa.  Inoltre  considerando  i radicali  che  rap- 
presentano AM  ed  A'M  in  valore  assoluto,  la  frazione  (I6) 
sarà  positiva  se  ed  all’  opposto  sarà  negativa 

se  P®*"  modo  che,  a rigore  parlando,  il  primo 

membro  della  (16)  deve  esser  preceduto  dal  doppio  segno 
±,  mentre  il  secondo  non  ne  ha  che  un  solo,  perchè  l’an- 
golo dato  o sarà  acuto,  oppure  ottuso.  Or  quando  si  ele- 
va a quadrato  la  (16)  per  giungere  alla  (17)  sparisce  il 
doppio  segno,  e quest*  ultima  equazione  divenendo  più  ge- 
nerale abbraccia  ambi  i casi , quello  cioè  in  cui  il  primo 
membro  della  (16)  c positivo,  e quello  in  cui  è negativo: 
e tenendo  presente  la  (17),  ove  supponiamo  aver  i un  sol 
segno , c sia  il  , sarà  positivo  il  primo  membro  della 
(16)  quando 

2rs 

(*)  Legendre — Elementi  di  t#eome(ria;  ptob.  16,  lib.  3. 
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e sarà  negativo  quando 

y‘+x*-r*= 


2r* 


t/<® 


nel  primo  caso  />o  ed  i punti  del  luogo  geoinetrìco  son 
tutti  al  di  sopra  di  AA' , nei  secondo  caso  y<o , ed  i 
detti  punti  sono  al  di  sotto  di  A A'.  Volendo  dunque  non 
considerare  che  soltanto  i primi  o solamente  i secondi  bi> 
sognerà  ritenere  o solo  la  prima  o solo  la  seconda  delle 
due  seguenti  equazioni 


(18) 

(19) 


y y'+{r-xy  y v*+(i+x)* 

y y*+(r— y^  y'+iri-xy 


cnò 


senza  elevarne  alcuna  a quadrato  ; perchè  ciò  facendo  si 
ricade  sempre  sull’unica  equazione  (16),  la  quale  abbrac- 
cerà  per  conseguenza  ambi  i due  luoghi  geometrici. 

Quando  l' angolo  dato  è ottuso  sarà  S negativo  , e 
quindi  bisognerà  cambiare  il  segno  di  questa  quantità  nel- 
le (18)  e (19),  con  che  1*  una  si  cangerà  nell’  altra,  e re- 
ciprocamente ; e così  dev’  essere,  perchè  se  1’  angolo  dato  è 
acuto  r esclusivo  luogo  geometrico  sarà  rappresentato  dalia 
(18)  , e se  il  detto  angolo  è ottuso  , 1’  esclusivo  luogo  geo- 
metrico lo  sarà  dalla  (19). 

L’  esempio  attuale  serva  di  norma  in  altri  rincontri, 
ove  le  operazioni  ulteriori  che  si  posson  fare  sulla  equazio- 
ne , che  immediatamente  dà  1’  enunziato  del  problema  , a 
fine  di  renderla  più  semplice,  la  rendano  più  generale  nel 
tempo  stesso. 

258.  In  fine  facciamo  avvertire  che  espressamente 
abbiam  voluto  considerare  questi  due  problemi  3**  e 4°, 
per  far  conoscere,  come  enunziati  di  leggi  diverse  possono 
talvolta  (n.“  237)  condurre  ad  uno  stesso  luogo  geometri- 
co. La  ragione  di  ciò  è facile  a intendersi,  quando  si 
rifletta  che  la  legge  di  generazione  d’  una  linea  in  sostan- 
za non  è che  /’  espressione  (t  una  proprietà  caratteristi- 
ca di  questa  linea  ; e però  quando  più  leggi  diverse  non 
indicano  che  proprietà  diverse  d’  una  medesima  linea  , si 
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dev«  ricadere  di  necessità,  sul  medesimo  luogo  geometrico; 
bene  inteso  però  che  ciascuna  di  queste  proprietà  dev'  es- 
sere esclusiva  per  quella  linea. 

259.  Problema  V.  Supposto  che  un  cerchio  AMB 
{fig.  49)  ruotasse  sopra  una  retta  Ox , senza  strisciare 
però,  un  punto  M preso  su  questa  circonjerenza  andrà 
cambiando  successivamente  di  posizione,  descrivendo  una 
certa  linea',  si  domanda  t equazione  di  questa  linea. 

Prendasi  la  Ox  per  asse  delle  ascisse , e la  Oy  per- 
pendicolare ad  Ox  per  asse  delle  ordinate  ; si  ponga  per 
conseguenza  l'ascissa  OP=x  , e l’ ordinata  MP=y.  Posto 
ciò  se  si  supponga  che  in  principio  del  movimento  il  pun- 
to generatore  sia  lo  stesso  punto  di  contatto  O della  pri> 
miliva  posizione  del  cerchio  con  la  retta  , allora  nel  passare 
in  una  posizione  qualunque  AMB,  in  modo  che  il  punto  di 
contatto  sia  in  A ed  il  punto  generatore  in  M,  l’arco  MA 
ha  dovuto  percorrere  la  lunghezza  AO;  onde  è che  per  cia- 
scun punto  M della  curva  richiesta  deve  aversi  questa  con- 
dizione AO=arcAM  ^ o in  altri  termini  c questa  la  legge 
di  generazione  delta  linea , di  cui  vuoisi  l’ equazione.  Or 
per  esprimere  analiticamente  questa  condizione  si  chiami  r 
il  raggio  CA  del  cerchio  dato,  e si  meni  MQ  parallela  ad 
Ox  , sarà  BQ:^2r— y , MQ=^  v(2r— y)  » AO=OP-f-AP= 
OP-j-Mt^x-J-f'  2ry— y ,arcAM=arc  cosCQ=arc  cos(2r— y) 
e quindi 

(20)  a4-]K^  =arc  cos(2r — y) 

sarà  r equazione  dimandata,  la  quale  come  vedesi  è trascen- 
dente (*) 

Per  un  altro  esempio,  ed  applicando  coordinate  po- 
lari, supporremo  che  si  tratti  del  seguente 

260.  Problema  VI.  F ed  F'(fig-41)  son  due  punti 
fissi  ed  un  altro  punto  si  muove  talmente  che , una 
qualunque  delle  sue  posizioni  M congiunta  coi  punti  F 
ed  F',  dà  FM-f-F'M=2a,  dinotando  2a  una  retta  data,  si 
cerca  l' equazione  del  luogo  del  punto  M. 

Soluzione.  Prendasi  per  polo  uno  de’  punti  dati  , F' 
per  esempio,  si  congiunga  la  FF',  e si  Taccia  la  distanza 
dauFF'=2c',  poniamo  le  coordinate  F'M=r,  MF'F=«. 

(*)  d' Andrea — ElttMnli  i Algtbra\  n.*  34t. 

iG 
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Trattasi  ora  di  esprimere  analiticamente  la  distanza  FM  in 
funzione  di  r,  u ed  a : il  triangolo  rettangolo  FMP  ci  dà 
dapprima 

(22)  FM=I^  MP‘+FP‘, 

e r altro  triangolo  anclie  rettangolo  MF'P  dà  MP=MF' . 
sen  MF'P=rsenu,F'P=rcos«,  onde  FP=FF' — F'P=2r— ' 
rcosM,  e perciò  sostituendo  queste  espressioni  di  MP  ed  FP 
nella  (22),  sviluppando  e riducendo,  si  avrà 

r*+4c* — 2crcosw. 

Ponendo  dunque  nella  (21)  r in  luogo  di  F'M  , ed  in 
luogo  di  FM  quest'  ultimo  valore,  si  avrà 

r*  +4c*  — 2crcosu=2<* , 

e quindi  facendo  svanire  i radicali  ed  ordinando  rispetto 
a r se  ne  caverà 

2(a*  — c*  ) 
a — c cosu  ’ 

per  r equazione  richiesta  riferita  a coordinate  polari , la 
quale  è trascendente  rispetto  alle  coordinate  r ed  u.  Che 
se  invece  si  prenda  un  sistema  di  coordinate  rettilinee  , 
r equazione  della  curva  risulterà  algebrica  , rispetto  a 
queste  seconde  coordinate.  In  effetti  , prendendo  la  retta 
XX,,  che  passa  pe'  punti  dati,  per  asse  delle  ascisse , e la 
perpendicolare  yy, , menata  pel  punto  0 medio  tra  F ed 
F',  per  quello  delle  ordinate , porremo  OP=x , MP=y  , 
che  sono  le  coordinate  rettilinee  d’un  punto  qualunque 
M;  OF=OF'=e,  e sarà,  in  virtù  de’ triangoli  rettangoli 
MFP,  MF'P 

MF=V^MjP‘+FP*=V  y‘  + (c— *)• 

MF'==V^ MP*4-FT*=V^‘  + (c+  xy  > 
e secondo  le  condizioni  espresse  nella  legge  di  generazio* 
ne  sarà 

(24)  y y'  +[c— *)•  y*  +[c+a:)*  =2«, 

la  quale  equazione  , come  yedesi  è algebrica  rispetto  alle 
coordinale  or  ed  y. 
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261.  Per  ultimo  esempio  proponiamoci  il  seguente 

l^ROSLEMA  VII.  Dati  di  posizione  un  punto  F ed 

una  retta  HB  ( fig.  70  ) trovare  l'  equazione  del  luogo 
geometrico  generato  da  un  punto  che  muovesi  talmente, 
che  per  una  sua  qualunque  posizione  M la  distanza  MF 
di  esso  dal  punto  F,  stia  alla  distanza  MB  dalla  rei* 
ta  in  un  dato  rapporto. 

, Se  dal  punto  F sulla  HB  si  abbassi  la  perpendicola- 
re indefinita  , e la  parte  FH  si  divida  in  A nel  rapporto 
dato,  che  supporremo  esser  quello  di  1 : n,  egli  è chiaro 
che  sarà  A un  punto  della  curva.  Prendiamo  dunque  quet 
sto  punto  per  origine  delle  coordinate  , Ax  per  asse  delle 
ascisse,  e la  perpendicolare  Aj  per  asse  delle  ordinate.  Ab- 
bassata la  perpendicolare  MP,  poniamo  A¥=c  , ed  allora 
essendo  1:  n'.l  AF:  AH,  sarà  AH=nAF=cn;  inoltre  sieno 
r ascissa  OP=j;,  e F ordinata  MP=y  ed  avremo  così 

FM=\A m’+FP*^=V^ V +(c— *)• , BM=HP=cn-f-ar, 
quindi  l’equazione  del  luogo  geometrico  richiesto  sarà 

V y‘4-(g— 

cn-j-x  ' 

che  sviluppata  cd  ordinata  diviene 

(25)  2<>^j=o 

' n*  n 

262.  Prima  di  passare  innanzi , crediamo  utile  il  fare, 
fin  da  ora  un’  osservazione  per  la  migliore  intelligenza  del 
metodo  delle  coordinate  ; e comunque  quest’  osservazione 
potremmo  Carla  sopra  uno  qualunque  dei  problemi  in  questo 
articolo  trattati  , varrà  meglio  farla  su  quello  relativo  al 
circolo  , che  è una  figura  della  quale  il  principiante  ha 
più  chiare  idee  , avendola  già  studiata  negli  elementi  di 
Geometria. 

Riprendiamo  pertanto  l’equazione  generale  (1,252) 
della  circonferenza  d'un  cerchio  di  raggio  r,  cioè 

(-®)  (y — P)‘+(^ — *)’+2(y  — P)(x,  — a)=r* , 

riferita  ad  un  sistema  di  coordinate  rettilinee, ad  angolo  9. 
In  questa  equazione  entrano  tre  diverse  specie  di  quanti- 
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tà , Cioè  1°  le  quantità  x ed  y,  variabili  da  un  punto  al* 
r altro  della  curva  , e in  modo  da  soddisfare  sempre  la 
delta  equazione  ; 2°  la  quantità  r,  che  rimane  la  stessa  per 
qualunque  punto  della  circonferenza  , e che  varia  solo  con 
la  grandezza  del  cerchio  ; 3°  finalmente  le  quantità  «, 
le  quali  sono  ancor  costanti  per  qualunque  punto  della 
circonferenza , e servono  a fissare  la  posizione  del  centro 
e quindi  quella  del  cerchio  rispetto  agli  assi  ; e 6 che 
serve  a fissare  la  posizione  relativa  di  questi  medesimi  assi. 
Inoltre,  come  abbiam  veduto  ( n.‘  253  e 254)  l’equazione 
(26)  potrà  assumere  forme  piè  semplici  , secondo  la  po- 
sizione degli  assi  , e quella  del  centro  rispetto  a questi 
medesimi  assi  ; ma  non  perde  mai  la  sua  natura  caratte- 
ristica , consistente  nell’  essere  la  detta  equazione  alge- 
brica, a due  variabili  e del  secondo  grado;  le  seconde  po- 
tenze delle  variabili  aver  per  coefiìciente  l’ unità  , ed  il 
termine  in  xy  avere  un  coefficiente,  che  in  generale  è mi- 
noM  di  2,  perchè  cos6<l,  ma  che  può  essere  talvolta  an- 
che nullo.  Tutto  ciò  è affatto  consentaneo  con  la  natura 
stessa  della  questione  ; imperocché  la  genesi  della  circon- 
ferenza del  cerchio  è sempre  la  stessa  indipendentemente 
dalla  sua  posizione  relativa  rispetto  agli  assi  , dalia  posi- 
zione anche  relativa  di  questi  medesimi  assi,  e dalla  gran- 
dezza del  raggio  ; e poiché  questa  genesi  è sotto  forma  sim- 
bolica rappresentata  dall’equazione  (26),  così  questa  deve 
di  necessità  rimanere  immutabile  nella  sua  forma  caratte- 
ristica , cambiando  solo  di  valore  le  quantità  »,  /3,  6 .ed  r 
dalle  quali  dipende  appunto  la  posizione  e la  grandezza 
del  cerchio  , ed  assumere  forme  speciali  col  variar  della 
posizione  del  medesimo , c degli  assi , cioè  col  variare  di 
»,  e 6 ; le  quali  possono  variare  ancora  indipendente- 
mente da  r,  poiché  può  cambiar  la  posizione  e non  la 
grandezza  del  circolo  , e reciprocamente. 

Questa  osservazione,  fatta  rispetto  al  circolo,  non  manca 
di  verificarsi  rispetto  a qualsiesi  altra  curva  , la  cui  equa-t 
zione  avrà  un  carattere  tutto  proprio  , dipendente  dalla 
genesi  della  curva  , e conterrà  oltre  alle  coordinate  va- 
riabili da  un  punto  all’altro  con  quella  legge  che  essa  e- 
quazione  rappresenta  , delle  altre  quantità  costanti  rispetto 
ai  varii  punti  della  curva  , e che  servono  a determinar  la 
grandezza , e la  posizione  delia  medesima. 
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ARTICOLO  111. 

Luogo  geometrico. 

263.  Dopo  aver  veduto  come  , essendo  data  la  legge 
onde  una  linea  vieti  generata  , si  possa  ricavare  1’  equa- 
zione di  essa  linea  , passiamo  ora  a considerare  la  questio- 
ne inversa  , vale  a dire  supponiamo  data  l’ equazione 

(1)  F (x,  y)=o, 

fra  due  variabili  x,  jr,  le  quali  vengon  considerate  siccome 
coordinate  d’un  punto  qualunque  esistente  in  un  piano,  re- 
lativamente ad  un  sistema  di  assi  rettilinei  in  quello  stesso 
piano  tracciati,  e cercliiamo  quale  sia  il  luogo  geometrico 
di  quell’  equazione. 

£ dapprima  osserviamo  che  ponendo  nella  (1)  in  luogo 
di  X (che  supporremo  rappresentar  V ascissa)  un  valore 
particolare  x,  , quell’equazione  si  ridurrà  a contenere  la 
sola  incognita  y,  e |ier  ciò  darà  , in  generale , per  questa 
incognita  , uno  o un  determinato  numero  di  valori.  Sie- 
ne dunque 

(2)  07^  , Za  , X} , . . . . 

differenti  valori  positivi  o negativi  assegnati  alla  x nel- 
la (t)  , a , per  fissar  le  idee , poniamo  che  a ciascun  va- 
lore di  X ne  corrisponda  un  solo  per  y.  Sieno 

(^)  ^ > 3fi  » Jtj  > Jf4*  • • • 

i valori  di  y corrispondenti  a quelli,  della  serie  (9)  ed  a- 
vremo  cosi  differenti  sistemi  di  coordinate 

(*t  > y*)  » (®»>  y»)  » (*5»  yO  » ♦ yO*  • • - 

ciascuno  de’  quali  assegna  la  posizione  d’  un  punto  nel 
piano  degli  assi.  Allora  se  per  fissar  la  posizione  relativa 
di  sì  fatti  ponti , si  prenda  una  retta  determinata  per  unità 
di  lunghezza  , e si  taglino  sull'  asse  delle  ascisse  a partire 
dall’  origine , e nel  senso  indicato  dai  segni  dei  valori  (2) 
delle  porzioni  eguali  a quei  valori,  riferiti  all’unità  stabi- 
lita , si  otterranno  sul  detto  asse  de’  punti  come  P,  P',  P” , .. 
p,  p',  p" . . . {Jìg.  33  ) dai  quali  menati  parallelamente 
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all'  asse  Ojr  le  ordinate PM,  ...  pm,  p,nij, ...  p„m,. .. 
eguali  rispettÌTamente  ad  y,,  y. , y, , ec.  , secondo  il  va- 
lore numerico  ed  il  segno  di  ciascuna  , si  avranno  diSe- 
renti  punti  M,  M,,  M"  . . . m,  m,,  m„,  ciascuno  de’ quali 
gode  della  proprietà  che  le  sue  coordinate  soddisfanno 
alia  (1).  Moltiplicando  dunque  il  numero  di  questi  punti, 
coll* assegnare  altri  valori  all’ascissa  x,  sempreppiù  vicini 
tra  loro , e ricavandosi  i corrispondenti  valori  dell'ordina- 
ta, ravvicineremo  questi  punti  talmente  tra  loro  , che  sarà 
facile  poi  congiungerli  con  un  sol  tratto  , generalmente 
parlando , continuato , e così  avremo  graficamente  dise- 
gnato il  corso  d’  una  linea  , che  si  può  dire  allora  gene- 
rata da  un  punto  che  muovesi  con  quella  legge  che  viene 
espressa  dalla  (1).  Quella  linea  h appunto  il  luogo  geo- 
metrico dell'equazione  (1)  ; e tutte  le  volte  che  ci  sarà 
data  un’  equazione  fra  due  variabili , quale  che  siesi  la 
sua  natura  , potremo  , seguendo  il  metodo  ora  esposto , 
formarci  un  quadro  geometrico  dei  sistemi  di  ascisse  ed 
ordinate  corrispondenti  , ed  ottenere  così  una  linea  , la 
cui  generazione  vicn  da  quella  equazione  simbolicamente 
espressa.  Nò  ciò  vai  solo  per  le  coordinate  rettilinee  , ma 
per  le  polari  eziandio  , o per  qualunque  altro  genere  di 
coordinate  ; 1'  unica  dilBcoltà  che  incontrar  si  potesse  nel- 
l’applicazione  pratica  del  metodo  potrebbe  tutta  dipender 
da  operazioni  algebriche. 

264.  In  verità  l’ indicato  metodo  non  ci  dà  che  un  poli- 
gono , i cui  lati  saranno,  in  generale,  tanto  più  piccoli  per 
quanto  minore  è la  diSèrenza  fra  due  ascisse  consecutive.  Ma 
cotesta  imperfezione  pratica  non  toglie  d’ immaginar  quella 
differenza  divenir  estremamente  piccola,  o,  comesuolsi  dire, 
infinitesima  , ed  allora  i sussecutivi  punti  che  si  ottengono 
saranno  anch’essi  , ed  in  generale,  sì  prossimi  l’uno  al- 
r altro , da  presentarci  un  insieme  continuato  , privo  di 
prominenze  angolari,  il  che  costituisce  la  linea. 

265.  Dal  qui  innanzi  detto  discende  immediatamente 
che  se  x',  y'  sono  le  coordinate  , di  genere  qualunque  , 
d’ una  curva  avente  per  equazione  la  (1),  queste  coordi- 
nate devono  soddisfare  la  detta  equazione  ; poiché,  secondo 
l’ipotesi,  ponendo  in  questa  x—x',  devesi  ottenere  y=y', 
ossia  dev*  essere 

(2)  F(x',  y')=o. 
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La  reciproca  di  questa  proposizione  è parimente  vera  ; in 
guisa  che  se  due  valori  «'  > di  a:  ed  verificano  1’  e" 
quazione  F (x,  y)=o  d’ una  curva  , quelle  coordinate  x',  y' 
appartengono  ad  un  punto  di  essa  curva.  Per  la  medesima 
ragione  se  lo  stesso  punto  appartenga  in  pari  tempo  ad 
un'  altra  curva  avente  per  equazione  f (x,  y)=o  e riferita 
al  medesimo  sistema  di  coordinate,  dovrà  aversi 

(3)  /{x',y*)zz=o. 

Laonde  tra  le  due  quantità  x',  y‘  avendosi  due  equazioni, 
potremo  mercè  l'eliminazione  tra  le  (2)  e (3),  ricavarci 
valori  di  queste  quantità  , che  saranno  perciò  le  coordinate 
dei  punti  comuni  alle  due  curve 

(»j  y)=o,  f («,  y)=o. 

Anzi , osservando  che  il  risultamento  della  elimina- 
zione è io  stesso  sia  che  si  operi  sulle  (2)  e (3),  oppure 
sulle  (4)  e (5)  , ne  segue  che  volendo  trovare  i punti 
eT  incontro  dì  due  linee  basterà  eliminare  le  variabili 
fra  le  equazioni  di  queste  linee. 

266  A render  vieppiù  chiaro  questo  secondo  problema 
fondamentale  dei  metodo  delle  coordinate  , faremo  qui  ap- 
presso seguire  la  discussione  di  alquanti  problemi  ; avver- 
tendo che  per  ora  non  si  tratterà  di  dover  disegnare,  pro- 
priamente parlando  , l' andamento  della  linea  , ma  di  co- 
noscere quale  sarebbe  quest’  andamento  , o questo  corso 
della  linea , che  dir  si  voglia  , quando  essa  dovesse  effet- 
tivamente esser  tracciata  in  un  piano.  Questa  ricerca  astratta 
che  si  fa  dei  luogo  geometrico  d'  un’  equazione , si  chiama 
la  discussione  dell’  equazione. 

267.  Problema  I.  Data  V equazione  generale  del 
primo  grado 

(3')  Ay-|-Bx+C=o, 

cercarne  il  luogo  geometrico , rispetto  ad  un  sistema  di 
coordinate  rettilinee. 

Dividendo  l' equazione  data  per  A,  e ponendo  per  sem- 
plicità — potrà  scriversi  cosi  : 

(*)  j/=ax+i. 

Fatto  ciò,  prendasi  un  sistema  di  assi  xz,  i yy.  ( fiS‘ 
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36  ) ad  angolo  qualunque  , e si  osservi  dapprima  che  se 
nella  (4)  si  faccia  variare  d’un  modo  continuo  la  m da 
— 00  a -|*$o  I la  y varierà  del  pari  d’  un  modo  continuo 
fra  i medesimi  limiti,  e ad  ogni  valore  di  x corrisponderà 
un  solo  valore  per  y.  da  ciò  segue  immediatamente,  cheti 
luogo  geometrico  dimandato  prolungasi  indefinitamente  dal» 

]'  un  lato  e dall’  altro  dell’  asse  Oy.  Per  indagare  inoltre  la 
vera  forma  della  linea , supponiamo  dati , secondo  il  me- 
todo generale , differenti  valori  all'  ascissa  x , si  negativi 
die  positivi , e supponiamoli  rappresentati  da 

....  Op",  Op',  zero,  OP,  OP',  OP*.  . . 
ponendo  questi  valori  successivamente  nella  (4)  ne  trar- 
remo i valori  delle  ordinate  corrispondenti , che,  tenendo 
conto  dei  segni  , saranno  rispettivamente  rappresentate  da 
. . . . — m''p''= — fl.0j)"-l-6  ; — m'p'= — a.0p'-|-4;  OB=:i; 
MP=d.OP-fA;  M'P'=n.  OP'+A;  M*P''=a.  OP*-fi...,  - 
Or  se  supponiamo  condotta  pel  punto  B la  q"Q”  parallela 
ad  XX,,  sarà  p''q“=p'q^=P(^FQ'=P"Q".  . . .=OB=i  ; 
laonde  le  precedenti  eguaglianze  possono  scriversi  anche 
così  : 

— m"p*=  — a Op"-l-p''q'';  — m*  p'= — a.Op'-j-p'  q 

MP=a.  OP-l-PQ;  M'F=a.  OP>P'Q';  M’-Fsc.  OP-hPV 
donde  si  trae 


MT'-I-P'Q'  M"F-|-P"Q* 
OP'  0P“ 


ovvero 

,,, m"q“  m'q'  MQ  M'Q'  M''Q* 

Bq"  ~B^~" BQ~TÌQ^'  BQ"  ’ 

e queste  eguaglianze  unitamente  a quelle  degli  angoli 
Bq"m“,  Bq'm',  BQM,  BQ'M',  BQ"M",  ci  mostrano , esser 
simili  i triangoli  m"q"B,  m'q'B,  MQB,  M'Q'B,  ec.  e quin- 
di dev'essere  angolo  m"Bq"=m'B'q'=MBQ=M'BQ"=ec; 
e poiché  q'BQ"  è una  retta,  anche  retta  sarà  quella  che  pas- 
sa pei  punti  m*,  m',  B,  M',  M",  cc.  Pertanto  il  luogo  geo- 
metrico dell’  equazione  (3')  o (4;  è una  linea  retla^ 
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268.  Si  osservi  che  1’  angolo  BM"Q*=BM'Q'=BMQ= 
yBM|;  e che  q''Bm''=q'Bm'= Q*BM."=MAx;  laon- 

de se  prendasi  quale  si  voglia  de'  rapporti  (5)  e si  tenga 
presente  il  teorema  1”  del  n.°  82,  si  troverà  in  tutti  i ca- 

si  ; e però  dinotando  con  6 l’angolo  yOx  degli 

assi  , e con  a l’ angolo  formato  con  l' asse  delle  ascisse , nel 
senso  positivo,  dalla  parte  della  retta  che  cade  al  di  sopra 
di  quest’asse,  si  avrà 


w “=S(s;=:j-  ”pp“”  P) 


sena 
senp  ’ 


dinotando  con  /3  1’  angolo  6— «=:MBy,  che  forma  la  detta 
parte  di  retta  con  la  parte  Oy  dell’  asse  delle  ordinate  po- 
sitive. 

Quindi  se  gli  assi  son  rettangolari  sarà  9 — a=90° — », 
e sen(6  — »)=cos»,  e così  la  (7)  darà  g=tan»  ; il  che  vuol 
dire  che,  quando  F equazione  della  retta  è ridotta  alla 
forma  (4)  il  coefficiente  dell'ascissa  rappresenta,  nel  ca- 
so degli  assi  rettangolari,  la  tangente  delP angolo  forma- 
to dalla  retta  con  1‘  asse  delle  ascisse,  intendendosi  que- 
st’ angolo  formato  come  più  sopra  si  è detto. 

269.  Dippiù  se  nella  (4)  fosse  stato  nullo  il  termine 
b,  ovvero  nullo  il  termine  C nella  (3'),  allora  sarebbesi  avu- 
to semplicemente 

(8)  js=ax,  ovvero  Aj'-j-Bxrrro, 

e siccome  ponendo  ar=  o si  ha  pure  y=o  il  luogo  geome- 
trico in  questo  caso  passa  per  I’  origine  ; d’  altronde  per 

qualunque  punto  essendo  ~=a , ne  segue  come  pel  caso 

se 

generale  n.**  267  , che  il  detto  luogo  geometrico  è una  retta. 

Che  se  in  luogo  di  b fosse  stata  nulla  a sarebbe^ 
si  avuto 


(12)  y—b,  ovvero  Ay-f-C=o 

e quest’equazione,  come  si  è veduto  (n.°  240)  equaz.  (6) 
rappresenta  una  retta  parallela  ali’  asse  delle  ordinate. 

Finalmente  supponendo  nell’equazione  generale  (3', 267) 
A nulla,  si  avrebbe 

Q 

(13)  Ba:-+-C=o  , ovvero  ar=—  > 
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e quest'  ultima  equazione  (5,  240)  rappresenta  una  retta 
parallela  ali’  asse  delle  ordinate. 

270.  Comunque  stesi  tacitamente  supposto  essere  a e 6 
due  quantità  positive,  pure  lo  straso  ragionamento  applica- 
to a ciascuna  delle  tre  equazioni 

y=ax — y=—ax+b‘,  y= — ax — ò 

ci  darà  una  retta  comeA'B'  (^^•42)  per  la  prima,  un’al- 
tra come  A^B”  per  la  seconda  , e finalmente  un’  altra  co- 
me A'^B**  per  la  terza.  D’  altronde  risulta  dal  ragiona- 
mento d’ innanzi  fatto  che  esso  ha  luogo  indipendentemente 
dall'  angolo  degli  assi , e quindi  si  può  conchiudere , che 
qualunque  sieno  i valori  reali  ed  i segni  dei  coefficien-‘ 
ti  deW  equazione 

y=zax-\-b  o dell’altra  A/-{-BaH*C=:o » 

e qualunque  stesi  V angolo  degli  assi  rettilinei  cui  essa 
si  rapporta  , il  suo  luogo  geometrico  sarà  sempre  una 
retta. 

271.  All’equazione  della  retta  possonsi  dare  diverse 
altre  forme  ancora  le  quali  spesso  incontransi  nell’ appli- 
cazione deir  analisi  a due  coordinate.  Cosi , se  nella  (4) 
pongasi  in  luogo  di  a 1’  espressione  (7)  verrà 

y— 6 ^Bcn» 

X aeap  ’ 

e se  gli  assi  sono  rettangolari,  sarà  j3=90° — »,  senj3=cos», 
sen»=:cos^,  e.  perciò 

y—p  cosp 
X cosa* 

Inoltre  ponendo  y=o  nella  (4,267)  se  ne  trae  x= — 

e quest’  ascissa  sarà  appunto  quella  del  punto  A , ove  la 
retta  incontra  1’  asse  delle  ascisse  sul  quale  le  ordinate  y 

hanno  un  valor  nullo.  Facendo  dunque— ~^=p  , e po- 
nendo avremo  a= — — = — ^ , e sostituendo  in 

. .Pi 

(4)  questi  valori  di  a e di  6 verrà 
(13)  Z -1-^=1. 

g p 
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Le  quantità  p c q soglionsi  cliiamare  i paramet/i 
della  retta. 

272.  Come  qui  innanzi  è detto  (n.“  270)  1’  equazio- 
ne del  primo  grado  a due  variabili  rappresenta  una  retta, 
quando  le  coordinate  sono  rettilinee  ; ma  non  è più  così 
quando  le  coordinate  sieno  d*  altro  genere,  come  qui  ap- 
presso si  riconoscerà  prendendo  coordinate  polari. 

273.  Problema  II.  Indagare  il  luogo  geometrico 
deli’  equazione 

(14)  r=au 

rispetto  ad  un  sistema  di  coordinate  polari,  essendo  u 
r ascissa  angolare,  ed  r il  raggio  vettore. 

In  primo  luogo  osserviamo  che  essendo  u un  angolo 
cd  r una  retta,  è necessario,  per  1’  omogeneità  delle  quan- 
tità, che  sia  anche  a una  retta  (n."  6). 

Posto  ciò  sia  xx'  (^Jìg.  46)  una  retta  indefinita,  e il 
punto  P,  preso  ovunque  in  essa , sia  il  polo  : con  questo 
punto  come  centro,  e con  un  raggio  ad  arbitrio  , descri- 
vasi la  circonferenza  ABB' , e poniamo  che  gli  archi  po- 
sitivi sicn  quelli  che  procedono  da  A verso  B ; gli  archi 
negativi  allora  saran  quelli  che  procedono  in  senso  con- 
trario. Fatto  ciò  osserviamo  che  ponendo  u=o  si  ha  pure 
r=o,  e quindi  la  curva  j)assa  pel  polo  P.  In  seguito  sup- 
pongasi essere  Am  uno  de’  valori  dell’  arco  che  misura 
l’angolo  u,  allora  (n.“  241)  menato  il  raggio  Pm,  si  pren- 
derà su  questo,  prolungato  se  occorre,  una  porzione  PM= 
a.lAm,  e si  avrà  un  punto  M della  curva;  nò  se  ne  avrà 
che  un  solo  per  ogni  valore  di  u , vista  la  forma  dell’  e- 
quazione  data.  Allo  stesso  modo  si  assegneranno  gli  altri 
punti  della  curva.  £ siccome  con  1’  aumentare  u indefini- 
tamente anche  r cresce  nella  stessa  proporzione,  ne  segue 
che  la  curva  si  andrà  sempre  più  allontanando  da  P , e 
formerà  un  numero  infinito  di  giri  intorno  a questo  punto. 
Ma  quel  che  più  importa  osservare  si  è che  se  nella  (24) 
si  ponga  successivamente 

(15)  M=u„  u=u,-|-2ir  , u=K,-|-4ff  , ec  , 

e si  chiamino  r,  , r, , r„  ec.  i valori  di  r corrispondenti 
a queste  ascisse,  avremo 

r,=au„r,r=.au„-\-‘ìair=.r,-\-1a'K‘,r-^=Mi,+^a'K=r,-\-'ìa'K,cc, 
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e quindi 

r.— r,=r,— r,=ec. . . .==2a». 

Segue  da  ciò  che  se  si  supponga  essere  Xm—u, , i rag- 
gi vettori  corrispondenti  alle  ascisse  (15)  passeranno  tutti 
per  m,  e saranno  r,=PM,  r,=PM',  rj==PM“,ec,  onde  MM'= 
M'M",  ec...=2a«r.  In  generale  dunque,  se  pel  polo  P si  con- 
duca una  retta  indefinita  PM  questa  incontrerà  la  cuiva 
in  più  punti  M,  M',  M",  talmente  disposti^  che  il  primo 
disterà  dal  secondo,  quanto  questo  dal  terzo,  ec,  e que- 
sta distanza  sarà  eguale  alla  circonferenza  di  quel  cir- 
colo che  ha  per  raggio  a. 

La  porzione  di  curva , compresa  fra  due  di  questi 
punti  consecutivi  , chiamasi  spira  ; la  distanza  de’  medesi- 
mi punti,  presa  sullo  stesso  raggio,  si  chiama  passo,  e 
la  curva  tutta  intera  s’ addimanda  spirale. 

Dando  de’  valori  negativi  alla  u nella  (14),  e contando 
per  conseguenza  gli  archi  da  A verso  B' , e ricordandosi 
del  modo  come  si  assegnano  i raggi  vettori  negativi  (0.° 
241  ) si  otterrà  un  secondo  ramo  indefinito  PNN'  della 
stessa  curva,  il  quale  gode  perciò  delle  medesime  proprie- 
tà dell’  altro  ramo  PMM'. 

274.  Non  ammettendo  ascisse  maggiori  della  mezza 
circonferenza,  nè  coordinate  negative,  avremmo  limitata  la 
curva  alla  sola  parte  PD  , e ciò  sarebbesi  fatto  senza  ra- 
gion snfficiente  alcuna.  Bene  è vero  che  nel  numero  242 
abbìam  veduto  potersi  assegnare  la  posizione  d’ un  punto 
con  archi  minori  della  mezza  circonferenza  , e coordinate 
positive;  ma  trattavasi  allora  d’un  punto  unico,  non  sotto- 
messo a legge  alcuna  , e ciò  non  ha  pih  luogo  quando 
trattasi  di  determinare  tutti  quei  punti  che  soddisfanno 
ad  una  medesima  legge,  rappresentata  dall'  equaùow:  al- 
lora bisognerà  in  quest*  equazione  dare  la  massima  esten- 
sione ai  valori  che  possono  assegnarsi,  per  poter  abbrac- 
ciare tutti  i punti  che  soddisfanno  all’  indicata  legge  ; e 
1’  equazione  essa  stessa  ci  dirà  quali  sieno  i limiti  fra  i 
quali  quei  valori  debbono  essere  contenuti,  e che  non  pos- 
sono per  conseguenza  eccedere  senza  cadere  in  assurdo. 

275.  Problema  II.  Discutere  il  luogo  geometrico 
deW  equazione  generale  del  secondo  grado 

(16)  Ay’-f-Ba5y-f-C*’-fDy+Ea>f-F=o, 
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rispetto  ad  un  sistema  di  assi^  rettSinei. 

Risolvasi  r equazione  data  rispetto  alla  variabile  y,  che 
supporremo  rappresentare  l’ ordinata,  e messo  per  semplicità 

(17)  B‘— 4AC=m,  BD-2AE=n,  D’-4AF=p  , 

si  avrà 

(18)  y=  — — — aX  ^ i»*’+2nx-f-p. 

Posto  ciò  , e supponendo  che  Ox,  Oy  (fig.  43)  sien 
gli  assi  dati , converrà  , seguendo  il  metodo  generale  c* 
sposto  nel  n."  263,  assegnare  all’  ascissa  x diversi  valori, 
che  sostituiti  nella  (18),  daranno  quelli  delle  ordinate  cor- 
rispondenti. Riflettendo  però  sulla  forma  dell’equazione 

(18)  vediamo  che  per  una  qualunque  ascissa  ar=OP,  l’or- 
dinata corrispondente 

(19)  y=-|.OP-®±^/  m.ÒP‘-»-2J:.OP+;> 

sarà  composta  di  una  parte  razionale,  e d’ un' altra  irra- 
zionale ; la  prima  si  può  riguardare  come  1’  ordinata  di 
quella  retta  che  avesse  per  equazione 


e corrispondente  all’  ascissa  or=OP;  per  modo  che  se  sup> 
pongasi  rappresentare  AC  una  tale  retta  , 1'  ordinata  PN 
sarà  la  parte  razionale  dell'  ordinata  (19)  corrispondente 
alla  medesima  ascissa  o:=OP  ; . e quindi  per  avere  1'  in- 
, tera  ordinata  della  curva,  converrà,  come  lo  indica  il  doppio 
segno  della  (19),  una  volta  aggiungere  cd  un’altra  volta  to- 
gliere da  PN  la  parte  irrazionale  — y m.OP*+2n.OP+p. 

Supponendo  pertanto  che  NM  , Nm  rappresentino  questa 
parte  irrazionale  , saranno  M.  m due  punti  della  curva  (18), 
corrispondenti  all’  ascissa  OP. 

Continuando  quindi  a prendere  altre  ascisse  , come 
OP',  OP",  ec.  la  parte  razionale  delle  ordinate  corrispon- 
denti verrà  rappresentala  dalle  ordinate  P'N'  , P"N"  ec. 
della  stessa  retta  AC,  ed  allora  non  resta  che  calcolarsi  la 
sola  parte  irrazionale  (18)  corrispondente  ad  OP',  OP"  , ec., 
e portarla  rispettivamente  da  N'  , N"  , ec.  sulle  P'K'  , 
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P"N"  ec.  e loro  prolungamenti.  In  tal  modo  si  avranno 
gli  altri  punti  M',  m',  M**,  m"  ec.  della  curva. 

Or  se  si  consideri  il  modo  di  effettuare  questa  co- 
struzione , non  si  tarda  a conoscere , che  l’equazione  (18) , 
non  cessando  mai  di  rappresentar  lo  stesso  luogo  geome- 
trico , possiamo  scriverla  anche  così  : 


(20)  mx‘+2nx+p, 

purché  però  , continuando  , come  prima  , a tagliare  le 
ascisse  x sull’  asse  xx,  , le  nuove  ordinate  rappresentate 
da  y'f  si  taglino  non  piu  a partire  da  P,  P',  F',  ec;  ma 
da  N,  N',  N"  ec.  Eseguendo  la  costruzione  in  questo  mo- 
do s’  avrebbe  il  luogo  geometrico  dimandato  , quando  i 
coefficienti  della  proposta  (16)  fossero  già  individuati.  Ma 
non  essendo  tali , come  qui  li  supponiamo , converrà  sta- 
bilire delle  ipotesi  rispetto  a questi  coefficienti , consen- 
tanee però  con  la  natura  dell’  equazione , ed  è per  questo 
che  passiamo  alla  seguente 

Discussione 


276.  Si  osservi  primamente  che  per  essere  reali  i va- 
lori che  assume  l’ordinata  jf',  per  quelli  che  si  assegnano 
all'ascissa  x nella  (20,  275)  è necessario  che  questi  ulti- 
mi valori  rendano  positivo  il  trinomio  sottoposto  al  radi- 
cale , il  che  dipende  dai  valori  e dai  segni  de’  coefficienti 
m,  n,  p,  e quindi  da  quelli  dei  coefficienti  della  propo-  ' 
sta  (18),  in  virtù  delle  relazioni  (17).  Supponendo  dunque 
Caso  1.°  che  sia 


(21)  m,  ovvero  B‘— 4AC<o, 


allora  l’ indicato  trinomio  sarà  positivo  per  que’  soli  valori 
di  X compresi  fra  la  più  piccola  e la  più  grande  delle  due 
radici  dell’  equazione 


(22) 


supposte  reali  e disuguali  (*) , il  che  induce  la  condizione 
(23)n’-|-mp,  ovvero  (BD— 2AE)‘-f-(lì* — 4AC)(D* — 4AF)<o. 


(’)  d’ Andrea- Op«r.  ciJ.,  n.°  198. 
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Dinotando  quindi  con  x,  cd  s.  queste  radici  disposte  per 
ordine  di  grandezza  la  (20,  275)  assumerà  per  questo  caso 
la  forma  particolare 


e siccome  sì  per  x=x,  , che  per  «=:«.  si  La  y'=o,  sa- 
ranno (x„  o)  , (a;.,  o)  due  punti  della  cUrva  ( n.°  265  ). 
Poniamo  dunque  , non  tenendo  conto  de'  segni  , che  sia 
OD,t=a:,  ed  OD,=x. , e menate  per  D,  e D,  le  rette  D.E, , 
D.£,  parallele  ad  Oy,  saranno  £,  , £,  quei  due  punti  , 
perchè  di  fatto  si  ^ per  essi  e rispettivamente  x=x,, 
y'=o;  , y'=o.  Or,  siccome  i valori  da  assegnarsi  ad 

jc  devono  essere  maggiori  di  OD,  e minori  di  OD.  , ne 
segue  immediatamente  che  la  curva  avrà  tutti  i suoi  pun- 
ti compresi  tra  le  parallele  D,£, , D.£.  e nessuno  ai  di 
fuori  m esse.  Prendendo  pertanto  un'  ascissa  qualunque 
come  as=OP,  che  soddisfaccia  queste  condizioni , e sosti- 
tuendola nella  (24)  avremo  in  corrispondenza  per  1’  ordi- 
nata y due  valori , eguali  e contrarii , cioè 

r'.=-^V  (OP-ar.)(a:.-OP), 


sicché  presa  NM=y,',  Nm=y,'  saranno  M,  m due  punti 
della  curva.  Allo  stesso  modo  si  determineranno  quanti 
altri  si  vogl^n  punti  della  stessa  curva. 

Tra  questi  ve  ne  ha  taluni  però  che  meritano  un*  at- 
tenzione particolare  : ed  in  vero  sappiamo  che  1'  ordinata 
jr'  (24)  assumerà  un  valor  massimo  quando  si  faccia 


'■  'à  ~~= — l sostituito  questo 

A ftt  * 


valore  nella  (24)  si  ot- 


terrà per  espressione  dell'  ordinata  massima 


ovvero  osservando  che 


in  virtù  della 


(22) 


la  differenza  x, — x,~ 

m 


sarà  l'ordinata  mas- 
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sima  che  dinoteremo  con 


— 2A  m 

Posto  cih  l’ascissa  quella  del  punto  F 

medio  di  D.D. , dunque  tirando  per  questo  punto  la  FG 
parallela  ad  Oy,  e prendendo  CG=sCG,=j'„,  saranno  que- 
ste le  massime  ordinate  algebriche  che  possa  ammettere  la 
curva,  e G,  G,  due  punti  di  essa,  i più  lontani  da  AB  ; 
di  maniera  che  se  per  G e G,  si  conducano  le  K,K„  H.H. 
parallele  ad  AB,  la  curva  non  potrà  avere  punti  ni:  al  di 
sotto  della  prima , nè  al  di  sopra  della  seconda  di  queste 
parallele.  Pertanto,  essendo  che  a partire  dall’  ascissa  x—x,% 
ove  1’  ordinata  è nulla  , le  ordinate  «nccessive  van  crescen- 
do , sino  a giungere  alle  ordinate  massime  CG , CG, , e 
quindi  tornano  a decrescere  finché  non  si  giunga  all'ascis- 
sa x=x,  , ove  r ordinata  nuovamente  è nulla  ; ne  segue 
che  la  curva  dimandata,  nel  caso  che  consideriamo,  avrà 
la  forma  E.G.E.G,  chiusa,  e rientrante  in  se  stessa,  e 
tutta  contenuta  nel  parallelogrammo  H,K,.  Questa  curva  è 
quella  che  dai  Geometri  s’ addimanda  ellisse. 

277  Se  le  radici  X, , x.  della  (22)  risultano  invece 
eguali , il  che  ha  luogo  quando 

(26)  (BD  -2  AE)*-f  (B*— 4AC)(D*— 4AF)=o, 
allora  la  (24)  riducesi  ad 

(27)  y=±^(*-x.)/=T: 

nè  può  esser  verificata  che  pel  solo  sistema  di  valori 
x=x,  , y'=o  ed  indica  per  conseguenza  un  punto  uni- 
co situato  sulla  retta  AB.  Quando  si  suppone  che  le  quan- 
tità ni,  n conservino  un  medesimo  valore,  si  nel  caso  pre- 
cedente dell’  ellisse,  quanto  in  questo  del  punto,  allora  l’a- 
scissa sr= — £ del  detto  punto  sarà  la  medesima  OF,  poi- 
ché ^abbiam  trovato  OF= — quindi  in  questo  caso  il 
punto  unico  che  dà  l'equazione  (27)  è lo  stesso  punto  C. 
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Anzi  è (la  osservarsi  che  lo  st<^sso  ha  pure  luogo  se  m 
ed  n variano  in  proporzione. 

278.  Finalmente  se  le  radici  x,,  x,  risultano  immagi- 
narie , il  che  ha  luogo  ({uando  ' 

(28)  (BD  -2AE)*-|-(B*— 4AC)  (D‘— 4AF)<o, 

allora  non  vi  è alcun  valore  reale  di  x che  possa  ren- 
dere y'  della  ( 24  ^ 276  ) reale  , e quindi  in  questo  caso 
il  luogo  geometrico  sarà  pur  esso  immaginario. 

279.  Caso  2.°  Quando 

(29)  m , ovvero  B’ — 4AC>o , 

allora  il  trinomio  del  radicale  (20  , 275)  sarà  positivo  (*) 
per  qualunque  valore  inferiore  alla  più  piccola,  o superio- 
re alla  più  grande  delle  radici  dell'  equazione 

(30)  x’-f  — x-+--^=o , 

purché  sieno  reali  e disuguali , il  che  ha  luogo  quando 

(31)  n’—mp,  ovvero  (BD— 2AE)* — (B’— 4AC)  (D*— 4AF)>o. 

Dinotando  dunque  con  x,  , x,  queste  radici,  disposte  secon- 
do r ordine  di  grandezza  , avremo  che  iu  questo  caso  la 
(20  , 275)  assume  la  forma 


Vtn 

2A 


V 


e si  vede  subito  che,  quando  x=x,,  oppure  x=x,,  si  ha 
y'=o  ; laonde  supponendo  essere  ( Jìg.  44  ) OD,=x,  , 
OD,=x, , e menate  D,E, , D.E, , parallele  ad  Oy,  saran- 
no £,,  E,  due  punti  della  curva,  c nel  tempo  stesso  non 
vi  sarà  alcun  punto  di  essa  che  cada  al  di  dentro  di  que- 
ste parallele,  prolungate  indefinitamente,  ma  invece  tutti 
gli  altri  punti  cadranno  al  di  fuori  delle  dette  parallele. 
Prendendo  pertanto  un’  ascissa  qualunque  x=OP,  in  modo 
che  sia  minore  algebricamente  di  OD,,  o pure  maggiore 
di  OD.,  e sostituendo  in  (32)  si  avranno  due  ordinate, 


(*)  D' Andrea  — Oprr.  cit.  n,"  UKi. 


1 ■ 
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corrispondenti  a quest'  ascissa , eguali  e di  segno  contra- 
rio, cioè  ' 

y .=#•  V(  ^ ^ ) ■ 

/ -__|^^(OP-».)  (OP-x.  ); 

cosiccliè  menando  la  PM  parallela  ad  Oy  , e prendendo 
riM=y',=Nm  , saranno  M,  m due  punti  della  curva  cor- 
rispondenti all’ascissa  OP.  Allo  stesso  modo  si  opererà  per 
qualunque  altra  ascissa  minore  algebricamente  di  a;,,  e mag- 
giore di  X. , comunque  grande  fosse  il  suo  valore  nu- 
merico. 

Segue  da  ciò  che  la  curva  si  comporrà  di  due  rami 
E.h,  E,h'  che  vanno  all’  infinito , in  un  senso  , e due  al- 
tri rami  corno  E,k , E,k' , anche  infiniti  e rivolti  in  sen- 
so opposto  ai  primi.  Questa  curva  s’  appella  iperbole. 

280.  Se  le  radici  x,  , x. , essendo  reali,  sono  dippiù 
eguali,  il  che  richiede  la  condizione 

(38)  (BD  -2AE)*-(B*— 4AC)  (D‘  -UF)=o  , 

allora  la  (32,  279)  diviene 


(34) 


e rappresenta  così,  a cagione  del  doppio  segno,  due  rette 
le  quali  (n.”  270)  passano  entrambe  pel  punto  che  ha  per 
coordinate  x=x,  ed  y'=o  ; poiché  la  (34)  è verificata  da 
questo  sistema  di  valori.  Questo  punto  sarà  lo  stesso  pun- 
to G (come  si  è fatto  vedere  per  Tellisse)  quando  supponga- 
si che  I»  ed  n conservino  lo  stesso  valore,  o più  general- 
mente lo  stesso  rapporto,  che  hanno  nel  caso  dell’  iperbole. 
Per  aver  poi  un'  altro  punto  per  ciascuna  di  esse  e fissarle 
così  interamente  nella  loro  posizione,  si  prenderà  un'  ascissa 
qualunque  x=OP,  e sostituita  in  (34)  si  avranno  le  due 

\I  n% 

ordinate  eguali  e di  segno  contrario  y,’=+ — (OP — x,); 

sì  che  presa  NL=NL'=y',,  saranno  L un  punto  pel  qua- 
le passa  una  di  quelle  rette,  ed  L'  un  altro  punto  pel  quale 
passa  r altra;  pertanto  queste  rette  saranno  LC,  GL'. 
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281.  Se  poi  le  radici  della  (30)  risultaao  im> 

magioarie,  il  che  ha  luogo  quando 

(35)  (BD— 2AE)*— (B*— 4AC)(D*— *AF)<o, 

allora  il  trinomio  sotto  il  radicale  della  (20  , 275)  sarà 
sempre  positivo  per  tutti  i valori  di  » da  — oo  a +oo  . Nel 
tempo  stesso  l’ordinata 

(3.)  «’=^V--+^+£  ■ 

ammetterà  un  valor  minimo,  corrispondente  ad  x=—  — (*)  , 
e che  sarà  per  conseguenza  espresso  da 

(37)  y‘=±±\/^^. 

Or  supponendo  che — conservi  lo  stesso  valore  quando 
tn 

dalla  ipotesi  (31,  ^9)  si  passa  all’altra  (35),  allora  l’a> 

scissa  x= — — sarà  appunto  la  OF  , essendo  F il  punto 

medio  di  D.D,;  e quindi  se  si  meni  FC  parallela  ad  Oy , 
e si  prenda 

(38)  a=ci,=4-'\/^' 

saranno  queste  le  ordinate  algebriche  minime  della  curva 
rappresentata  dall’  equazione  (36)  , ed  1 , 1’  due  punti  di 
essa  i più  vicini  ad  AB.  Assegnando  in  seguito  ad  x dei 
valori  algebricamente  minori  o maggiori  di  OF,  e il  cui 
valore  assoluto  si  possa  estendere  sino  all’  inGnito,  avremo 
per  ciascuna  ascissa  come  OF'  due  ordinate  eguali  e con- 
trarie N'Q,  N'q,  e cosi  per  ogn’ altr’ ascissa;  in  guisa  che 
la  curva  sarà  composta,  come  l’iperbole,  di  quattro  parti. 
iuGnite,  due  cioè  If , -If'  rivolle  da  un  senso  , e due  altri 
I.g,  I,g'  rivolte  in  senso  opposto  alle  prime.  Questa  secon* . 
da  iperbole  e la  prima  chiamansi  coniugate  1'  una  dell’  al-  , 

I ^ ^ 

(*)  d'Amlcea — Optr.  cil.  n.*  • . > 


Digitized  by  Google 


miE  SECOHDA 


2ii. 

tra,  in  quanto  che  esse  vengon  date  da  una  medesima  e* 
quazione 


ove  m ed  n hanno  lo  stesso  valore  in  entrambi  i casi  y 

ma  — > — nel  primo  caso  -e  — < — nel  secondo.  . 
m m‘  * in  m> 

282.  Se  nella  (34)  pongasi  per  x,  il  valore — —,  es- 
sa diverrà 


e rappresenterà  le  due  rette  LH,  L'H'.  Or  se  si  prenda  una 
qualunque  ascissa  /,  e si  dinoti  con  u l’ordinata  corri- 
spondente nella  curva  (39),  e con  v quella  corrispondente 
nella  retta  (40),  avremo  ^ 


e si  vede  che  quanto  più  grande  è i tanto  più  questo 
rapporto  si  accosta  al  limite  uno,  al  quale  vi  giunge,  quan- 
do r=+oo  . Questo  risultamentò  sci  mostra  che  l'ordina- 
ta delia  retta  GL  e quella  del  ramo  D,k,  oppure  If  van- 
nosi  ravvicinando  per  divenire  eguali,  e lo  sono  col  latto, 
quando  corrispondono  , ad  ffn'  ascissa  iuGnita.  Lo  stesso 
avviene  del  prolungamento  CH  e de'  rami  £,h' , I,g';  op- 
pure di  GL*,  E.k',  I.gy^GH',  £.h,  II'.  Le  rette  LH',  L'H' 
si  chiamano  asintoti  dell’  iperbole. 

In  generale  quando  una  retta  ed  un  ramo  di  curva 
sono  talmente  situate,  che  a misura  che  si  prolungano 
si  accostano  l' una  alt  altro,  e non  si  congiungono  che 
ad  una  distanza  infinita , la  retta  si  chiama  asintoto 
della  curva^ 
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283.  Caso  terzo.  Quando  finalmente 

(41)  m,  ovvero  B* — 4AC=o, 
allora  la  (20,  275)  diviene  semplicemente 

(42) 

ove  possiamo  supporre  sempre  che  sia  n una  quantità  po- 
sitiva; poiché  laddove  fosse  invece  negativa,  allora  si  can-> 
gerebbe  x in  — x,  e si  prenderebbe  nel  tempo  stesso  l’as- 
se delle  ascisse  negative  per  quello  delle  ascisse  positive» 
Intanto  se 

(43)  p , ovvero  D*  — AF>o , 

allora  si  potranno  assegnare  ad  x tutti  i valori  possibili 
da  x= — —,  sino  ad  x=+x',  e se  all’opposto 

mtì 

(44)  D*-4AF<o, 

si  potranno  assegnare  ad  x tutti  i valori  possibili  da  x= 

~ sino  ad  ar=-4-eo , per  modo  che  la  sola  differenza  tra 
2n 

questi  due  casi  sta  solo  nel  più  piccolo  valore  finito  asse- 
gnabile all’  ascissa , e però  , come  è chiaro  , ciò  non  può 
indurre  differenza  nella  natura  della  curva.  Pertanto,  con- 
siderando solo  il  primo  caso  avremo  secondo  la  (42)  y'=o 

per  x= — e quindi, ne  segue  che  se,  facendo  astrazio^ 

ne  dal  segno,  si  prenda  (/fg.45)  OD= — e si  conduca 

DE  parallela  ad  Oy,  sarà  £ un  punto  della  curva  ; quindi 
prendendo  un’  ascissa  qualunque  che  fosse  algebricamente 

maggiore  di  — e sia  an=OP  , s’  avranno  in  corrispon- 
denza due  ordinate  eguali  e contrarie  cioè 

=V  2n.OP+p  ; 7.'=— V 2n.OP-f-p. 

e quindi  presa  NM=y,'=Nm,  saranno  M , m due  punii 
della  curva.  Allo  stesso  modo  si  otterrebbero  gli  altri  punti, 
e siccome  1’  ascissa  può  prendersi  grande  quanto  si  voglia, 
e nel  tempo  stesso  le  ordinate  vanno  di  più  in  più  in- 
grandendo , ne  segue  che  la  curva  cercata  sarà  composta 
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di  due  porzioni  inBnite  £b,  Eh',  e soltanto  due  , come 
le  rappresenta  la  6gura.  Questa  curva  s’ addtmanda  pa- 
rabola. 

284.  Se  poi  si  avesse  ad  un  tempo 

(45)  71,  ovvero  BD — 2A£=o,  e p=D* — 4AF>o, 
la  (42)  riducesi  ad 

(*6)  J'=±V7, 

e rappresala  ( n.”  251  ) il  sistema  di  due  rette  parallele 
ad  AB. 

285.  Finalmente  se  anche  p fosse  negativo  , il  luogo 
geometrico  sarebbe  immaginario. 

286.  Riassumendo  la  discussione  precedente  , possiam 
conchiudere  che  1’  equazione  generale  del  secondo  grado 

(16)  A/-|-BTjr-j-Cx*4.DH-£x-hFsso 

quando  B* — 4AC<o,  rappresenterà 

va’  ellisse,  se  (BD — 2AE)*-f(B* — 4AC)(D*— 4AF)>o ; 

un  punto,  se  (BD  — 2AE)*-f-(B*— 4AC)(D* — AF)=o  ; 

“ (BD-*AE)-+(B--*ACXD--»AF)<o; 

quando  B* — iAC>o,  rappresenterà 

un’  iperbole , se  B(BD— 2AE)*— (B*— 4AC)(B*— 4AF)^o; 

“ (BD-4AE)--(B--UCXD'-»AE)=oì 

quando  B* — 4AC=o  rappresenterà 

una  parabola , se  BD  — 2A£^o, 

due  rette  parallele,  se  BD — 2AE=o,  e D* — 4AF>o; 
una  curva  immaginaria,  se  BD — 2AE=o,  e D* — 4AF<o. 

287.  Viste  le  tre  diverse  curve  che  può  rappresen- 
tare un’  equazione  del  secondo  grado  a due  variabili  , 
passiamo  ora  alle  osservazioni  seguenti. 

In  primo  luogo  la  retta  AB  (6g.  43,  44,  45)  è,  in 
ciascuna  delle  tre  curve  , tale  da  dividere  per  metà  tutte 
le  corde  (•)  parallele  ad  Oy;  per  questa  proprietà  la  retta 


{')  Inicndosi  qui  per  corda  quello  stesso  che  s’ intendo  in  un  cerchio  , 
cioè  una  retta  di  lunghezza  determinata  , la  quale  congiunge  due  punti 
della  curva. 
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AB  chiamasi  diametro  ; ed  in  generale,  se  in  una  curva 
qualunque  si  trovi  una  retta,  che  goda  della  proprietà 
di  dividere  per  metà  tutte  le  corde  panUlele  ad  una 
direzione  data , quella  retta  è un  diametro  della  curva. 

288.  La  retta  E^H/  (fig.  43)  non  ha  che  un  sol  punto 
di  comune  con  la  curva  , ed  è dippiù  parallela  al  sistema 
di  corde  Mm,  M'm';  e però  se  supponiamo  una  qualunque 
segante  PmM , parallela  ad  E,H, , muoversi  parallela- 
mente a se  stessa  , essa  nel  suo  movimento  passerà  per  la 
posizione  E,H,  ; or  nel  tempo  stesso  che  la  detta  segante 
si  muove  per  avvicinarsi  a E,H, , la  corda  Mm  va  impic- 
colendo , e Gnisce  col  diventar  nulla  , quando  la  segante 
di  posizione  variabile  ha  raggiunta  la  posizione  fissa  E, li,. 
A quest’ ultima  posizione  che  una  segante,  muoventesi  pa- 
rallelamente a se  stessa  in  una  curva , prende  , allorché  la 
corda  che  determina  si  annulla  , si  c dato  dai  Geometri 
il  nome  di  tangente. 

289.  Se  nell’  equazione 


il  che  vuol  dire  che  , prese  FPj=FP'=x'  , e menate  le 
PM',  P'M',  risulta  NM=N' M=Nm=N'm' ; quindi  con- 
giungendo MM'i  mm' , queste  rette  risulteranno  parallele 
a E, E.  ; e poiché  FP==FP'  ed  NP  é parallela  ad  N'P', 
sarà  pure  CN=CN'  : quindi  , essendo  GG,  parallela  ad 
Mm  e ad  M'm'  , risulta  che  , QM=QM'  , Q'm=Q'm' , 
vale  a dire  che  le  corde  MM',  mm'  son  divise  per  metà 
da  GG,  ; e,  siccome  x'  é presa  ad  arbitrio  , lo  stesso  avrà 
luogo  per  qualunque  altra  corda  parallela  a E, E.;  dunque 
( n.°  prec.  ) GG,  è un  diametro  della  curva.  I due  dia- 
metri E,E„  GG',  ora  determinati  godono  la  proprietà  che 
E, E,  divide  per  metà  tutte  le  corde  parallele  a GG„  e que- 
sto divide  per  metà  tutte  le  corde  parallele  ad  E,Ej  per 
(juesla  ragiono  si  son  chiamali  diametri  coniugati. 


relativa  all’  ellisse  (24,276)  si  ponga  x=z^-\-x‘ , oppure 
x-=^ — x'  si  troverà  in  entrambi  i casi 


m 
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In  generale  quando  in  una  curva  vi  sieno  due  dia- 
metri tali , che  le  corde  parallele  ad  uno  sien  divise 
per  metà  dair  altro  , e reciprocamente , quei  due  dia- 
metri si  dicono  conÌDgati.  £ , quando  due  diametri  con- 
iugati si  tagliano  ad  angolo  retto  , s*  aj)pellano  più  parti- 
colarmente diametri  coniugati  principali , orvero  assi 
della  curva.  L’  estremità  di  qualunque  diametro  , chiamasi 
vertice  di  questo  diametro , e i vertici  degli  assi  son  detti 
vertici  della  curva. 

290.  Dalle  cose  esposte  in  questo  numero  , risulta 
ancora  che  CM=Cm' , Cm=CM'  ; lo  stesso  avrà  luogo 
per  qualunque  altra  corda  menata  per  G,  cioè  essa  vi  re- 
sterà divisa  per  metà.  Per  questa  proprietà  il  punto  C è 
stato  chiamato  centro  della  curva. 

In  generale , quando  in  una  curva  vi  sia  un  punto 
tale  , che  tutte  le  corde  che  passano  per  esso  vi  restano 
divise  per  metà  , quel  punto  ^ appellerà  centro^  della 
curva. 

291.  Con  eguali  ragionamenti  si  proverà  che  l'iper- 
bole ammette  i diametri  coniugati  , e il  centro  ; ma  lo 
stesso  non  ha  luogo  per  la  parabola. 

292.  In  tutti  i ragionamenti  esposti  nella  discussione 
dell' attuale  problema  , non  vi  è entrato  per  nulla  l'angolo 
degli  assi , e quindi  qualunque  possa  essere  quest'angolo, 
essi  reggeranno  tuttavia  ; per  modo  che  a qualunque  siste- 
ma di  assi  rettilinei  vogliasi  un'  equazione  di  secondo  grado 
a due  variabili  riferire  , essa  non  ci  presenterà  che  uno 
de’  luoghi  geometrici  esaminati  ed  enumerati  nel  n.”  286; 
ma  non  si  han  più  le  medesime  curve.,  quando  si  fa  uso 
d’ un  altro  genere  di  coordinate  , come  ognuno  può  assi- 
curarsene , dopo  gli  esempi  dichiarati. 

293.  Un’  ultima  osservazione , che  crediamo  impor- 
tante a farsi  , è la  sbucate.  Noi  abbiam  trovato  che 
r equazione  generale  in  questo  problema  discussa  rappre- 
senta un’ellisse,  quando  sien  veriCcate  ad  un  tempo  le 
due  condizioni 

B*_4AC<o  , (BD-2AE)’-|-(B*-4AC)  (D‘— 4AF)>o, 
o più  semplicemente 

m<o  n'-\-mp'>o. 

Or  supponendo  rimanere  m ed  n costantemente  dello 
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stesso  valore',  o più  generalmente  variare  in  proporzione, 
e facendo  passare  p per  tutti  gli  stati  di  grandezza  , la 
seconda  delle  precedenti  condizioni  da  positiva  che  è , . 
passerà  ad  esser  nulla , e quindi  diverrà  negativa.  Finché 
è positiva , la  curva  sarà  reale  e sarà  un'  ellisse  , la  quale 
però  andrà  cambiando  di  forma  e di  grandezza  conser- 
vando sempre  lo  stesso  centro  C,  atteso  che,  dipendendo 
anche  da  p le  radici  x,  delia  (22,  276)  e queste,  co- 
me abbiam  veduto  determinando  i punti  £,  , E,  (fìg.  43), 
questi  punti  si  andranno  ravvicinando  , perchè  a misura 
che  cresce  p , le  due  radici  x, , 'x,  , .sempre  reali  finché 
n*+i»p>o,  andranno  accostandosi  a divenire  eguali  ; nel  , 
tempo  stesso  van  diminuendo  le  ordinate  della  curva  , 


, 2n  ,m 


che  rappresenta  1’  ellisse.  E quando  , col  crescere  di  p , 
sia  divenuto  r(‘-f-mp=o , allora  non  abbiamo  , come  si  è 
veduto , che  il  centro  C , ( n.°  277  ) al  quale  dobbiamo, 
per  conseguenza  , intendere  che  siesi  ridotta  la  curva.  E 
finalmente,  sempre  crescendo  p,  diviene  n*-p/np<o,  ed  al- 
lora questa  curva  sarà  immaginaria. 

Possiam  dunque  conchiudere  che  la  sola  condizione 
B* — 4AC<o  è sufficiente  per  indicare,  algebricamente  j 
un'  ellisse  , la  quale  potrà  essere  reale  , o ridotta  al  suo 
centro  , o in  fine  immaginaria. 

Se  non  si  fosse  supposto  conservare  m ed  n gli  stessi 
^valori  quando  dalla  condizione  n'-\-mp^o  si  passa  all’altra 
n*-\-mp—o,  il  punto  corrispondente  a questa  ipotesi  non 
sarebbe  stato  più  il  centro  di  quella  ellisse;  ma  é chiaro 
che  se  per  un  sistema  di  valori  m — m’,  n—n'  si  può  sod- 
disfare alla  condizione  n'-f-/np=o  , si  potrà  , facendo  va- 
riare p,  soddisfare  con  i medesimi  valori  alla  condizione 
n*-f'mp>o,  ed  allora  ricaderemo  nel  caso  esaminato. 

Delle  osservazioni  analoghe  si  posson  fare  sulle  equa- 
zioni dell’  iperbole  e della  parabola  , e conchiudere  che  la 
sola  condizione  algebrica  sufficiente  perché  l’equazione  ge- 
nerale rappresentasse  un’  iperbole  è B* — 4AC>o , e per  la 
parabola  è B* — 4AC=.  Se  non  che  l’iperbole  potrà  ridursi 
ai  suoi  asintoti  , o voltarsi  nella  coniugata  , c la  parabola 
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potrà  ridarsi  ad  un  sistema  di  due  rette  paraUeie  al  suo 
diametro  , o divenire  affatto  immaginaria. 

ARTICOLO  IV. 

Etlenttone  de’ principi  precedenti  - Clauifieaziom  delle  curve. 

294.  Le  questioni  particolari  trattate  ne'  due  prece- 
denti articoli , ci  han  mostrato  due  fatti  principali , ebe 
meritano  tutta  T attenzione  possibile  per  formarsi  idee  esatte 
del  metodo  delle  coordinate;  il  primo  è quello  che  una 
medesima  curva  può  essere  rappresentata  da  più  equazio- 
ni , diverse  talvolta  solo  per  la  forma  più  o meno  com- 
plicata nel  numero  de’ termini , o pure  pel  grado  , e tal- 
volta ancora  per  la  natura  algebrica  o trascendente  di 
essa  equazione  ; T altro  fatto  è quello  che  una  medesima 
equazione  può  dare  linee  diverse  o per  sola  grandezza  , 
o anche  per  forma  : così  la  circonferenza  del  cerchio  ri- 
ferita a coordinate  rettilinee  poteva  essere  rappresentata  da 
più  equazioni  , iuUe  del  secondo  grado , ma  quale  più 
quale  meno  complicata  di  termini , e poteva  essere  rap- 
presentata da  una  semplicissima  equazione  del  primo  grado, 
quando  veniva  riferita  a coordinate  polari  (11,243).  Simil- 
mente la  stessa  curva  del  prob.  VI  (n.°  260)  poteva  esprimersi 
con  un’equazione  algebrica  , quando  veniva  riferita  a coor- 
dinate rettilinee!,  e con  un’equazione  trascendente,  quando 
si  riferiva  a coordinate  polari.  D’  altra  parte  l’ equazione 
del  primo  grado  rappresentava  una  retta,  quando  si  riferiva 
a coordinale  rettilinee  , e rappresentava  una  curva  , la 
spirale,  quando  si  riferiva. a coordinate  polari,  e questa 
curva  è di  forma  affatto  diversa  dalla  retta.  Similmente 
l’equazione  generale  del  secondo  grado,  riferita  sempre  al 
medesimo  genere  di  coordinate , può  dare  curve  differenti , 
o per  forma , o per  grandezza  ( n."  286  ). 

Per  poco  che  più  da  vicino  si  esamini  la  questione  , 
si  troverà  la  ragione  di  questi  fatti.  £ dapprima  si  osservi 
che  nel  formare  l’equazione 

(1)  ¥{x,  y)=o 

d’  una  curva  , non  facciamo  che  esprimere  la  legge  di  ge- 
nerazione di  essa  curva,  assumendo , come  richiede  il  me- 


Digilìzed  by  Coogle 


mtin  A PCE  COOBDIIUTE 


251 


todo , un  determinato  sistema  di  coordinate  , le  quali  suno 
i determinanti  de’  varii  punti  della  curva.  Or  la  determi'. 
nazione  d‘  nn  punto  , mercè  le  sue  coordinate  , varia  col 
genere  di  queste  (*);  così  se  nel  genere  di  coordinate  retti* 
linee , queste  sono  due  rette  parallele  a due  direzioni  date, 
nel  genere  di  coordinate  polari  queste  sono  un  angolo  ed 
una  distanza  ad  un  punto  dato.  Laonde  se  nulla  di  comune 
hanno  tra  loro  questi  due  diversi  modi  di  fissar  la  posi- 
zione d’  un  punto  , nulla  di  comune  ancora  possono  avere 
tra  loro  le  due  equazioni  d’  una  medesima  curva , che 
ne'  due  modi  si  ottengono  , comunque  la  legge  di  gene* 
razione  rimanga  la  stessa.  Ma  quando  il  modo  di  deter- 
minare i varii  punti  della  curva  rimane  lo  stesso  rispetto 
alla  sua  natura  originaria,  e non  soffre  che  semplici  mo- 
dificazioni, le  quali  non  l’alterano  nell' essenza,  l'equazione 
della  curva  deve  serbare  anch'  essa  un  carotiere  origina- 
rio , e apdar  soggetta  solo  a particolari  modificazioni  di- 
pendenti da  quelle  del  sistema  di  coordinate  , le  quali  però 
non  possono  alterare  quel  carattere  di  originalità.  Queste 
modificazioni  possono  dipendere  ancora  dalla  particolar 
posizione  della  curva  rispetto  al  sistema  di  coordinate  , 
posizione  dalla  quale  per  nulla  difiende  la  genesi  della  cur- 
va , che  è del  tutto  assoluta , e indipendente  da  qualun- 
que posizione  relativamente  alle  coordinate,  e alla  natura 
di  queste.  L’  osservazione  fatta  nel  n.°  262  relativamente 
alla  circonferenza  d'  un  cerchio  è un  esempio  del  principio 
ora  esposto. 

Pertanto  l' equazione  d’  una  curva  si  deve  presentare 
sotto  caratteri  diversi  secondo  il  diverso  genere  di  coor- 
dinate ; e deve  serbare  lo  stesso  carattere  dipendente  dalla 
forma  generica  della  curva  , per  le  diverse  modificazioni 
d'  un  medesimo  sistema  : dippiìi , oltre  le  coordinate  espres- 
se dalle  due  quantità  variabili  da  un  punto  ad  un  altro , 
secondo  quella  legge  indicata  dall’equazione,  che  rappre* 
senta  la  genesi  delia  curva  , contener  deve  ancora  delle 
altre  quantità  costanti , talune  delle  quali  fissano  la  forma 

(*]  Intendiamo  essere  di  diverso  genera  duo  sistemi  di  coordinale, 
quando  il  modo  di  loro  determinazione  è diverso:  cosi  le  coordinate  rettili- 
nee sono  di  genere  diverso  da  quello  delle  coordinato  polari.  All' opposto 
diH3  sistemi  di  coordinate  rettilinee,  che  dilTerissero  pur  l’angolo  degli  assi 
sono  dello  stesso  genere. 
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speciale  , oppure  la  grandézza  ed  altre  la  porzione  della 
curva  rispetto  agli  assi. 

295.  Poniamo  ora  che  si  abbia  un’  equazione  a due 
variabili , 


(1) 


F (® . »)=o  . 


la  quale  , qualunque  sia  il  sistema  di  coordinate,  cui  vo  • 
gliasi  intendere  riferita  , ammetterà  un  luogo  geometrico . 
Or  possono  avvenire  due  casi  , o che  la  (1)  sia  comple- 
tamente determinata,  cioè  che  i suoi  coefficienti  abbiali 
valori  numerici  determinati,  o che  i detti  coefficienti  sien 
letterali,  e però  capaci  di  potere  assumere  valori  numerici 
ad  arbitrio.  Inoltre  il  genere  di  coordinate  può  esser  dato 
insieme  con  1’  equazione  (1)  o pur  no.  Supponiamo  dap* 
prima  che  la  detta  equazione  fosse  completamente  determi- 
nata, ed  il  genere  di  coordinate  dato  insieme  con  essa;  in 
questo  caso,  non  essendovi  alcun  che  d' arbitrario  , il  luogo 
geometrico  della  (1)  non  sarà  che  un  solo  e determinato 
SI  nella  forma  che  nella  grandezza  e nella  posizióne.  Ma 
se  il  genere  di  coordinate  non  è dato  , allora  , secondo 
la  diversa  natura  di  questo  genere  , la  stessa  equazione 
darà  luoghi  geometrici  diversi  nella  forma  generica  , purché 
però  non  si  tratti  di  una  semplice  modificazione  del  siste- 
ma originario  : cosi  1*  equazione 

Jt=3a; 


è una  retta  rispetto  ad  un  sistema  di  coordinate  rettilinee, 
qualunque  siane  l’angolo  di  queste  coordinate,  e sarà  in- 
vece una  spirale  quando  dal  genere  rettilineo  si  passa  al 
polare.  ^ 

296.  Supponiamo  ora  che  l’equazione  (1),  abbenchò 
determinata  nella  sua  forma  trascendente  o algebrica  , 
contenga  però  coefficienti  letterali , e perciò  arbitrarii.  Sic- 
come passando  da  uno  ad  un  altro  genere  di  coordinate 
cambia  interamente  la  natura  del  luogo  geometrico  , cosi 
supponiamo  che  il  genere  rimanga  lo  stesso  , in  generale, 
e vediamo  che  debba  avvenirne.  In  questo  caso  1’  equazio- 
ne avendo  una  formq  determinata  , contiene  già  un  primo 
carature  distintivo  , ed  esclusivo  per  essa  , e quindi  lo 
stesso  suo  luogo  geometrico  deve  avere  un  primo  carattere 
esclusivo  e distinto  da  quello  di  altri  luoghi  geometrici  , 
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appartenenti  ad  equazioni  di  altra  forma  , e riferite  al  me* 
desimo  sistema  di  coordinale.  Cosi  un'  equazione  trascen- 
dente ba  un  carattere  tutto  proprio , che  la  distingue  dai- 
r algebrica  ; e le  varie  equazioni  algebriche  si  distinguono 
anche  tra  loro  pel  grado  ; ond'  è che  una  curva  trascen- 
dente avrà  un  carattere  tutto  proprio  e distinto  da  quello 
d’ una  curva  algebrica  , e ciascuna  di  queste  avrà  anche 
il  suo,  dipendente  dal  grado.  Per  questa  ragione  ajipnnto 
i Geometri  sono  stati  d*  accordo  nel  dividere  la  infinita 
serie  di  curve  che  si  possono  , mercè  le  loro  equazioni  , 
costruire  rispetto  ad  un  medesimo  genere  di  coordinate , 
e propriamente  il  rettilineo  , in  due  grandi  classi , quella 
cioè  di  curve  trascendenti,  se  la  loro  equazione  è tale  ri- 
spetto ad  un  sistema  di  coordinate  rettilinee  , ed  in  rur- 
ve  (dgebriche , quando  all’  opposto  la  loro  equazione  è al- 
gebrica. 

297.  Ma , come  qui  innanzi  si  osservava  , le  stesso 
equazioni  algebriche  ammettono  un  carattere  distintivo , 
che  sta  propriamente  nel  grado  di  esse  equazioni  ; il  cor- 
rispondente carattere  geometrico  che  stabilisce  cotesta  di- 
stinzione tra  le  curve  algebriche  può  facilmente  dedursi 
dalle  nozioni  precedentemente  esposte  ; in  efiètti,  la  forma 
generale  che  comprende  tutte  le  equazioni  algebriche  è la 
seguente 

inoltre  1’  equazione  d'  una  retta  è (n.°  249) 

(3)  y=*.r-l-/3 , 

e se  si  voglian  conoscere  i punti  in  cui  questa  retta  in- 
contra la  curva  dell’  equazione  (2)  bisognerà  ( n.”  265  ) 
eliminare  y tra  le  (2)  e (3)  ; or  siccome  l’ equazione  ri- 
sultante in  X è del  grado  n , così  la  rutta  (3)  non  può 
incontrare  la  curva  (3)  del  grado  n in  più  di  n punti,  tra 
reali  ed  immaginarii.  Quindi  una  curva  ovvero  un  luogo 
geometrico  dell*  equazione  dei  secondo  grado  non  può  es- 
sere incontrato  da  una  retta  in  più  di  due  punti , quello 
d’ un’ equazione  del  terzo  grado  in  più  di  tre,  ec.  Ecco 
dunque  qual’  è il  primo  carattere  distintivo  d'  una  curva 
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algebrica  , il  tiumero  de  punti  in  età  può  incontrarla 
una  retta. 

Posto  ciò  rappresentiamo  per  semplicità  con  . 

(4)  f{x,  jr)z=o 

l’equazione  (2).  Fissato  il  genere  di  coordinate,  che  sup* 
poniamo  , come  è detto  innanzi  , essere  il  rettilineo  , se 
vogliasi  costruire  il  luogo  geometrico  della  (4)  si  dovrà 
per  assegnare  ciascun  punto  di  essa  curva  prendere  un’  a- 
sdssa  x=a,  poi  porre  questo  valore  in  (4),  con  che  si  ha 

(5)  /(«?j)=o 

e ricavare  da  questa  equazione  il  valore  della  corrispon- 
dente ordinata.  Or  la  (5)  non  contiene  più  che  una  so- 
la incognita  ìà  y , la  quale  avrà  tanti  valori  , tra  reali 
e immaginarli , per  quante  unità  vi  sono  nel  suo  grado  , 
cioè  n , il  che  darà  altrettanti  punti  della  curva , come 
doveva  avvenire.  Lo  stesso  avrà  luogo  per  un’  altra  ascis- 
sa a',  diversa  dalla  prima.  Però  , la  scelta  dell’  ascissa  , 
comunque  indipendente  , non  è poi  del  tutto  arbitraria  , 
se  si  vuole  che  si  ottengano  punti  della  curva  ; poiché  se 
tale  è il  valore  a dell’  ascissa,  che  la  (5)  desse  tutte  im- 
maginarie le  sue  radici  , ciò  vuol  dire  che  non  vi  saran- 
no punti  della  curva  , che  a quell'  ascissa  corrispondano. 
Laonde  se  a ed  a'  dinotano  due  limiti,  oltre  i quali  o tra 
i quali  non  si  possano  assegnare  valori  all’ascissa  x,  senza 
che  i valori  di  y divenissero  tutti  immaginarii  « ciò  è un 
segno  certo  che  la  curva  essa  stessa  , almeno  in  un  certo 
senso  dev' esser  limitata.  Che  se  a partire  dai  medesimi 
limiti , o pure  da  un  solo  di  essi  si  possa  assegnare  aU 
r ascissa  qualunque  altro  valore  , per  grande  che  si  voglia 
e si  ottengano  per  l'ordinata  y,  se  non  tutti , almeno  partu 
de’  suoi  valori  sempre  reali,  allora  la  curva  essa  stessa  po- 
trà estendersi  indeUnitamente.  Gli  stessi  ragionamenti  si  ap- 
plicano quando  si  assegnano  invece  de'valori  alP  ordinata, 
e si  ricavano  quelli  dell’ascissa  corrispondente.Or  tutte  queste 
conclusioni  puramente  algebriche,  dipendono  com'è  chiaro, 
da  particolari  relazioni  tra  i coeilicienti , quand’  anche  1'  e- 
quazione  continuasse  ad  esser  sempre  del  medesimo  grado  ; 
'SÌ  che  una  medesima  equazione  può  dar  luogo  a curve  di 
figura  diversa,  ma  .che  ammettono  un  carattere  di  comune  , 
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quale  è quello  di  essere  incontrate  da  una  retta  in  un  egual 
numero  di  punti.  Così  abbiam  veduto  che  l’ equazione  ge- 
nerale del  secondo  grado 

(6)  Ay*-|-Ba:y-l-Ca:’-|-Dy-j-Ej:+F=o, 

poteva  rappresentare  curve  di  tré  ligure  difierenti  , secondo 
clic  tra  i coefficienti  A,  B,  C vi  era  l’ una  o l' altra  delle 
tre  relazioni  B*-»-4AG<o , B*— 4AC=o B* — 5AC>o  ; ma 
comunque  diverse  nella  égura  queste  tre  curve  , ammet- 
tevano un  carattere  comune . quello  cioè  di  essere  ciascu- 
na incontrata  in  due  punti  da  una  retta. 

Inoltre  una  medesima  condizione , o anche  più  con- 
dizioni ad  un  tempo  tra  più  quantità,  i cui  valori  possono 
essere  arbitrariamente  assegnati  , e il  cui  numero  sia  in- 
feriore a quello  di  dette  condizioni  , possono  in  infiniti 
modi  esser  verificate  ; quindi  tutte  quelle  curve  le  quali 
possono  ottenersi  da  una  medesima  equazione , fiscendone 
variare  i coefficienti  in  modo  che  quella  condizione  , o 
quelle  condizioni  rimanessero  verificate  , avranno  di  co- 
mune di  più  del  carattere  generale  , un  altro  carattere 
ancora , qual’  è quello  di  verificare  quelle  speciali  condi- 
zioni. Così  tornando  all'  equazione  del  secondo  grado  , e 
facendo  variare  i coefficienti  A,  B,  C in  modo  che  resti 
verificata  sempre  la  condizione  B* — 4AC<o,  avremo  difife- 
renti  curve , le  quali , oltre  il  carattere  generale  a tutte  le 
curve  del  secondo  grado , quello  cioè  di  essere  incontrate 
da  una  retta  in  due  punti  , ne  avranno  ancora  un  altro 
speciale,  e propriamente  quello  di  essere  le  dette  curve 
chiuse  e rientranti  in  se  stesse  ( n.°  276  ). 

298.  Da  questi  fatti  fondamentali  discende  immediata- 
mente la  suddivisione  che  suolsi  fare  tra  le  curve  apprtenenti  ‘ 
alla  classe  algebrica , in  generi , e ciascun  genere  in  spe- 
cie. Ed  in  effetti  le  curve  d' un  equazione  differiscono  da 
quelle  d’ un’  altra  di  grado  differente  , pel  numero  dei 
punti  in  cui  esse  vengono  incontrate  da  una  retta  , e que- 
sta differenza  è soltanto  generica , poiché  una  stessa  equa- 
zione può  comprendere  curve  che  ammettono  un’  altra  dif- 
ferenza, la  quale  è però  soltanto  specifica.  Diremo  dun- 
que che  una  curva  è del  primo  , del  secondo  , del  terzo., 
genere,  ec.,  quando  la  sua  equazione  è del  secondo,  del 
terzo , del  quarto  grado , ec.  : così  le  curve  dell’  equa- 
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ziotie  del  secondo  grado  sono  curve  del  primo  genere.  Que- 
sto genere  poi  comprende  le  tre  specie,  cioè  la  ellittica  ^ 
la  iperbolica  , e la  parabolica. 

Cotesta  naturale  divisione  di  curve  in  generi,  è stata 
convertita  nell'  altra  in  ordini  o gradi , chiamando  curva 
del  secondo  del  terzo  ec.  ordine , quelle  la  cui  equazione 
è del  secondo  , del  terzo  grado  , ec. 

Pertanto  una  curva  è data  nel  genere , mercè  la  sua 
equazione , quando  questa  è data  solamente  di  grado , ed 
i coefficienti  vi  restano  arbitrarli , senza  soddisfare  a con- 
dizione alcuna  ; è data  di  specie  quando,  oltre  il  grado, 
assume  dippiù  tal  forma  da  rimanere  verificate  tra  i coef- 
ficienti quelle  condizioni  che  determinano  le  specie , co- 
munque potessero  essi  rimaner  tuttavia  arbitrarii.  Final- 
mente è individuata  la  curva  , quando  la  sua  equazione  è 
data  con  coefficienti  numerici. 

299.  Il  genere  d’  una  curva  algebrica  essendo  deter- 
minato dal  grado  della  sua  equazione,  e questa  non  poten- 
dosi dire  del  grado  n se  non  contiene  almeno  un  termine 
di  questo  medesimo  grado , cosi  pure , perchè  una  curva 
algebrica  si  potesse  dire  dell’  (n — 1)“*  genere,  o pure  del- 
1'  0"°  ordine  o grado  , è necessario  che  la  sua  equazione 
contenga  almeno  un  termine  di  questo  medesimo  grado. 
Inoltre  i caratteri  determinanti  le  varie  specie  d’  un  me- 
desimo genere  , doveiulo^in  pari  tempo  accennare  a quel 
genere,  e questo  essendo  determinato  dai  termini  della  più 
alta  dimensione,  come  sopra  è detto,  cosi  i ripetuti  carat- 
teri devono  dai  coefficienti  di  questi  termini  dipendere. 
Che  se  oltre  le  relazioni  esprimenti  tali  caratteri,  altre  ve 
ne  fossero  e tra  questi  coefficienti  e tra  quelli  de’  termini 
di  ordine  inferiori  , cotali  relazioni  debbonsi  tenere  come 
caratteri  d’ individualità  o modificazioni  della  specie.  Co- 
sì, ritornando  all’  equazione  del  secondo  grado 

(6)  Ay*-fBa:y-J-Ca:*4-Dy-)-Ex-|-F=o, 

abbiam  veduto  che  la  specie  della  curva  è determinata  dal- 
la sola  relazione  esistente  fra  i tre  coefficienti  A,  B,  C dei 
termini  al  secondo  grado,  che  son  quelli  che  fissano  il  gra- 
do dell'  equazione  e quindi  il  genere  della  curva,  e che  a 
questa  relazione  aggiuntane  un’  altra  tra  i medesimi  coeffi- 
cienti e gli  altri  D,  E ed  F dei  termini  di  grado  inferio- 
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re  servivano  a dare  sia  la  curva  individuata  o uoa  modi- 
ficazione di  quella  specie  , come  sarebbe  una  individuata 
ellisse,  un  punto  o una  curva  immaginaria,  secondo  che  al- 
la relazione  di  specie  B’ — 4AC<o  , si  aggiungeva  1*  una 
delle  tre 

< 

(BD—  2AE)*+(B*-*AC)(D*-4AF)=o 

> 

Dicasi  altrettanto  per  l' iperbole  e per  la  parabola. 

300.  Ecco  ancora  un’  altra  osservazione  che  si  connet- 
te col  fin  qui  detto.  Se  si  pone  ad  esame  l'equazione  ot- 
tenuta pel  luogo  geometrico  del  problema  VII  ( n.°  261) 
sì  trova  che  quel  luogo  geometrico  può  essere  una  delle 
curve  di  secondo  grado  dinnanzi  discusse,  non  escluso  il 
cerchio,  secondo  che  si  suppone  n>l,  n<l,  n=l,  n=  oo. 
La  ragione  di  questo  fatto  é facile  ad  intendersi,  quando 
si  rifletta  che  la  legge  di  generazione,  nell’  enunziato  del 
problema  espressa,  contiene  una  indeterminazione  relativa 
alla  ragione  che  deve  passare  tra  le  due  distanze  MF,  MB 
(fig.70),  d’  un  punto  qualunque  del  luogo  dimandato,  ovvero 
meglio  cotesta  ragione  non  ò in  modo  alcuno  specificata. 
Ma  quando  si  fissa  la  specie  di  quella  ragione  , ne  viene 
per  conseguenza  che  anche  quella  della  curva  è stabilita; 
e individuando  la  detta  ragione  con  numeri  tutti  partico- 
lari, il  luogo  geometrico  esso  stesso  sarà  uno  e individuato. 

301.  In  conclusione  degli  esposti  principi  si  deduce 
quanto  qui  segue.  Allorché  ci  vien  data  un’  equazione  per 
dire  sulla  natura  del  suo  luogo  geometrico  , è necessario 
innanzi  tutto  che  ci  si  dica  nel  tempo  stesso  qual  sia  so- 
lo il  genere  dì  coordinate  cui  quell*  equazione  s*  intende  ri- 
ferita , se  i suoi  coefficienti  hanno  valori  arbitrari!,  ed  in 
questo  caso  il  luogo  geometrico  sarà  conosciuto  soltanto  nel 
genere  , se  non  è data  alcuna  relazione  tra  i coefficien- 
ti che  ne  fissi  ,la  spcqe  ; e se  queste  relazioni  sono  asse- 
gnate , il  luogo  geometrico  sarà  cognito  anche  nella  spe- 
cie ; quando  poi  si  vuole  il  luogo  geometrico  compieta- 
mente  individuato , è necessario  assegnar  pure  il  sistema  di 
coordinate. 

302.  Vi  sono  ancora,  de’  caratteri  generali  che  si  ad- 
dicono SI  alle  curve  algebriche  che  alle  trascendenti  , in 
un  medesimo  genere  di  coordinate,  come  a cagion  d'esem- 

i8 
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|>io  in  quellu  di  coordinate  rettilinee,  e che  si  ravvisano 
jierciò  da  clic  1'  equazione  ci  si  offre  : così 

l.°  Se  1’  ordinata  y è una  funzione  continua  , ovve- 
ro è reale  c finita  per  tutti  i valori  dell’  ascissa  compresi 
tra  due  limiti  dati  a ed  a',  la  linea  procederà  essa  stessa, 
senza  interruzione  alcuna,  tra  i limiti  geometrici,  corrispon- 
denti agli  algebrici  a ed  a'.  Nel  caso  precisamente  op- 
posto, la  linea  sarà  discontinua  , essendovi  soluzione  di 
continuità  in  quei  punti  ove  I’  ordinata  diviene  infinita 
o anche  immaginaria.  Dicasi  altrettanto  relativamente  al- 
r ascissa  , considerata  come  funzione  dell'  ordinata. 
Esempio.  Le  equazioni 

y=ax-\-b  ; y=a’ 

rappresentano  linee  continue  ; all’  opposto  l’ altra 


a 


rappresenta  una  linea  discontinua,  perchè  l’ordinata  divie- 
ne infinita  per  xz=b  ed  x= — b ; e la  soluzione  di  con- 
tinuità avviene  ne’  punti  corrispondenti  alle  ascisse  x=b 
ed  x= — b. 

2.°  Se  r ordinata  y è una  funzione  uniforme  dell’  a- 
srissa,  tale  cioè  che  per  ciascun  valore  dell’  ascissa  non 
vi  sia  che  un  sol  valore  per  I’  ordinata  , allora  la  linea 
verrà  incontrata  una  sola  volta  dall’ordinata,  se  le  coordi- 
nate sono  rettilinee. 

Esempio.  Le  curve  rappresentate  dall’  equazione 
r—a^+a,x+  . . . -t-fl»!"';  jr=a’‘ 

sono  incontrate  una  sola  volta  da  ciascun’  ordinata. 

Se  la  ^ è una  funzione  biforme,  tale  cioè  che  a cia- 
scun valore  dell’ascissa,  due  ne  corrispondano  per  Tordi- 
nata,  questa  incontrerà  due  volte  la  curva. 

Esempio.  L’  equazione 

* a+a,  x+a,  x'  + . . -l-OaX‘“ 

rappresenta  una  curva  che  è incontrata  due  volte  da  ci.-!- 
scun’  ordinata. 

303.  In  generale  se  la  y è una  funzione  multiforme 
della  X , in  modo  che  per  ogni  valore  di  questa  , quella 
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ne  acquisti  m,  allora  la  curva  sarà  da  ciascun’ ordinala  in- 
contrata in  m punti.  Questo  numero  d’  incontri  effettivi 
può  talvolta  essere  inferiore  ad  m ; poiché  nell’  assegnare 
un  valore  particolare  ad  x,  1'  equazione  ad  una  sola  inco- 
gnita y,  che  ne  risulta,  può  ammettere  delle  radici  imma- 
ginarie; e come  queste  sono  sempre  in  numero  pari  (*), 
così  le  radici  reali,  e per  conseguenza  gl'  incontri  reali  sa- 
ranno in  numero  pari  o impari,  secondo  che  pari  o im- 
pari è m.  Pertanto,  se  per  ciascuno  de'  valori  possibili  di 
jc,  quelli  di  y riescon  reali  o tutti,  o in  parte  , la  curva 
ammetterà  rami  infiniti , i quali  saranno  in  numero  pari 
o impari,  secondo  che  m è pari  o impari. 

504.  Quando  alcune  delle  m radici  fossero  eguali,  al- 
lora ad  una  stessa  ascissa  corrispondendo  piò  ordinate  e- 
guali  , vuol  dire  che  piò  punti  sonosi  riuniti  in  un  solo: 
questo  punto  allora  si  dirà  doppio,  triplo,  ec.  ed  in  gene- 
rale multiplo  secondo  che  esso  è la  riunione  di  due  , di 
tre,  ec.  o piò  punti  della  curva. 

305.  Secondo  la  definizione  data  ( n.°  297  ),  le  cur- 
ve algebriche  sono  rappresentale  dall' equazione  generale 


a„-\-b,^..,-^kj>^z=.o, 

la  quale  contiene  termini  , e però  ’allrelan- 

ti  coefiicienti  arbitrarli  ; ma  dividendo  tutta  1’  equazione 
pel  coediciente  del  primo  termine  , il  che  non  induce  in 


errore  alcuno,  e ponendo  per  semplicità—: 
k 


b. 

’o. 


A TT 

— =A,  . . . — =A.  , avremo 
a.  , Oo 

(1)  7"+(A.+B.x)y“-'-j-(A.-|-B.x-|-C.x’)y“->-|-  . . . 

A,-f-B,x-|-  . . . -)-K„x“=:o, 


la  quale  conterrà  un  numero  di  coefficienti  espresso  da 
(fi+1)  (n+2)  . w43 


1 ovvero  n 


2 . ' ■■  2 
306.  Alla  forma  (1)  riducesi  sempre  qualunque  equa- 
zione algebrica  a due  variabili,  quando  si  sien  fatti  spari- 


(*)  d' Androa  — Elementi  iT  A'gebra]  n."  35C. 
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re  i radicali  e i denominatori  ; ma  non  sempre  il  genere 
della  curva  è !’(«— 1)"“,  ovvero  il  suo  ordine  e 1’ , 
come  l’indica  il  più  alto  esponente  n,  secondo  il  detto  nel 
n.“  298.  In  effetti,  quando  il  primo  membro  della  equaiio- 
ne  è scomponibile  in  fattori  razionali  , allora  essa  rappre- 
senta un  complesso  di  linee  di  ordine  inferiore  ; cosi  I e- 
q nazione 

y ’ — xy — ay-\-ax=o, 

la  quale  apparentemente  è del  secondo  ^ado,  non  rappre- 
senta però  una  linea  del  secondo  ordine  ; poiché  il  suo 
primo  membro  può  scomporsi  ne’  due  fattori  di  primo  gra- 
do  y—x,  y — a,  e perciò  essa  può  scriversi  cosi  : 

(»/— ^)  (y— «>=°  > 

ed  equivale  alle  due  equazioni  distinte 
y—x=  o , y — fl=o , 

ciascuna  delle  quali  rappresenta  una  retta,  ovvero  una  li- 
nea del  prim’  ordine. 

Segue  da  ciò  che  un'  equazione  del  primo  grado  non 
può  rappresentare  che  la  sola  retta.  Un  equazione  del  se- 
condo grado  rappresenterà  o una  linea  del  second  ordine 
o il  complesso  di  due  linee  del  prim’ ordine.  Un' equazio- 
ne del  lerz’  ordine  rappresenterà  o una  linea  del  lerz  ordi- 
ne, o una  del  secondo  c 1’  altra  del  primo  , o finalmente 
tre  del  primo;  e cosi  di  seguito.  ' . 

Quando  un’  equazione  rappresenta  l’ insieme  di  più  li- 
nee d’ordine  inferiore  al  grado  dell’ equazione  data  , que- 
sta si  chiamerà  equazione  complessa. 

Si  noti  ancora  che  talvolta  un’  equazione  d un  certo 
ordine  può  non  appartenere  che  ad  una  sola  linea  di  or- 
dine inferiore , e ciò  ha  luogo  quando  uno  de’  due  fattori 
in  cui  essa  può  scomporsi  non  ammetta  alcuna  soluzione 
reale  : cosi  1’  equazione 

y’-|-(y—  a)x' — ay’-Jfr'y  —ai^=o , 

che  è del  terzo  grado  non  rappresenterà  però  che  una  rqt- 
ta;  poiché  essa  si  scompone  nelle  due 

y—a=o,  y'.^x'+r'=o, 

la  seconda  delle  quali  é assurda. 
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307.  Rappresentino 

(2)  F(x,  y)=o,  /(x,  y)=o 

1’  equazione  di  due  curve  algebriche  , la  prima  dell'  ordi- 
ne m““  , e la  seconda  dell'  ordine  n'"° . Se  tra  esse  si  eli- 
mini y,  e si  dinoti  con 

(3)  i{.(x)=o 

r equazione  risultante  , questa  sarà  in  generale  del  grado 
mn,  e darà  ( n."  265)  le  ascisse  de’  punti  d*  incontro  delle 
due  proposte  curve,  quindi  ne  segue  il  seguente 

Teohema.  Il  totale  numero  de’  punti  d incontro  , 
tra  reali  ed  immaginarii,  di  due  curve  algebiiche  è u- 
guale  al  prodotto  de’ loro  ordini. 

Potendo  però  in  alcuni  casi  avvenire  che,  per  forma 
particolare  delle  date  equazioni  (2)  , la  (3)  risulti  di  gra- 
do inferiore  ad  mn  (*),  così  1’  effettivo  numero  d’ incontri 
geometrici  delle  due  curve  date  può  essere  inferiore  al 
prodotto  dei  gradi  delle  loro  cr|uazioni. 

Quando  la  seconda  delle  (2)  è del  primo  grado  allo- 
ra ne  risulta  che  una  linea  del  prinì  ordine  , ossia  una 
retta  può  incontrarne  un'  altra  dell  ordine  n””  in  m punti 
o in  meno. 

308.  L‘  inversa  di  quest’  ultima  proposizione  , cioè 
che  , se  una  retta  incontra  una  curva  in  m punti,  qiittsta 
'sia  dell’ordine  n»”*  non  è parimente  vera  ; e ciò  avvie- 
ne dal  perchè,  secondo  la  proposizione  precedente  il  nu- 
mero de’  punti  reali  d' incontro  d’  una  retta  con  una  cur- 
va non  può  esser  maggiore  del  grado  di  questa;  ma  bene 
può  esser  minore.  In  generale  se  una  retta  incontra  in 
m punti  una  curva,  V equazione  di  questa  sarà,  alme- 
no, del  grado  m™*  . 

309.  Per  un’  applicazione  del  detto  nel  n.®  307  sup- 
poniamo che  vogliansi  determinare  le  intersezioni  di  due 
curve  del  second’  ordine  , il  che  potrà  valerci  in  seguito. 
Essendo 

(\\  ay'-^bxy-]-cx'+dy-\-ex-\-f=o 

' ''  a'y'-\-b'xy-\-c'x'-\-d'y-^e'x-^J'=o 

{’)  (l’AiuJrea—  £’/rni«n(r  d Aì^àirn;  n.  387  , 2.»  edir. 
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le  equazioni  delle  curve  date,  fatta  la  eliminazione  di  jr , 
si  giungerà  all’  equazione  seguente 

(5)  Mo!^-|-Na;*+Px’-1-Qx+R=o, 
ove  i coefficienti  hanno  i valori  seguenti,  cioè 

M=(ac' — ca'y — {db' — 6a')(  bc  ' — cb')  ; 

^ ( 2 (ac' — ca')  (ae' — ea‘) — {ad'  —da')  {be' — ab') 

^^-\-{ab'—ha')—{bc'  -cb'-\-de'—ed')  ; 
r2  {ac' — ca‘){af- fa')-\-{ac'—ca'y  • 

(6)  P=|— (a6' — ha' ){bf  -Jb'-\-de> — ed') 

i—{cb' — bc'){be' — eb'-{-dc'—cd')  ; 

O—  1 2 {nc'—cai){al<  —fa')—{ab'—ba')  {df—fd') 

I -.{ad'—da')(ij'—/b'+de'—ed')-, 
H={af—Jaiy—{ad'  —da'){df—fd'). 


Risulta  da  ciò  che  il  numero  totale  de’  punti  d’ inter- 
sezione , tra  reali  ed  immaginarli  , di  due  curve  del  se- 
cond’ ordine,  è uguale  a quattro,  il  che  già  si  sapeva 
(n.°  307  ).  E siccome  le  radici  possono  essere  o tutte  rea- 
li , o due  reali  e due  immaginarie,  o in  fine  tutte  imma- 
ginarie, ne  segue  che  il  numero  delle  intersezioni  reali  sa- 
rà o quattro  o due. 

310.  Se  una  retta  avesse  per  equazione  y=o  , e 
rappresentasse  perciò  l’asse  delle  ascisse,  combinandola  con 
la  prima  delle  (2,_307)  si  verrebbero  a determinare  i punti 
d’incontro  della  curva  con  quest’asse;  se  invece  la  retta 
avesse  per  equazione  x=o,  cioè  fosse  l’asse  delle  ordinate, 
si  avrebbero  i punti  d’incontro  di  quest’asse  con  la  curva. 
Pertanto  volendo  determinare  i punti  in  cui  una  curva 
incontra  uno  degli  assi,  basterà  porre  eguale  a zero  quel- 
la delle  coordinate  che  si  riferisce  all’  altro  asse,  ed  in  en- 
trambi i-  casi  le  radici  d’  un’  equazione  ad  un’  incognita 
determineranno  i punti  richiesti. 

311.  Finalmente  se  invece  di  eliminare  una  delle  va- 
riabili dalle  proposte  equazioni 

(2)  F(x,  y)=o  f{x,  y)—o 

si  combinino  tra  loro  in  modo  da  trarne  una  terza 


(7)  9('*.  y)=o, 

questa  raj)prcsenterà  un  altro  luogo  geometrico.  E poiché 
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per  passare  dalle  (2)  alla  (7)  si  è dovuto  supporre  die  le 
(2)  coesìstessero  , ovvero  fossero  verìfìcate  da  uno  stesso 
numero  di  valori , uno  de’  quali  sia  x=x',  y=y'  » questo 
dovrà  pure  verificare  la  (7)  ; laonde  il  punto  avente  que- 
ste coordinate  sarà  comune  (n.°  265)  alle  tre  curve  (2)  e 
(7)  e quindi  nel  cercare  ì punti  comuni  alle  due  curve  (2), 
si  potranno  cercare  quelli  comuni  ad  una  di  essa  e alla  (7). 

312.  Abbiam  veduto  ( n.“  305)  che  una  curva  alge- 
brica dell’ordine  n°"‘  ammette,  in  generale,  nella  sua  equa- 

zione  71  - ■■■  costanti  arbitrarie,  indicanti  i rapporti  di  tutti 

A 

gli  altri  coellicìenti  a quello  del  primo  termine.  Or  volen- 
do determinare  queste  costanti  v’ba  bisogno  di  altrettante 
equazioni,  e reciprocamente  , se  si  hanno  queste  equazioni, 
le  costanti  restano  determinate  , e l’equazione  essa  stessa  ri- 
mane individuata  ; dunque  volendo  determinare  compieta- 
mente  una  curva  dell’  ordine  n"°  sono  in  generale  necessarie 

condizioni  tra  i suoi  coefficienti.  Quando  queste  so- 

m 

no  in  numero  inferiore  o superiore  al  jirecedente,  la  curva 
resterà  ancora  indeterminata  , 0|>piire  sarà  più  che  deter- 
minata. Cosi  se  le  condizioni  precedenti  son  ({uelle  clic  in- 
dicano che  la  linea  debba  passare  per  punti  dati  , questi 

non  devono  essere  in  generale  meno  di  Se,  per  e- 

sempio,  la  linea  è una  retta,  w=l  ed  i punti  die  determi- 
nano completamente  la  retta  saranno  due,  nè  jiiìi,  nè  me- 
no. Per  una  curva  del  second’ ordine,  essendo  u=2,  il  nu- 
mero de’  punti  necessarii  a determinare  completamente 
questa  curva  sarà  5,  c cosi  di  seguilo. 

313.  Intorno  alle  costanti  arbitrarie  dell’  equazione 
d’  una  curva  giova  dichiarare  il  modo  come  poterne  fis- 
sare il  numero  preciso  ; poiché  avviene  talvolta  die  nel- 
la formazione  ^ell’ equazione  d’una  linea  entrino  parecchie 
quantità  costanti,  e non  pertanto  il  numero  delle  arbitra- 
rie, propriamente  dette,  sia  inferiore  a (|uello  delle  date. 
E per  fermo  supposto  che  si  volesse  1’ equazione  di  quella 
linea  per  ogni  punto  della  quale  il  rapporto  dei  quadrati 
delle  sue  distanze  a due  altri  punti  fissi  risulti  costante  , 

' si  troverà  , rispetto  ad  un  sistema  di  assi  ortogonali 
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essendo  y e x le  coordinate  d’  un  punto  qualunque  della 
curva,  a,  /3,  a',  /3'  quelle  de’  punti  dati,  ed  m il  rapporto 
costante.  Or  in  questa  equazione  vi  sono  propriamente,  ci'/i'* 
quc  costanti  «,  /3',  m,  die  possono  essere  date  a pia- 

cere , ma  non  perciò  la  curva  dimandata  ammette  altrettan- 
te costanti  arbitrarie  ; poiché  sviluppando  ed  ordinando  la 
precedente  equazione  si  avrà  1’  altra 


fl— 6'm  — a'm 


a*  +p‘  — m(a'*  +p'*  ) 


1 — m 


-=0 


che  essendo  della  forma 


y'+lC-^Jy+Bx+C=0 

non  ammette  che  soli  tre  coefficienti,  fìssati  i quali  ò in- 
dividuata la  curva  nella  sua  grandezza  e posizione  ( n.° 
301  ),  e quindi  le  costanti  arbitrarie  dell’equazione  del- 
la curva  sono  soltanto  ire,  e non  cinque,  come  sembrava 
potersene  conchiudere  a prima  giunta. 

In  generale , quando  la  curva  è algebrica  il  numero 
delle  costanti  arbitrarie  è fissato  dal  numero  totale  de’ ter- 
mini contenuti  nella  sua  equazione  gene/ale , meno  uno; 
ma  , anche  in  qualche  caso  , questo  numero  esser  potreb- 
be più  piccolo , se  tra  i coefficienti  qualcuno  ve  ne  fosse 
rappresentante  una  quantità  il  cui  valore  h dato,  solo  per 
esser  data  la  posizione  degli  assi.  Così  , nel  n."  252  ab- 
biam  trovato  per  la  circonferenza  d’ un  circolo  riferita  a 
coordinate  rettilinee  e ad  angolo  qualunque,  la  più  gene- 
rale equazione  che  possa  ammettere,  esser  della  forma 

y'+x*+Jxy+By+Cx-^D=o , 

la  quale  contiene  h vero  quattro  coefficienti  , ma  soli  tre 
son  quelli  che  possono  esser  presi  ad  arbitrio , 1’  altro  ^ 
essendo  dato  con  la  posizione  degli  assi , poiché  rappresen- 
ta il  doppio  del  coseno  dell’  angolo  de’  medesimi. 

314.  V’ha  dippiù  ancora:  di  queste  costanti  arbitra- 
rie , che  coi  loro  valori  particolari  servono  a individuar 
la  curva , alcune  ne  fissano  la  posizione  , altre  la  forma  e 
grandezza  , e poiché  queste  sono  indipendenti  da  quella  , 
perciò  distingueremo  le  costanti  arbitrarie  che  determinano 
la  forma  e grandezza  della  curva  col  nome  speciale  di  pa- 
rametri della  curva;  così  iicll’  equazione  del  circolo  entra- 
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no  le  coordinate  del  centro  , che  ne  fissano  la  posizione 
e v'  entra  il  raggio  che  determina  la  forma  e grandezza 
della  curva  , quindi  le  costanti  arbitrarie  dell'  equazione 
del  cerchio  sono  tre,  ed  il  parametro  è un  solo. 

ARTICOLO  V. 

Formale  per  la  trasformazione  delle  coordinate. 

315.  Nel  problema  II.  dell'articolo  III.  abbiamo  so- 
stituito all'ordinata  y d' un' equazione  una  nuova  ordina- 
ta y'  ( n.°  202  ) , e la  nuova  equazione  risultante  ha  as- 
sunto una  forma  più  semplice  della  primitiva.  Quella  so- 
stituzione non  era  che  un  caso  particolare  del  problema 
più  generale  compreso  nel  seguente  enunziato  : 

Data  r equazione 

(1)  F(x,  y)=o 

d una  curva  rispetto  ad  un  dato  sistema  di  coordina- 
te , trovare  /’  equazione  della  medesima  curva  rispetto 
ad  un  altro  sistema  , parimente  dato  , mercè  relazioni 
tra  le  coordinate  primitive  e le  nuove  ; in  ciò  appun- 
to consiste  la  trasformazione  delle  coordinate. 

316.  Supponiamo  per  ora  che  tanto  le  primitive  quan- 
to le  nuove  coordinate  sien  rettilinee  , e proponiamoci  il 
seguente 

Problema.  Dati  due  sistemi  di  assi  (Ox,  Oy),  (O'x', 
O^y'  ) ( fig.  47),  trovare  le  relazioni  tra  le  coordina- 
te un  punto  M rispetto  ad  entrambi  questi  sistemi. 

Si  conducano  per  l' origine  O',  del  secondo  sistema, 
le  O'x  , AO'y  parallele  rispettivamente  agli  assi  Ox  , Oy 
del  primo  sistema , e pongasi 

yOx=y"O'x"=0  ; x'0'x''=(f  ; y'0'x"=4,;  OA=»;  0'A=/?: 

tutte  queste  quantità  son  date  , quando  son  dati  di  posi- 
zione i due  sistemi  di  assi.  La  quantità  6 rappresenta 
r angolo  degli  assi  primitivi  ; 9 rappresenta  1’  angolo  che 
il  nuovo  asse  delle  ascisse , e 4’  quello  che  il  nuovo  asse 
delle  ordinate , formano  con  l'asse  delle  ascisse  primitive; 
e finalmente  » e /3  rappresentano  le  coordinate  della  nuova 
origine  rispetto  agli  assi  primitivi. 


Digilized  by  Coogle 


266 


PABTE  SECOIiDA 


Posto  ciò,  si  meni  MP  parallela  ad  Oy  ed  MP'  pa- 
rallela ad  O'y',  e si  ponga 

OP=a: , MP=y  , OP'=a:',  MP'=i/' , 

e saranno  a;  ed  t/  le  coordinate  di  M rispetto  agli  assi  pri- 
mitivi , ed  a'  • y‘  quelle  dello  stesso  punto  rispetto  agli 
assi  novelli.  Or  , se  pel  punto  P'  si  meni  P'T  parallela 
ad  Ox,  e P'Q  parallela  ad  Oy  , risulterà  evidentemente  , 

f..  ( x^OP=OA-|-AQ-f-QP=ot-|-0'R-fP'T, 

« y^=MP=PS-l-ST-|-TM=/3-fP'll-|-TM. 

Inoltre  per  un  teorema  noto  ( n.°  82  ) si  lia 

O'P'senOT'R  „,^_0'PsenP  O'R 
senO'RF  ’ ^ 

MP'senP'MT  ^,.^_MP'senMP'T 
senMTP'  ’ ~ senMTP'  ' 


ma(*)MTP'=O'R'P'=180“-yOx=180°— 0;O'P'R=P'O'y" 
=y«0'x'— x'O'x"=0— 9 ; P'MT=y''0'y'=y"0'x''— y'O'x" 
=0—4';  MP'T=y'0'x"=4, , quindi  senMTP '=senO'RP'= 
sen(180'’ — 0);  senO'P'R=sen  (0—9);  senP'MT=  sen(0— 4)  ; 
senMP'T=sen4,  Sostituendo  dunque  questi  valori  nelle  (2;  , 
e poi  quelli  che  se  ne  avranno  per  O'R,  P'R,  P'T,  MT 
portandoli  in  (1)  , si  avrà  finalmente 


(3) 


( 

1 


7=/34 


sen  (4-4) 
sen0 

sen9y  senj, 
SCII0  ~scn0 


sen(0-f-j,) 
senO  ’ 

J'- 


Son  queste  le  formule  le  più  generali  per  passare  da 
un  sistema  di  assi  ad  angolo  obbliquo , ad  un  altro  ad 
angolo  parimente  obbliquo. 

317.  In  ordine  agli  angoli  0,  9,  4 bisogna  tener  pre- 
sente 

l.°  Che  l’angolo  0 s’intende  sempre  esser  quello  for- 
mato dall’  asse  delle  uscisse  positive  Ox  e da  quello  delle 
ordinate  parimente  positive  Oy  : esso  perciò  sarà  sempre 
minore  di  180”. 


(’)  Lcgcadro— Elemcoli  di  Geometria;  prop.  27,  lib.  i. 
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2.0  Gli  angoli  9 e «P  possono  estendersi  , ciascuno,  da 
0°  a 360°,  ma  son  sempre  positivi  ; e nel  fissare  per  mezzo 
de' valori  di  questi  angoli  la  posizione  de’ novelli  assi , do- 
vrà descriversi  una  circonferenza  mnpq  col  centro  l’ ori- 
gine primitiva , e con  un  raggio  ed  arbitrio  ; indi  a par- 
tire dal  punto  m,  dove  l'asse  delle  ascisse  positive  Ox  in- 
contra questa  circonferenza  , si  taglierà  un  arco  di  tanti 
gradi , per  quanti  ne  rappresenta  9 0 <l>,  progredendo  verso 
l’asse  delle  ordinate  positive  Oy  ; finalmente  , congiunto 
il  raggio  che  passa  per  l’altro  estremo  dell’arco  cos'i  de- 
terminato , si  condurrà  per  la  nuova  origine  una  parallela 
a questo  raggio,  e quella  parallela  sarà  il  nuovo  asse  : la 
parte  di  questa  retta  che  va  nel  senso  di  questo  raggio, 
sarà  la  parte  positiva  , e 1'  opposta  la  negativa.  Sia  per 
fissar  le  idee  9=86°  e «1=65°:  si  tagli  mn=30“,  mp=:G5°, 
e si  congiuiigano  i raggi  On  , Op  ; quindi  da  0'  si  con- 
ducano le  x'O'x,  , y'O'y,  rispettivamente  parallele  ad  On 
ed  Op , e saranno  quelle  parallele  i nuovi  assi  , essendo 
dippiù  O'x'  r asse  delle  ascisse  positive  , ed  O'y'  quello 
delle  ordinate  positive  , e perciò  O'x,  1'  asse  delle  ascisse 
negative  , ed  O'y,  quello  delle  ordinate  parimenti  negative. 

Finalmente  in  ordine  alle  quantità  a e /3  è da  osser- 
varsi die  esse  possono  essere  positive  o negative,  secondo 
la  posizione  della  nuova  origine  O'  rispetto  agli  assi  pri- 
mitivi. 

. 318.  Stabilite  queste  convenzioni , ^ facile  assicurarsi 

della  corrisjiondenza  ilelle  formole  (3)  in  qualunque  altro 
caso,  diverso  da  quello  ora  contemplato.  E per  venire  ad 
un  esempio,  poniamo  die  sieno  Ox,  Oy  ( fig.  4-8)  i pri- 
mitivi assi  delle  ascisse  e delle  ordinale  po!>ilive;  e sieno 
O'x'  , O'y'  i novelli  assi  delle  asci.^se  e delle  ordinate  po- 
sitive , in  modo  die  la  nuova  origine  cada  nell’angolo  delle 
ascisse  positive  e delle  ordinate  negative,  che  1’  angolo  9, 
formato  da  O'x'  con  Ox  , sia  compreso  fra  270°  e 3C0“, 
e che  l’angolo  «l-,  formato  da  O'y'  con  lo  stesso  Ox,  cada 
fra  90°  e I8O". 

Posto  ciò  , supponendo  essere  M un  punto  preso  nel 
piano  di  questi  assi , e menate  le  ordinate  MP,  MP',  re- 
lative ai  due  sistemi  , si  conducano  O'x"  e P'T  parallele 
ad  Ox,  e le  O'y",  P'Q  parallele  ad  Oy;  e ponendo  come 
sopra 
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OA=»,  0'A=^,  OP=J,  MPrry,  0'^=®',  MP'=y', 
avremo  dapprima 

„ t ®=OP=OA+AQ— PQ=*+0'R— P'T, 

I 7=MP=MT— ST— SP=MT— ST— /3. 

Inoltre  dai  dae  triangoli  O'RP',  P'MT,  si  Ita 

n-i>_0'P'senO'P'R  „,„_0'P'senP'0'R 
senO'RP'  ’ senO'KP'  ’ 

^„,_MP'senTMP'  ^,T,_MP'senMPT' 

~ senMTP'  ’ ~ senMTP'  ’ 

ed  essendo  0'RP'=MTP'— xOy=0;  P'O'R=360“ — 9;  O'P'R 
=y"0'x,=9  — y'O'x"— 180°=9  —6—180°  ; TMP'=y'0,y" 
=y'0'x-y"0'x"=4.-6  ; MP'T=180°— y'O'x"=180°— 4.  , 
ne  segue  che  sarà 

sen  0'RP'=senMTP'=sen6  ; senP'0'R= — sen9  ; scnO'P'R 
=— sen(9— 6)=sen(6— 9 ;;  senTMP'=sen(4'— 6)=— 3eii(6— 4'^, 
senMP'T=sen4,;  e quindi  sostituendo  in  (5)  e poi  in  (4)  si 
avrà  finalmente 


sen  (8 — ?) 


s/=-P-+ 


send 

senv 

sene 


x'-j- 

■x'+ 


sen(e— 9)  , 
sene  ” ’ 
scnX  , 
sene  ^ 


Or  queste  formole  son  d’accordo  con  le  (3),  quando 
in  queste  (3)  il  /3  si  cangi  in  — /3,  quale  in  realtà  è nel 
caso  attuale  ; ed  entrambe  queste  ultime  formole  e le  (3) 
assumeranno  nei  termini  in  x'  ed  y*  gli  stessi  segni  com  - 
petenti  agli  angoli  9,4,  6—9,  6 — 9,  secondo  l’ipotesi 
attuale. 

319.  Ammessa  pertanto  la  generalità  delle  formole 
(3)  , passiamo  a dedurre  da  esse  quelle  che  ad  altri  casi 
particolari  si  convengono. 

1."  Se  gli  assi  primitivi  sono  ortogonali , sarà  6—90", 
e quindi  sene=l,  sen(6 — 9)=cos9,  seii(e — 9)=cos9,  onde 
si  avrà 


(6)  ®=a-}-®'cos9-l-y'cos9  ; y=/3+®'scn9-)-/'seD9. 

e mercè  queste  formole  si  passerà  da  assi  rettangolari  ad 
assi  obbliqui. 

2.°  Quando  invece  i nuovi  assi  fossero  rettangolari  , 
allora  sarà  9+9=90",  e quindi  sen4=;cos9  , sen(o— 9j=: 


Digilized  by  Google 


ANALISI  A DUE  COOfOIIIUTE 


£69 


->-cos(e— 9)  ; laonde  le  forinole  generali  (3)  diverranno  in 
questo  caso 


(7) 


, a;'sen(0 — 9)  y'cos(0 — »)  ^ , ag’seny  , y'co&y 

^ 8en0  sene  ‘ ^ sen®  sene  ’ 


e mercè  queste  formole  si  passerà  da  assi  obbliqui  ( ad 
angolo  q)  ad  assi  rettangolari. 

S."  Se  ambi  i sistemi  sien  rettangolari  , allora  essen- 
do e=90°,  e 4 — 9=90°,  le  formole  generali  (3)  per  que- 
sti valori  diverranno 


(8)  ar=*-f-x'cos9— ^'sen9,  jp=/J-)-x'sen9-f-j"cos9  ; 


e con  queste  formole  si  passerà  da  assi  rettangolari,  ad 
assi  parimenti  rettangolari. 

4.'’  Se  il  nuovo  asse  delle  ascisse  fosse  parallelo  a 
quello  delle  ascisse  primitive,  sarebbe  9=0,  e quindi  le  (3) 
daranno  per  questo  caso 


(9) 


y'scn(0 — 9) 
seno  ’ 


y=/H 


jf'sen9 
seno  ’ 


e mercè  queste  formole  si  passerà  da  assi  obbliqui  ad 
assi  parimente  obbliqui  , essendo  però  i due  assi  delle 
ascisse  paralleli  tra  loro. 

5.°  Se  invece  il  nuovo  asse  delle  ordinate  fosse  pa- 
rallelo a quello  delle  ordinate  primitive , allora  sarebbe 
4>=e,  e dalle  formole  generali  (3)  si  ricava  per  questo  caso 


(10) 


a-’sen(0 — 9) 


sene 


a:'sen?j 

sene 


e mercè  queste  formole  si  passerà  da  assi  obbliqui  ad  assi 
parimente  obbliqui , essendo  però  i‘  due  assi  delle  ordinate 
paralleli  tra  loro. 

6.°  Se  i novelli  assi  fossero  rispettivamente  paralleli 
ai  primitivi , allora  sarebbe  9=0,  9=0,  e quindi  le  formole 
generali  (3)  diverranno  in  questo  caso 


(11)  x=x'4-*,  y=y'4-.5. 


c mercè  queste  formole  si  passerà  da  assi  ad  assi  pa- 
ralleli. 

7.°  Finalmente  se  il  nuovo  asse  delle  ascisse  fosse  pa- 
rallelo a quello  delle  ordinate  primitive  , e il  nuovo  asse 
delle  ordinate  fosse  parallelo  a quello  delle  ascisse  primi- 
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live;  sarebbe  9=0,  e .(,=0,  onde  delle  formole  (3)  si  a- 
vrebbe  per  questo  caso 

(12)  x=»4-y',  y=/3+j:', 

320.  Quando  1’  origine  de’  nuovi  assi  è la  stessa  che 
quella  de’  primitivi  , converrà  da  per  tutto  nelle  formole 
jirecedenti  fare  «=/3=o.  In  questo  caso  le  (12)  diverranno 

(13)  y=x\ 

-e  serviranno,  come  è chiaro,  ad  invertire  la  denomina- 
zione  dei  due  assi.  , 

Ripetiamo  che  in  tutte  le  formole  particolari  prece- 
denti , gli  angoli  9 e debbonsi  intendere  avere  quell’  e- 
stensionu  di  cui  fu  parola  nel  n.®  317. 

321.  Passiamo  ora  ad  un’ altra  trasformazione  di  coor- 
dinate , che  sovente  è in  uso  , e che  serve  per  passare 
da  coordinale  ortogonali  a coordinate  polari  , e reci- 
procamente. 

Sieno  Ox,  Oy  ( Gg.  49  ) due  assi  ad  angolo  retto,  e 
si  supponga  essere  Q il  polo  d’  un  sistema  di  coordinate 
polari,  in  cui  Je  ascisse  angolari  abbiano  la  loro  origine 
nella  retta  Qu.  Sia  inoltre  M un  punto  qualunque  esistente 
nel  piano  di  queste  coordinate  , e sieno  OP^=ar,  MP=j 
Je  sue  coordinate  rettilinee  , ed  uQMzna , MQ=/'  le  sue 
coordinate  polari.  Inoltre  conducasi  per  Q la  Qx'  parallela 
a Qx.  e la  QA  parallela  ad  Oy  ; e pongasi  O.A'=*  AQ — 
PT=/3,  uQx'=9  e sarà  QT=AP:=x  MT=MP-PT= 
j— /3,  MQx'=9+m.  Posto  CIÒ,  mercè  il  triangolo  rettangolo 
MQP,  si  avrà  subito 

(li)  x-*=rcos(9-|-M),  y-^=rsen(9^-„) 

e mercè  queste  formole  si  passerà  da  coordinate  rettili- 
nee a coordinate  polari , aventi  il  polo  in  un  punto  de- 
terminato delle  coordinate  a.  e ed  essendo  9 l’  angolo 
che  forma  con  l’asse  delle  ascisse  x 1’ origine  delle  ascisse 
angolari  u. 

£levando  a quadrato  le  (14)  e addizionando  si  troverà 
(15)  t-V  (a-*)-+(y-^)', 

c dividendo  le  stesse  (ti)  si  avrà 

lan  — — ovvero  (IG i9-f-H“arctan^ — - 

' X— a 
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e mercè  le  (15)  e (16)  si  risolverà  il  problema  inverso  , 
cioè  si  passerà  da  coordinate  polari  a coordinate  ret' 
tilinee. 

322.  Se  il  polo  Q coincidesse  con  l’ origine  O delle 
coordinate  rettilinee  , e 1'  origine  Qx'  delle  ascisse  ango- 
lari coincidesse  con  1’  asse  Ox  delle  ascisse  , sarebbe 
^=^=0,  e quindi  avremmo  più  semplicemente 

(17)  ar=rcosu,  y—rsenu, 

(18)  r=^a;*-f  y*,  «=arctan  ^ 

mercè  le  prime  di  queste  formole  si  passa  da  assi  ret- 
tangolari a coordinate  polari , il  cui  polo  è la  stessa 
origine  degli  assi,  mentre  l'origine  delle  ascisse  ango- 
lari coincide  con  V asse  delle  ascisse  rettilinee  ; e mercè 
le  seconde  si  risolve  il  probità  inverso. 

Scolio.  Si  osservi  che  le  formole  generali  per  la  tra- 
sformazione delle  coordinate  rettilinee  sono  della  forma 

T=a-\-bx'-^cy' , y=za'x'-\-b'y’-\-c' , 
c però  se  si  sostituiscono  nell'  equazione 

y)=o 

rappresentante  una  curva  algebrica  del  grado  m , questo 
grado  resterà  lo  stesso  , e quindi  il  genere  della  curva  ri- 
marrà pur  esso  inalterato. 

ARTICOLO  VI. 


Equazioni  particolari  <f  una  retta  che  deve  soddisfare  talune  condi- 
zioni, ed  espressioni  algebriche  di  talune  sue  affezioni. 

323.  L’  equazione,  generale  d’  una  retta  riferita  a coor- 
dinate rettilinee  è ( n.®  249  ) 

(1)  y=ax-\-b , 

ove  b rappresenta  \ ordinata  all'origine,  e,  dinotando  con 
6 r angolo  degli  assi , e con  » quello  che  forma  la  retta 
con  r asse  delle  ascisse  positive , si  ha  (8  , 249)  il  coeffi- 
ciente angolare 

(2)  «= 


sena 


scn(tì — *) 
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Se  nell’  equazione  (i)  i coefficienti  son  dati  , allora 
mercè  quest’  ultima  formola  potremo  calcolare  sia  1'  ango- 
lo 6,  quando  fosse  dato  »,  sia  questo  quando  è dato  quel- 
lo : ed  invero  si  ha  dalla  (2)  , immedÙatamente. 


(3)  sen(6— »)==—  , 

e quindi  sviluppando  il  primo  membro  secondo  la  formola 
(3,  43)  ed  ordinando  rispetto  ad  » se  ne  trae 


(4) 


. asen9 

tan»=-; 

l+ocos9 


La  (3)  darà  9 quando  è dato  »,  e la  (4)  determine- 
rà « quando  è dato  0. 

Esempio  l.°  Sia  1'  equazione  della  retta 

j=V2.x-|-6 

e r angolo  degli  assi , cioè  6=135°:  sarà  sen0=ìV2  , cosO 
= — jV2,  e la  (4)  darà 

tan»=x  , »=90.° 

Esempio  2.°  Sia  l’equazione  delia  retta 
y=y!%x^b,  ■ • 

e r inclinazione  di  essa  sull’  asse  delle  ascisse,  cioè  »=90°; 
sarà  sen»=l  , e dalla  (3)  si  trarrà 

sen(6— »)=X=ìV2,  6— »=45°;  6=«-f45°=135.° 

324.  Se  poi  i coefficienti  a e h non  son  dati,  si  pos- 
sono determinare  in  modo  da  soddisfare  a talune  condi- 
zioni ( n.®  312)  ed  allora  l’equazione  (1)  assumerà  delle 
forme  tutte  particolari  per  rappresentare  quella  retta  per 
la  quale  le  dette  condizioni  trovansi  verificate  , come  ve- 
dremo trattando  i seguenti  problemi. 

Problema  I.  Trovare  l’equazione  (tana  retta  la 
quale  formasse  un  dato  angolo  con  f asse  delle  ascis- 
se positive  , relativamente  ad  un  dato  sistema  di  assi. 

In  questo  caso  nella  formola  (2)  saran  dati  ot  e 6 , e 
quindi  si  avrà  il  valore  di  a,  che  sostituito  nell'  equazione 
(1) , questa  assumerà  la  forma  propria  a rapprasentare  la 
retta  dimandata;  ma  vi  resterà  ancora  b indeterminato,  e 
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ciò  avvicae  perchè  non  si  è data  che  una  sola  condizione 
(n.“3l2). 

Esempio.  Essendo  l’angolo  degli  assi,  ossia  0=135®, 
si  voglia  r equazione  di  quella  retta  die  sia  perpendicola- 
re all'  asse  delle  ascisse  : sarà  «=90°  e la  (2)  darà_ 

sen90*_  1 

sen4ó“—iV2 

e quindi  sostituendo  questo  valore  in  (1)  si  avrà 

y=xV2+ò 

per  r equazione  della  retta  che  soddisfà  alla  voluta  con- 
dizione. 

325.  Problema.  II.  Trovare  V equazione  (t  una  ret- 
ta , obbligata  a passare  per  un  punto  dato  (x',  y'  ). 

Qualunque  sia  la  retta  , la  sua  equazioue  sarà  della 
forma 

(1)  yz=zax+b, 

e dovendo  la  retta  medesima  passare  pel  punto  (x',  y')  que- 
ste coordinate  devono  soddisfare  la  (l)e  perciò  si  avrà 
(5)  y'=aa^-^-b. 

Quest'  unica  condizione  data  dall’  enunziato  del  problema 

non  può  determinare  ambi  i coefficienti  a e ò , ma  può 

solo  dare  1'  uno  in  funzione  dell'  altro  : così  darà 

, , , y' — h 

— ax'  , oppure  n=2— r-  , 


e questi  valori  posti  successivamente  nella  (1)  daranno 
(6)  y — y'=a(x — x*),  oppure  (7)  yx' — xy'==b(x' — x). 

L'  una  o l’ altra  di  queste  due  equazioni  può  egual- 
mente servire  a rappresentare  la  retta  in  questione  : nella 
prima  vi  è ancora  a d'  arbitrario,  ossia  l' inclinazione  del- 
la retta  ; nella  seconda  vi  è d’ arbitrario  ò,  ossia  il  punto' 
ove  essa  incontra  1’  asse  delle  ordinate. 

326.  Questi  due  problemi' insieme  danno  subito  la  so- 
luzione del  seguente 

Problema  III.  Trovare  f equazione  d'  una  retta  che 
passa  per  un  punto  (x',  y')  e fa  un  angolo  » con  l'as- 
se delle  ascisse  positive. 

La  prima  condizione  sarà  verificata  prendendo  l’ equa- 
zione ( 6,  325  ) 

y—y'=a(x—x‘)  , 

*9 
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e sarà  TeriGcata  1’  altra  determinando  a mercè  la  relazio*  ' 
ne  (2,  323  ) 

' sena 

^ sen(0— «)* 

Pertanto  1'  equazione  dimandala  sarà 

327.  Problema  IV.  Trovare  f equazione  d una  ret- 
ta obbligata  a passare  per  due  punti  (x',  y') , (z",  y"). 
'*  ' Rappresentando , come  innanzi  , con  ’ 

(1)  j^=nx+6 


r equazione  delia  retta  cercata,  essa  dovrà  esser  veriGcata 
dai  due  sistemi  di  valori  x=x',  y=y';  as=x“,  y=y",  c per- 
ciò avremo  le  due  equazioni  di  condizione 

(9)  y'=aa:'4-A , y"=ajc"-\-b, 


dalle  quali  , coi  soliti  metodi  d’eliminazione  , si  ricava 


(10) 


4= 


a;'y" — y<3^ 


x' — x" 


I 

e sostituiti  questi  valori  in  (1)  avremo  in  fìne 

rti\  ■ u— y'*" 

x'-x" 


per  l’equazione  dimandata  , la  quale  col  togliere  y'  dal 
j)rimo  e secondo  membro,  e quindi  riducendo  , può  (flet- 
tersi anche  sotto  la  forma 


(12)  . 


y—y 


.y—y  fx- 


A quest’  equazione  più  brevemente  si  perviene  sottra- 
endo dalla  (1)  la  prima  delle  (9)  c si  ha 

y—y’=a(x—x')  ; 

quindi  sottraendo  la  seconda  dalla  prima  delle  (9)  si  ricava 

^ valore  sostituito  nella  precedente  e- 

quazione  farà  coinciderla  con  la  (12).  Que.sto  secondo  me- 
todo non  è diverso  dal  primo  se  non  nel  modo  di  eilct- 
inare  l'  éliminazione  di  a e ò fra  le  tre  equazioni  (1)  e (9). 

328.  Problema  V.  Trovare  l'  espressione  della  di- 
sianza fra  due  punti  (x',  y'),  (x'*,  y"). 
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Siene  M'  50)  il  punto  (x',  y"),  ed  M"  il  pun- 
to (a;",  y"),  riferiti  entrambi  ai  due  assi  Ox  , Oy  ad  an- 
golo 0.  Menale  le  ordinate  M'P',  M“P*,  e la  M'Q  paral- 
lela ad  Ox,  sarà 

OP'=x',  M'P'=/',  OP"=x”,  M''P'=y” 

M'Q=P'P"=rx"— r',  M"Q=M“P"— M'P'=y"-y'. 

Ma  dinotando  con  S la  distanza  MM'  si  ha  (n,°  82,  teo.  2.’) 

5=  \J  M^*-}-M^  -2M'QM''QcosM"QM', 

dunque  sostituendo  le  denominazioni  precedenti,  ed  osser- 
vando che  M''QM'=180” — 0,  si  otterrà  finalmente 

(13)  S=V {x"  -xy+{y"-y'y+2(^x-  -x')(y''-y';coso 

per  la  espressione  dimandata. 

Questa  formola  comunque  dedotta  da  una  posizio- 
ne particolare  dei  punti  M',  M*,  non  cessa  d’ aver  luogo 
in  qualunque  altro  siesi  caso.  Per  persuadersene  basta  ri- 
flettere , che  qualunque  sia  la  posizione  de'  detti  punti , 
purché  non  stieno  per  dritto,  si  avrà  sempre  un  triangolo, 
come  M'QM",  avente  per  lati  la  congiungente  i punti  da- 
ti, la  dilTercnza  algebrica  F*P"  delle  ascisse,  e quella  pa- 
rimente algebrica  M“Q  delle  ordinate  (’)  , e avrà  dippiù 
per  angolo  opposto  alla  distanza  M'M”  o un  angolo  sup- 
plemento di  quello  degli  assi , come  nella  fìg.  50  , oppu- 
re un  angolo  eguale  a quest'ultimo,  come  nella  fig.  51.  Or 
se  e<90‘*,  le  diSerenze  x” — x*,  y" — y'  saranno  dello  stes- 
so segno  nel  primo  caso,  e di  segno  contrario  nel  secon- 
do ; quando  poi  0>9O° , allora  , all'  opposto  , le  differen- 
ze a? — X*,  y"—y'  saranno  di  segno  contrario  se  1’  angolo 
Q è supplemento  di  0 , e saranno  dello  stesso  segno  se 
Q=0:  in  tutti  questi  casi  pertanto  la  formola  (13)  dà  ciò 
che  si  otterrebbe  direttamente  dalla  figura  per  ognuno  di 
essi  in  particolare. 

329.  Abbiamo  fin’  ora  supposto  che  i punti  M',  M" 
fossero  comunque  presi  nei  piano  degli  assi.  Ma  se  li  sup- 

(*)  Questa  diiTtitenta  algebrica  può  cambiarsi  in  una  somma,  quando 
le  due  ascisse , o le  due  ordinate  sono  di  segno  contrario,  come  pel  primo 
caso  avviene  nella  fig.  51,  ove  il  lato  “ è veramente  la  somma 

numerica  delle  due  ascisse  OP' , OP". 
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poniamo  appartenere  ad  una  retta  , cba  abbia  per  equa- 
zione 

y=:aaf+b, 

allora  fra  le  coordinate  di  quei  punti  vi  sarà  la  relazione 
(10,  327),  dalla  quale  si  ricara  y* — y'=a(j6*— x'),  oppu- 
re x" — — jf');  ed  eliminando  or  l’una  or  1’ altra 
di  queste  differenze  dalla  (13)  avremo 

(14)  3=±(x* — x')\/  1 4.a*-f  2acos0, 

(15)  Vl-f-a*-f-2acos0; 

le  quali  formole  danno  la  distanza  fra  due  punti,  esistenti 
sopra  ima  retta  data,  in  funzione  o delie  sole  ascisse,  o 
delle  sole  ordinate,  e del  coelBciente  angolare  di  quella  ret- 
ta; l’uso  di  queste  formole  abbrevia  i calcoli  cui  si  andreb- 
be incontro  nelle  applicazioni , facendo  uso  della  (13). 

330.  Il  doppio  segno  che  vedesi  nelle  (14)  e (15)  , 
e che  manca  nella  (13)  deriva  dal  perchè  la  distanza  fra 
due  punti  è una  quantità  assoluta,  per  la  quale  non  vi  è 
dato  di  sito;  e perciò,  comunque  un  radicale  ammetta  il 
doppio  segno  , lo  abbiamo  trascurato  nella  (13) , affine  di 
considerare  la  distanza  S sempre  positiva  , e per  questa 
medesima  ragione  si  è dovuto  apporre  il  doppio  segno  al- 
le (14)  e (15)  per  ritenerne  un  solo  , il  superiore  cioè  , 
o r inferiore,  secondo  che  le  dìSercnze  x* — x\  y" — y'  ri- 
sultano positive  o pure  negative. 

331;  Se  uno  de’ punti  dati  fosse  nell' origine  delle 
coordinate,  allora  supponendo  che  questo  fosse  M*',  sareb- 
be x*=^‘'=o,  e le  (13),  (14),  (15)  diverrebbero  per  que- 
sto caso  speciale 

(16)  3==|T y'‘-)-x'*-l-2x'y'cosO=+x'V^  l-|-a‘-l-2aco8® 

=±^V~  l-{-a*-{-2acose  j 

£ se  gli  assi  fossero  rettangolari,  avremo,  quando  nes- 
suno de' due  punti  sia  all’origine  delle  ooordinate, 

(17)  3=V^(x«  -x')*+(y“_y')‘=±(x*_«')V"Ì+? 

a 
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e nel  caso  che  uno  de’  punti  sia  1'  oiigine , sarà 

(18)  S=V  *'*+»'*=±x'V^T+^=±-^VTf^. 

Finalmente  quando  suppongasi  la  retta  sulla  quale 
sono  i punti  , esser  parallela  all'  asse  delle  x , allora  qua- 
lunque sieno  gli  assi,  sarà  o=o,  e perciò  la  (14)  e la  se- 
conda (17)  daranno 

(18') 

E quando  inrece  fosse  parallela  a quello  delle  ordi- 
nate sarebbe  a=z  oo,  e quindi  la  (15)  e la  terza  (17)  daranno 

Questi  ultiihi  risultamenti  (18')  , (18")  eran  facili  a 
prevedersi 

332.  PaoBLEiu  VI.  Trovare  le  coordinate  del  punto 
d?  incontro  di  due  rette. 

Sieno 

(18)  y=o»-f-^  f=a*x-\-b' 

le  equasioni  delle  rette  date;  seguendo  la  regola  del  n.°  265, 
bisognerà  eliminare  fra  esse  le  variabili , considerate  come 
due  incognite , quindi , eseguita  quest’  operazione , si  avrà 

à— ft  ào» 

0 — 0*  ’ ^ a — a!  * 

e mercè  queste  formule,  date  le  equazioni  delle  due  rette, 
si  calcoleranno  le  coordinate  del  loro  unico  punto  d’ inter- 
sezione, le  quali  possono  risultare  positive  o negative,  se- 
condo i valori  ed  i segni  dei  coefiìcienti  a,  b,  a',  b'  ; ma 
possono  assumere  ancora  de’  valori  singolari  , che  qui  ap- 
presso porremo  in  disamina. 

1. °  Se  b=b'=zo  , sarà  pure  r=o,  y=o,  cioè  il  pun- 

to d’ incontro  è all’  origine  delle  coordinate.  E col  fatto 
nell’  ipotesi  ammessa  , le  due  equazioni  (19)  riduconsi  ad 
y=ar  , , e rappresentano  appunto  due  rette  che 

passano  entrambe  per  ì’  origine  , e s’ incontrano  per  con- 
seguenza in  ajuesto  punto. 

2. *  Se  a=a',  allora  le  (20)  danno  x=y=»  . Per  in- 
terpetrare  questo  risultamento  si  chiami  « 1’  angolo  che  la 
prima  delle  l'ette  (19)  fa  con  1’  asse  delle  ascisse  positive^ 
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ed  oc'  r angolo  analogo  formato  dalla  seconda  i chiamato  0 
l'angolo  degli  assi,  avremo  (2.°  323) 

- . sena  , sena/ 

' ' sen[0 — *)  ’ ^ sen(y — »') 

e quindi  , nell'  ipotesi  ammessa , si  vede  che  dev'  essere 
ancora  a=a';  cioè  le  due  rette  (19),  dovendo  formare  uno 
stesso  angolo  con  I'  asse  delle  ascisse  , saranno  parallele. 
Quindi  non  potendosi  in  questo  caso  geometricamente  as- 
segnare il  punto  d’ incontro  delle  due  rette  , I'  Algebra  ha 
indicata  questa  impossibilità  geometrica  dando  valori  in- 
finiU  per  le  coordinate  del  punto  d incontro. 

L’ inversa  di  questa  proposizione  essendo  anche  vera, 
cioè  che  se  due  rette  son  parallele  dev'  essere  a— a',  come 
chiaramente  risulta  dalle  stesse  (21)  si  può  conchiudere  che 
Se  due  rette  sono  parallele  devono  ammettere  coef- 
ficienti angolari  eguali  ; e reciprocamente , questa  con- 
dizione verificata  , le  rette  da  quelle  equazioni  rappre- 
sentate saran  parallele. 

3.°  Finalmente  se  si  avesse  ad  un  tempo  a=a'  e 

b==J>' , le  (20)  darebbero  x=y=^.  Questo  risultamento  è 

d' accordo  con  la  posizione  delle  due  rette  nel  caso  che 
consideriamo  : difatto  esse  si  riducono  , per  questo  caso , 
ad  ammettere  un’  equazione  comune  , e perciò  non  rappre- 
sentano che  una  soia  retta  , o meglio  , le  due  rette  coin- 
cidono in  tutta  la  loro  estensione , e quindi  incontrandosi 
in  tutti  i punti  della  loro  direzione  , il  punto  d' incontro 
non  è più  uno  e determinato. 

333.  Problema  VII.  Trovare  le  espressioni  analiti- 
che delle  linee  trigonometriche  delV  angolo  formato  da 
due  rette  , delle  quali  son  date  le  equazioni. 

Sicno 

(22)  y=ar-)-ò  y=a'x-fò' 

le  equazioni  delle  rette  date  , riferite  al  sistema  di  assi 
Ox,  Oy,  ad  angolo  0 , e rappresentate  da  AB,  AB'  ( fig. 
52).  £ poiché  l'angolo  di  queste  due  rette  non  è diverso 
da  quello  delle  altre  due  Ob,  Ob'  rispettivamente  paral- 
lele alle  prime  , e che  passano  per  I'  origine , così  risol- 
veremo il  problema  rispetto  a quest’  ultimo  angolo  , e le 
formolo  che  se  ne  otterranno  saranno  pure  quelle  dell'an- 
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golo  delle  due  rette  date.  Intanto , quando  le  (22)  si  rife« 
riscono  alle  Ob,  Ob',  a ed  a'  restan  gli  stessi  ( n.°  prec. 
caso  2°  ) , ma  òz=b'=Of  e perciò  esse  riduconsì  ad 

(23)  y—ax  , y=a*x.  ' ‘ 

Posto  rio,  prendasi  OM=OM'=l;  congiungasi  MM',  e 
chiamando  X l'angolo  bOb'r=BOB^  avremo  (teo.  Ili,  81  ) 


(24) 


. OM -fOi\r  — MM'  2— MM' 

nps/ — ■ • 

•20M.0M'  2 


Ma  dinotando  con  x',  y'  le  coordinate  del  punto  M , e 
con  X*  , y"  quelle  del  punto  M',  abbiamo  ( 13,  328  ) 


MM'*=(x''— X')* +(y“— y')*+2(x"  -x')(y“— y')cosd 
rr-x"*  -|-y''*-f-2x"y"cos0-t-®’  + 2x'y 'cos6 

— 2(x'y"+y  V )cos6 — 2(x'x"+y'y")  j 

e d’  altronde  (16,  331) 

OM*=  1 =x'*+y '*+2x  ’y 'cosi) , OM  '*=  1 =x"*-fV'  *+2x"y"cosft; 
dunque  riducendo  la  forraola  precedente  , in  virtù  di 
queste  due , si  avrà 

MM'*=2— £(xy'4-y'x')cosd-2(x'x"+j>'y''), 
e quindi  la  (24)>  diverrà 

(25)  cosX=(x'y“-|-y'®")cos9 — 

Inoltre  il  punto  M trovandosi  sulla  retta  Ob,  che  ba 
per  equazione  la  prima  delle  (23)  le  coordinate  x',  y'  de- 
vono soddisfare  quell’  equazione  , e per  una  ragione  simile 
le  coordinate  x*  , y"  devono  soddisfare  la  seconda  delie 
(23)  : avremo  dunque  le  due  condizioni 

(26)  y'=a*',  y"=a'x", 

alle  quali  aggiungendo  le  altre  due  qui  innanzi  trovate 

(27)  y'*+x'*-fàc'y'cos6=l  , y^'-f x''*-f-2x:Ycosd=l 
potremo  eliminare  dalla  (25)  le  coordinate  x^ , y',  x",  y" 
che  si  riferiscono  a due  punti  arbitrariamente  presi.  £ dap- 
prima la  (25)  in  virtù  della  (26)  può  scriversi  ancora  co- 
me segue  : 

(28)  cosX=[  (n-f-a'  )cos6-{-aa'-|-l  ]x'x"  ; 
similmente  le  (27)  in  virtù  delle  (26)  divengono 

(a’+2acos6-f  l)x'*=l,  (a'‘+2a'cos6-|-lX’=l» 
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è da  queste  oUieusi 


(29)  x'=. 


. 

a*-|-2acos0+l  Y ia'*4'2a'cos94‘ ^ 


a’-{-2aco»0-^  1 V^a'*  -f  2a'cos0  ^ 

Pertanto  sostituendo  quest'  espressione  netta  (28)  avremo 
finalmente 

(X.)  _ 

y a’-t-2acos6+l  V a"+2a'cos6+i 
r———  senX 

e ricordandosi  che  cosA=y  1 — sen’X  , t8BA=^^,  ne  trar- 
remo le  altre  due  formole  seguenti 

(X.) 

Y a‘-f-2acos0-j-l  V a'*-t-2a'cos6-}-l 
(XX  ■ l.nX^iri°>!'? 

(fl-|-a')cos0-}-<ja'-f- 1 

Una  qualunque  delle  tre  formole  (X^),  (X,),  (X,)  può 
servire  a determinare  1'  angolo  delle  due  rette  date. 

334.  In  ordine  a queste  formole  sono  a farsi  le  os- 
servazioni seguenti  : 

1."  I radicali  che  entrano  in  esse  sono  sempre  reali, 

Eoichè  uguagliati  a zero  i trinomi  ad  essi  sottoposti  si 
anno  due  radici  immaginarie  per  a ed  al,  sja  qualunque 
il  segno  del  secondo  termine  , e quindi , come  si  sa  dal- 
l’Algebra (*)  qualunque  valore  reale  si  sostituisca  per  a 
ed  a'  i detti  trinomi  danno  risultamenti  dello  stesso  se- 
gno del  primo  termine,  e perciò  positivi. 

2.°  Nelle  formole  del  coseno  entrando  due  radicali , 
se  a ciascuno  si  volesse  attribuire  il  doppio  segno  , si  a- 
vrebbero  quattro  valori  , i quali  però  mentre  tutti  avreb- 
bero uno  stesso  valore  assoluto  , due  sarebbero  positivi  , 
e due  altri  negativi.  Or  questo  è conforme  alla  rappresen- 
tazione geometrica  di  quelle  formole:  di  fatto  le  rette  da- 
te AB  , A'B' , oppure  le  loro  parallele  Ob  , Ob' , taglian- 


(’)  d’ Andrea — EUmenli  <t  Algebra  ; 2.*  odiz.,  o.  106. 
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dosi  formano  quattro  angoli  , due  cioè  opposti  eguali  , e 
due  altri,  anche  opposti  ed  eguali,  e dippiù  supplementi 
dei  primi  ; d'  altronde  come  si  sa  dalla  Trigonometria  tutti 
questi  angoli  hanno  eguali  coseni , in  valore  assoluto.  Per* 
tanto  nelle  applicazioni  non  dovendo  considerare  che  uno 
solo  di  questi  angoli  è d’uopo  limitar  le  formolo  suindica- 
te per  rappresentarlo  in  tutti  i casi. 

Osserviamo  dunque , che  secondo  le  formolo  (29)  i 
radicali  in  questione  avranno  lo  stesso  segno,  se  uno  stesso 
segno  ancora  avranno  x'  ed  a/* , e ciò  accade  tutte  le  volte 
che  Oh  , Oh'  si  considerano  stare  da  una  medesima  parte 
deir  asse  Oj  : quindi  ritenendo  lo  stesso  segno  per  ambi 
i radicali  , la  formola  (X.)  può  riferirsi  sì  all'angolo  bOb', 
che  al  suo  eguale  ed  opposto  al  vertice  b,Ob'^.  Per  fissare 
le  idee  , e secondo  1’  uso  il  più  ricevuto  supporremo  sem- 
pre il  primo  : il  quale  però  potrà  essere  acuto  o ottuso  se- 
condo che  il  numeratore  di  detta  formola  sia  positivo  o 
pure  negativo.  Se  all’opposto  si  considerassero  i radicali  di 
segno  contrario , allora  la  medesima  formola  si  riferirebbe 
ad  uno  dei  due  angoli  eguali  ed  opposti  b'Ob,  , bOb',  il 
quale  sarebbe  acuto  o ottuso  secondo  che  l’ indicato  nume- 
ratore risultasse  negativo  o positivo.  Ma  ripetiamo,  che  in- 
tenderemo per  ANGOLO  DI  DUE  RETTE  qucllo  formato  da 
due  parallele  ad  esse , condotte  per  V origine  delle 
coordinate , e prolungate  solo  dal  lato  delle  ascisse 
positive. 

In  ordine  alla  formola  (X,)  relativa  al  seno  dello  stesso 
angolo  , osserveremo  che , comunque  ritenendo  i radicali 
dellò  stesso  segno  , essa  potesse  risultare  positiva  o nega- 
tiva , secondo  che  tale  risulta  il  suo  numeratore  , pure  si 
dovrà  ritenerla  sempre  positiva , perchè  nel  caso  oppo- 
sto si  riferireì)be  ad  un  angolo  maggiore  di  due  rette  , o 
ad  un  angolo  negativo  , e nessuna  di  queste  due  qualità 
conviene  all’  angolo  di  due  rette.  Egli  è vero  che  rite- 
nendo il  solo  segno  positivo  per  la  detta  formola,  essa  può 
riferirsi  si  all’angolo  determinato  al  modo  espresso  nel  pa- 
ragrafo precedente  , che  al  suo  supplemento  ; ma  , allora 
quando  si  volesse  determinar  la  specie  dell'  angolo,  si  ri- 
correrà '^alle  formole  del  coseno , oppure  a quella  della 
tangente. 

335.  Se  una  delle  rette  date  coincide  con  uno  degli 
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assi , allora  , supponendo  che  la  retta  sia  quella  rappreseur 
tata,  dalla  seconda  delle  (19)  e che  l’asse  sia  quello  delle  jc, 
il  quale  ha  per  equazione  y=o,  perchè  questo  coincidesse 
con  quella  è d’  uopo  che  sia  a'=o,  b'  =o  , e con  ciò  le 
forinole  (X,),  (X,),  (X,)  divengono  rispettivamente 


cosXr — . 


(30) 


acosO+1 
a*-|-2acus0-l-l 


senX,— . 


ncosd 
y a*4-2acosfl+l 


tanX. 


oscoO 
ocosO+l  ’ 


e qui  r angolo  X,  devesi  intendere  , secondo  il  detto  ne! 
numero  precedente  , quello  formato  dalla  retta , condotta 
per  r origine  parallelamente  alla  data  e prolungata  verso 
r asse  delle  ascisse  positive  , e dal  medesimo  asse. 

Se  all’opposto  la  seconda  delle  rette  date  fosse  l’asse 
delle  ordinate  , il  quale  ha  per  equazione  x=o,  allora  per- 
chè r equazione  y=a'x-f-6'  di  quella  retta  , e che  può  scri- 
versi anche  cosi  x — coincidesse  con  quella  dell’asse 

x=o,  è necessario  che  sia  a'=ao  . Posto  ciò  dividendo 
ambi  i termini  di  ciascuna  delle  frazioni  (X,) , (X,) , (X,) 
per  a'  f e poi  ponendo  a'=  ao,  si  troverà  , fatte  le  do- 
vute rìduzioui  , 


cos\— 


cosO-f-a 


senW 


senO 


(31) 


a•-^•2acose•+-l  V a*+2acos^l 

. sen9 

Mercè  queste  formule  si  può  calcolar  l’  angolo  che 
forma  una  retta  con  l’asse  delle  y,  o'rvao  quello  formato 
con  l'asse  delle  y positive  dalla  parallela  condotta  per 
t origine  alla  retta  data  ^ e prolungata  solo  dal  lato 
■ delle  X positive. 

336.  Se  gli  assi  fossero  ortogonali , allora  6=90® , e 
le  formule  generali  (XJ,  (X,),  (X,),  (30),  (31)  si  riducono 
per  questo  caso  alle  seguenti 
aa'-f-l 


cosX= 


(32) 


senX= 


a'\+i  ’ 


tanX= 


a — a' 


i+oa'  ’ 
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Y a*+l 

a 


senA,=. 


senA^ 


V«‘+l 
1 


; tanA,=±fl  ; 


tanXy=. 


1 


a 


(3i)  cosX,-  ^ 

a*+l  r -j- 1 

ove  i segni  alla  seconda  ed  alla  terza  delle  (33)  sono  stati 
espressamente  aggiunti , per  ritener  poi  soltanto  il  superiore 
o solamente  l’ inferiore,  secondo  che  a è positiva  o negativa  ; 
e ciò  perchè  l' angolo  X,  e 1’  angolo  X^  indicassero  quelli 
formati  come  sopra  si  è detto,  così  come  si  vede  espresso 
nella  figura  53.  In  questo  modo  1'  angolo  X,  è lo  stesso  o 
è il  supplemento  di  quello  definito  nel  n.**  249. 

337.  Problema  Vili.  Trovare  la  condizione  perchè 
due  rette  sieno  perpendicolari  , oppure  parallele. 

Sieno 

(35)  y=aa5+6,  y=a'x+6' 

le  rette  date , e X dinoti  l' angolo  da  esse  formato  ed  avre- 
mo, se  gli  assi  seno  obbliqui  e ad  angolo  e,  (X„)  n.°  333. 
(a4-«')cos0-j-fla'-}-l 


(36) 


cosX= 


V fl*-|-2acos6-bl  V a'*+2a'cos9-t-I 


senX=- 


a*-f-2flcos9-|-l^  a''-f-2«'coso-|-l 
e se  gli  assi  sono  ortogonali  sarà 

(37)  eosX— . senX=, 


Or 


a''+l  ’ K" 1 

se  le  rette  sono  perpendicolari  tra  loro  X=90® 


cosX=o,  e quindi  le  formole  precedenti  daranno  per  que- 
sto caso  la  condizione 

(38)  («+«'  )cos0-j- 1 =0 
quando  gli  assi  sono  obbliqui , e 1'  altra 

(39)  aa'+\=o 

quando  gli  assi  sono  rettangolari. 

Se  poi  le  rette  sono  parallele  X=o,  senX=o  ed  ambe 
le  formole  (36)  e (37)  relative  al  seno  danno 

(40)  a=a' , 

c ciò  già  si  sapeva  (n.°  332 , caso  2.°). 
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338.  PiOBLEMA  IX.  Trovare  V equazione  duna  ret- 
ta che  passa  per  un  punto  ed  è perpendicolare  oppure 
parallela  ad  un'  altra  retta  data 
Sia 


(41)  %f=ax-)rb 
r equazione  della  retta  data  , ed 

(42)  y=za'x-\-b‘ 

quella  della  retta  cercata , ore  i coefficienti  a' , b'  devono 
essere  determinati  in  modo  da  soddisfare  le  condizioni 
espresse  nell'  enunciato  del  problema.  La  prima  condizione 
determina  b'  in  funzione  di  a e dà  (6,  254) 


(43)  y—y'=a'(x—x')  ; 

quindi  perché  questa  retta  fosse  perpendicolare  alla  (41)  , 
nella  ipotesi  che  l’ angolo  degli  assi  sìa  qualunque  dev’  es- 
sere ( prob.  prec.  ). 


donde  si  trae 


(<H-a')cosfl-l-aa'4-I=o  » 


, 1+OCOS8 

* a+cos  ’ 


e questo  valore  sostituito  nella  (43)  ci  dà 


(44) 


V-H' 


l+ocosO 

o+cosO 


(x—x’) 


per  r equazione  della  retta  che  passa  per  un  punto,  ed 
è perpendicolare  ad  un'  altra  (41)  ; supponendo  gli  assi 
obbliqui  e ad  angolo  8. 

Se  quest’  angolo  è retto , allora , sia  ponendo  cosO=o 
nella  (44) , sia  prendendo  direttamente  il  valor*  di  a'  dal- 
la relazione  (39)  prob.  prec. , che  esprime  la  condizione 
perchè  due  rette  sien  perpendicolari  relativamente  ad  assi 
ortogonali , e poi  sostituendolo  nella  (43)  si  avrà  sempre 

(45)  y— j,'=-i(®-«') 


per  V equazione  della  retta  perpendicolare  alla  (41) 
nel  caso  degli  assi  ortogonali. 

Quando  poi  si  volesse  che  la  retta  fosse  parallela  al- 
la data  , allora  dovendo  essere  , qualunque  sia  l' angolo 
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degli  assi  , a=ui’  (40)  prob.  prec. , 1'  equatione  (43)  di- 
viene 


(46)  y-y'=a{x—x>) 

e rappresenta  una  retta  che  passa  pel  punto  (<,  y')  ed 
è parallela  all'altra  che  ha  per  equazione  y=ax+b. 

339.  PaoBLEMA  X.  Trovare  la  forinola  che  esprime 
la  lunghezza  della  perpendicolare  condotta  da  un  pun- 
to ad  una  retta , ovvero  la  più  corta  distanza  da  un 
punto  ad  una  retta. 

Sieno  ar',  y*  le  coordinate  del  punto , rispetto  ad  un 
sistema  di  assi  ad  angolo  qualunque,  e sia 

(47)  y=zopc-{-h 

r equazione  delia  retta  alla  quale  devesi  condurre  la  per- 
pendicolare. Allora  secondo  la  formola  (44)  prob.  prec.  , 
questa  perpendicolare  avrà  per  equazione 


(48) 


y— y'=— 


1+OCO80 

o+cos8 


(* — id). 


Ora  se  dinotiamo  con  t 1*  ascissa  del  punto  d' incon* 
. tro  di  queste  due  rette,  e ^ la  lunghezza  della  perpendi- 
colare dal  punto  (x*,  y')  al  punto  d' intersezione,  sarà  per 
la  formola  (14,  25g) 


rf=+(<-*')Vf+(ì^*Y+a‘-5S2^.0, 

\ O+COS0  / ' a+cos0 


che,  fatte  le  debite  riduzioni  , diviene  più  semplicemente 


Inoltre  l'ascissa  t del  punto  d’incontro  delle  rette  (47)  e 

(48)  si  ha,  sia.  dalla  formola  (20,  332)  sia  eliminando  di- 
rettamente y tra  le  (47)  e (48),  e nell’un  caso  e nell’al- 
tro si  avrà 

(H-aco80)a:' — (a+co80)(à--y*) 

1+0*  +2ocos0  ’ 

e quindi  sostituendo  finalmente  questo  valore  in  (49)  si 
otterrà 

(50)  ^_^(y'-oa:'-6)sen0 

a*4-2ocose4-l 

per  la  formola  indicante  la  più  corta  distanza  da  un 
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punto  (x'i  j')  ad  una  retta  espressa  daW  equaàone 
y=ax-f  b,  relativamente  ad  assi  obbliqui. 

Che  se  gli  assi  fossero  rettangolari,  sarebbe  senesi, 

(M) 

Ka‘+1 

E se  il  punto  donde  si  conduce  la  perpendicolare  fosse 
r origine  , essendo  per  questo  punto  x'=y'=o  , si  avrà 

(5*)  ^ , (53)  i=±rpL=  . 

la  prima  di  queste  formole  valendo  per  gli  assi  obbliqui , 
e la  seconda  nel  caso  degli  assi  ortogonali. 

ARTICOLO  VII. 

Applicazione  delle  formole  trovate  nell  articolo  precedente  alla  ri- 
soluzione di  alquanti  problemi. 

t 

340.  A fine  di  mostrare  immediatamente  il  modo , 
onde  servirsi  delle  formole  precedenti  nella  risoluzione 
de'  problemi  geometrici,  tanto  nel  metterli  in  equazione  , 
che  nel  cavarne  dall'  equazioni  fiiuli , che  algebricamente 
li  risolvono,  una  elegante  costruzione  geometrica  , andre- 
mo qui  appresso  esponendo  la  risoluzióne  di  taluni  proble- 
mi, per  la  quale  le  nozioni  fino  a questo  punto  acquista- 
te sono  sufficienti.  £ dapprima , per  ciò  che  riguarda  il 
modo  di  mettere  in  equazione  un  problema  di  Geometria 
mercè  1’  analisi  a due  coordinate  , non  sapremmo  indica- 
re una  norma  più  sicura  di  quella  che  trovasi  prescritta 
dal  Ghia.  Prof.  Fadula  (*)  e del  tenor  seguente:  si  pren- 

• dano  per  incognite  le  coordinate  di  quel  punto,  quella 
« retta,  quell’  angolo  ec.,  che  se  fossero  dati  sareb- 

• bero  determinate  tutte  le  altre  parti  che  entrano  nel~ 
« la  quistione  ; si  esprimano  queste  in  funzione  delle 
« incognite  , lo  che  riesce  sempre  facile  , osservando 
« per  qual  ragione  restano  esse  assegnate  , quando 
« son  date  le  prime,  ed  indicando  col  linguaggio  al- 

(*]  Padda — Raccolta  di  problemi  di  geometria  risoluti  eoo  l analisi 
algebrica;  n.*  7,  pag.  12. 
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« gebrico  lè  condiiioiU  del  problema  > resterà  messo  in 

• equazione',  oVrero 

« Presa  per  incognita  quella  retta,  ec.,  che  se 
« fosse  data  sarebbe  risoluto  il  problema,  cioè  si  po- 
ti irebbe  verificaie  se  le  condizioni  si  avverino,  si  Ira- 
ti ducano  in  linguaggio  algebrico  tutte  le  operazioni 

• grafiche  che  si  dovrebbero  fare,  ed  esprimendo  che 
« L'ultima  condizione  sia  verificata  verrà  a porsi  in 
« equazione.  L'  applicazione  rigorosa  di  questi  precetti 
farà  meglio  intenderne  1’  uso. 

34l.  Problema  I.  Dato  il  triangolo  ABC  (tìg.  54) 
menare  una  retta  parallela  al  lato  AC,  in  modo  che 
la  parte  MN  intercetta  tra  gli  altri  due  lati  sia  egua- 
le ad  una  retta  data  d. 

Prima  d’  imprendere  qualunque  ragionamento  per 
porre  il  problema  in  equazione  , bisognerà  stabilire  un 
sistema  di  assi  , ai  quali  riferire  tutti  gli  elementi  della 
questione.  Questa  scelta  di  assi  essendo  arbitraria  si  cer- 
cherà in  ogni  caso  particolare  di  prendere  quegli  assi  ri- 
spetto ai  quali  , se  non  tutte  almeno  parte  delle  espres- 
sioni di  quelli  elementi  , risultino  di  forma  la  più  sem- 
plice. Cib  per  altro  non  è sempre  possibile , e talvqlta  av- 
viene che  mentre  talune  espressioni  risultano  semplici  ri- 
spetto ad  un  certo  sistema , delle  altre  risultano  complicate. 

Pertanto  supponiamo  che  per  1’  attuale  problema  sia 
la  Ax  r asse  delle  ascisse  x , e l’ Ay  , perpendicolare  a 
questa  retta , quello  delle  ordinate.  Posto  ciò,  è chiaro  che 
se  fosse  conosciuto  il  punto  M pel  quale  dev*  essere  con- 
dotta la  voluta  parallela  , il  problema  sarebbe  risoluto  ; 
quindi,  seguendo  la  regola  del  n.°  prec. , prenderemo  per 
incognite  le  coordinate  di  questo  punto  , dinotando  con  t 
r ascissa  AP,  e con  u l' ordinata  MP , e per  verificare  se 
efiettivamente  quello  è il  punto  cercato,  si  dovrebbe  con- 
durre per  M la  parallela  ad  AB,  il  che  si  ottiene  scriven- 
do r equazione  di  questa  parallela,  la  quale  è (10,  251) 

(1)  y=« 

e calcolare  la  porzione  MN,  per  vedere  se  è uguale  alla 
aretta  d.  Or  pér  avere  l' espressione  di  questa  distanza , es- 
sendo che  la  MN  è parallela  all'  asse  delle  ascisse,  bisogne- 
rebbe conoscere  le  sole  ascisse  de’  punti  M ed  N ( n.”  261  ) 
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ed  applicare  la  fbrmola  (18')  di  quel  numero  : l'ascissa  di 
M già  si  ha  ; convien  dunque  cercare  quella  di  N ; ma 
questo  punto  è l’ intersexione  delle  due  rette  MN  e BG  • 
e della  prima  1’  equazione  è la  (1)  ; della  seconda  poi,  di* 
notando  con  d il  iato  AG,  e con  m la  tangente  trìgono* 
metrica  dell’ angolo  BGx,  sarà  l’equazione  (6,235) 

(2)  y=-m(a:-*)  ; 

quindi  eliminando  y tra  questa  e la  (1)  si  avrà  per  l’a- 
scissa del  punto  N 

am — u 

X— . 

m 

Pertanto  secondo  la  formola  ( 18',  261  ),  si  avrà  per 
l’espressione  dimandata 

m m 

ma  per  condizione  del  problema  dev’  essere  don* 

qne  si  avrà  finalmente 

(3)  (oc— <)— ovvero  «-|-nu/= — m(<— ») 

342.  È questa  l' ultima  condizione  che  doveva  esser 
verificata , e perciò  con  essa  resta  messo  in  equazione  il 
problema  ; trattasi  ora  di  determinare  le  incognite  t ed  u. 
Fra  queste  vi  è già  la  condizione  (3),  ma  essa  non  è sul* 
ficiente  ; e per  averne  un*  altra  si  rifletta  che  il  punto  M 
si  è supposto  stare  sulla  retta  AB,  laonde  dinotando  con  n 
la  tangente  trigonometrica  dell'  angolo  BAx , sarà  y—nx 
(2,231)  l'equazione  di  questa  retta,  e 

(4)  u=xnt 

esprimerà  la  condizione  che  il  punto  M stia  in  essa.  Aven* 
do  ora  due  equazioni  (3)  e (4)  fra  le  due  incognite  < ed  u 
sì  potrebbero  queste  determinare  , secondo  i principii 
d’ Algebra,  in  modo  che  ciascuna  venisse  espressa  danna 
formola  propria  ; e queste  formole  sia  che  si  riducessero 
in  numeri , sìa  che  si  costruissero  geometricamente  , as- 
segnerebbero separatamente  le  coordinate  del  punto  richie- 
sto. Questo  modo  di  risoluzione  algebrica  si  potrebbe  ap- 
plicare quando  tutti  i dati  del  problema  fossero  numeri- 
camente espressi  ; ma  quando  si  conservano  ai  dati  le  loro 
rappresentazioni  geometriche^  senza  accennare  ad  alcuna 
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unità  particolare,  possiede  la  Geometria  analitica  un  me- 
todo tutto  proprio  per  venire  alla  determinazione  grafica 
delle  incognite  del  problema. 

343.  Occupandoci  per  ora  delle  due  equazioni 

(3)  — m(t — »)  (4)  u=nt 

relative  al  nostro  problema,  osserveremo  ebe  le  coordinate 
< ed  u soddisfacendo  ad  un  tempo  alle  due  equazioni  (3) 
e (4) , vuol  dire  ( n.°  265  ) ebe  sono  esse  le  coordinate 
d*  un  punto  che  esiste  ad  un  tempo  su  i due  luoghi  geo- 
metrici m(x — »),  y=nx,  ovvero  su  quelli  rap- 

presentati dalle  stesse  (3)  e (4)  , quando  in  esse  si  con- 
siderano le  t ed  u come  due  variabili.  Ma  la  (4)  in  que- 
sto modo  rappresenta  lo  stesso  lato  AB,  dunque  il  punto 
cercato  deve  stare  su  questa  retta  , il  che  giù  si  sapeva. 
Rimane  dunque  a costruire  il  luogo  geometrico  (3),  il  quale, 
come  chiaramente  vedesi,  rappresenta  , secondo  la  formola 
( 46,  338  ) una  retta  parallela  a quella  che  ha  lo  stesso 
coetiiciente  angolare  — m,  e che  è appunto  la  (2),  e passa 
dippiù  pel  punto  che  ha  per  ascissa  a e per  ordinata  — md; 
ma  presa  GD=d,  ed  innalzata  la  perpendicolare  D£  ad  AC, 
per  le  formolo  dei  triangolo  rettangolo,  ed  osservando  che 
tanBCA=tanBCx=:/n,  risulta  D£=/nd,  dunque  presa  l’ or- 
dinata negativa  CF=DE,  e condotta  per  F la  FM  paral- 
lela a BC,  sarà  FM  il  luogo  geometrico  della  (3)  ed  M il 
punto  cercato.  Osservando  inoltre  che  la  FM  deve  eviden- 
temente passare  per  D,  ne  risulta  per  l’attuale  problema 
la  già  nota  (n.°  219). 

Composizione  del  problema 

Si  tagli  sulla  JC  la  porzione  CD  uguale  alla  ret- 
ta data , e per  D si  conduca  DM  parallela  a BC,  e sa- 
rà M il  punto  cercato. 

344.  Problema  II.  Descrivere  un  circolo  che  passi 
per  ttv  punti  dati  A,  A\  A‘  (*). 

Riferiti  questi  tre  punti  a due  assi  rettangolari,  sieno 
/3  le  coordinate  di  A;  a',  quelle  di  A',  ed  /S"  quel- 
le di  A".  Sieno  inoltre  £ ed  u le  coordinate  del  centro , 
ed  r il  raggio  del  circolo,  che  debbonsi  determinare.  Rap- 

(*]  Si  è ommetsa  la  figura  perchè  facile  ad  immigioarsi. 

30 
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jiresentando  con  x ed  y le  coordinate  d’  un  punto  qua- 
lunque delta  circonferenza  di  questo  circolo,  la  sua  equa- 
zione sarà 

(1)  y—2uy+u'+3i‘—2lx+t‘=i^. 

Or  i punti  A , A',  A®  dovendo  stare  su  questa  circonfe- 
renza, si  avranno  (n.°  179)  le  tre  equazioni  di  condizione 

/3‘  —2)3  M-f  M’-fa*— 2<t 

(2)  )3"— 2/3'n4.M*-}-»'’— 2»'/-l-f=r*, 

‘ /3"*— 2)3"a  -I-  u'+*'''—2x"t-\-  t'=r\ 

le  quali  sono  in  numero  sufGeieate  a poter  determinare  le 
tre  incognite  t,  u ed  r. 

. Sottraendo  dalla  prima  successivamente  le  altre  due, 
ne  otterremo 

/3‘ -fi''— 2(0  ~0')u+  <x”— «'•— 2(«  -x')t=ò, 

W fi'—^''—2{fi—fi'')u-\-x'—*"'-2(*—x'‘)t=o  : 

in  questo  modo  trovasi  eliminata  r,  e potremmo  continua- 
re la  eliminazione  delle  due  quantità  r ed  m , ma  varrà 
meglio  determinar  queste  due  quantità  costruendo  , come 
si  è fatto  nel  problema  I (n."  342)  i due  luoghi  geome- 
trici (3),  i quali,  essendo  del  primo  grado  , appartengono 
perciò  a due  rette.  Per -costruirle  pongasi,  per  ora,  la  pri- 
ma sotto  la  forma 


(») 


e si  vede  subito  che  essa  c perpendicolare  a quell’  altra 
retta,  che  avesse  per  coefiicicnte  angolare  ^1^;;;^,’  cioè  a quel- 
la che  passa  per  i punti  A ed  A'.  Fissata  la  direzione 
della  (4)  resta  a Gssurne  un  punto,  il  quale  potrebbe  es- 
ser determinato  cercando  quello  ove  essa  retta  incontra 
r asse  delle  ascisse,  e perciò  ponendo  tt=o  nella  (4),  op- 
pure quello  ove-  incontra  1’  asse  delle  ordinate  , e perciò 
ponendo  t=o.  Ma  1’  una  e 1’  altra  di  queste  determinazio- 
ni riuscendo  complicata,  osserveremo  che  trattandosi  di  de- 
terminare, in  generale,  un  punto  d’  una  linea,  si  può  pren- 
dere un’  ascissa  ad  arbitrio,  e però  le  si  può  dare  tale  va- 
lore che  sostituito  nell’  equazione  della  linea,  dia  un’  espres- 
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sione  semplice  il  piii  che  si  possa  per  l' ordinata.  Applican- 
do questo  principio  all’  equazione  (4)  porremo 

ed  avremo 

ma  queste  coordinate  sono  quelle  del  punto  medio  della 
corda  AA' , dunque  la  retta  (4)  sarà  perpendicolare  a que- 
sta corda  e la  dividerà  per  metà. 

Riflettendo  in  seguito  che  la  seconda  delle  (3)  diOe- 
risce  dalla  prima  sol  perchè  le  /3'  di  questa  si  trovan 
cambiate  in  /3",  ne  segue  che  la  detta  seconda  equa- 
zione rappresenta  un’  altra  retta  perpendicolare  alla  corda 
AA*  e che  la  divide  per  metà.  Pertanto  1’  incontro  di 
queste  due  perpendicolari  determina  il  punto  {t  , cioè 
il  centro  del  circolo  dimandato  ; nè  v’  ha  bisogno  di  cal- 
colarsi il  raggio,  il  quale  dev’  essere  la  distanza  del  cen- 
tro ad  uno  qualunque  de’  punti  dati.  Inoltre  potendosi  dal- 
la (2)  ricavare  un’  altra  retta  analoga  alle  due  già  deter- 
minate, col  sottrarre  la  seconda  dalla  terza  le  dette  equa- 
zioni , e questa  retta  passando  essa  pure  pel  centro  , ne 
segue  la  seguente  nota 

COMPOSIZIONE  DEL  PROBLEMA. 

Si  congiimgano  i tre  punti  dati  per  mezzo  di  due 
corde,  le  quali  si  dividano  per  metà  con  perpendico- 
lari elevate  su  di  esse  ; V incontro  di  queste  perpendi- 
colari sarà  il  centro,  e la  distanza  di  esso  ad  uno  dei 
punti  dati  sarà  il  raggio  del  circolo  cercato. 

345.  È da  osservarsi  che  se  i tre  punti  dati  trovan- 
si  sopra  una  medesima  retta,  avente  per  equazione 
avremo  le  tre  equazioni  di  condizione 
/3=aa-f-A, 

in  virtù  delle  quali  la  (3,  344)  riduconsi  ad 

cd  indicano  due  rette  parallele,  le  quali  per  conseguenza 
darebbero  il  centro  situato  a distanza  infinita. 

Inoltre  le  due  rette  (3)  non  incontrandosi  che  in  uq 
punto  unico  , non  danno  die  un  sol  centro  , e una  qua- 
lunque delle  (2)  non  dà  per  r,  considerato  assolutamente, 
come  dev’  essere , che  un  solo  valore  , dunque  resta  pro>^ 
vato  il  nolo 


Digitized  by  Coogle 


t 


392  miE  SECONDA 

Teorema.  Per  tre  punti  dati,  non  in  linea  retta  , 
vi  passa  sempre  una  circonferenza  di  cerchio , ed  una 
, soia.  • 

346.  Problema  III.  Dati  di  posizione  due  punti  A,, 
trovare  sulla  retta  che  passa  per  questi  punti  un  al-' 
tro  punto  M tale,  che  le  distanze  A,M,  A fi  stieno  nel 
rapporto  inverso  delle  due  quantità  m„  m,. 

Menati  due  assi  Ox , Oy  sieno  »,  , /3,  le  coordinate 
di  Am  cd  p,  quelle  di  A.  , le  quali  suppongonsi  date. 
Similmente  si  dinotino  con  a;',  y'  le  coordinate  del  punto 
M,  le  quali  si  tratta  di  determinare. 

E poiché 

y—p,  p.  — p, 

— ~a 

•T— <»j 

è r equazione  della  retta  A, A, , saranno  , secondo  la  for- 
inola (14,  329) 

(2)  A,M=(x' — »,)A-,  A,M=(«. — 

ove  l-|*a'-f-2acos0  e 6 è 1’  angolo  degli  assi  ; laonde 

secondo  la  condizione  del  problema  sarà 

(3)  X' — ».  :»,— x'  : : m,:m, , 
donde  si  trae 

m.+OT. 

Trovata  l' ascissa  del  punto  incognito,  sari  facile  tro- 
varne r ordinata , poiché  dovendo  entrambe  le  coordinate 
c',  y'  soddisfare  la  (1)  avremo 

y'—Pi x'—a, 

p,  — p a,  —a,  ’ 

ma  dalle  (3)  componendo  si  trae  —~*.= — ^ — , quindi 

sostituendo  e riducendo  si  otterrà 
_mf 

Essendo  facile  il  trarre  dalle  formole  (4)  e (5)  che 
risolvono  il  problema  proposto,  la  loro  costruzione  grafica, 
osserveremo  solo  che  nei  ricavarle  si  è supposto  il  punto  M 
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cadere  tra  A,  ed  A.;  ma  se  iovece,  secondo  i valori  di  m, 
ed  /n. , cade  sul  prolungamento  della  A, A,  in  un  senso  o 
nel  senso  opposto  , allora  una  delle  formule  (3)  prenderà 
un  segno  contrario , e quindi  nelle  (4)  e (5)  le  somme 
si  cangeranno  in  difierenxe. 

347.  In  generale  si  abbiano  in  un  piano  n punti  A„ 
A.,  A, . . . A.,  cui  corrispondano  rispettivamente  le  coordi- 
nate (»„  P,),  («„  p.)  • • ; (»».i  ^).  «T  congiunti  i primi  due, 
si  determini  sulla  congiungente  un  punto  M„  in  guisa  che 
le  sue  distanze  da  ^,e  A.  sieoo  nel  rapporto  inverso  di 
m,  ad  ro,;  indi  si  coogiunga  M,  col  terzo  ponto  dato  A, 
e si  determini  sulla  congiungente  un  punto  M,  tale,  che 
le  sue  distanze  da  M,  e A,  sieno  nel  rapporto  inverso  del- 
le quantità  m,  ed  e così  appresso.  Determinare  le 

coordinate  dell' ultimo  punto  di  divisione  in  funzione  di 
quelle  de’  punti  dati  e delle  n quantità  anche  date  m,  , 

Sieno  t„  u,  le  coordinate  del  punto  M,  , e sarà  per 
le  form'ole  (4)  e (5) 


m.a.-f-m.».  m.p.-fm.p. 

*■  = ; ì »,= ; 

Siano  parimente  r,  , u.  le  coordinale  del  secondo 
punto  di  divisione  M.  e per  le  dette  formole  (4)  e (5)  e 
tenendo  presenti  i precedenti  valori  di  t,  ed  u,  , sarà 

Ed  in  generale  dinotando  con  x ed  y le  coordinate  del- 
r ultimo  punto  di  divisione  si  troverà  con  lo  stesso  ra- 
gionamento 


(6), 


jw.a.-fm.».-! 

,y=- 


(7)  . *= 


Quando  m,=m,=...i».,  si  ha  più  semplicemente 


n 


■ 348.  11  punto  che  ha  per  coordinate  le  (d)  si  chia- 
ma-centro delle  disianze  proponiofiali  alle  quantità  n>„' 
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I»,  • • . m,  ; e quello  che  ba  per  coordinate  le  (7)  s’  addi- 
manda  centro  delle  distanze  medie. 

349.  Problema  IV,  Date  due  rette  Ox,  Oy  (fig,  55) 
ed  un  punto  P nel  loro  piano,  da  questo  punto  si  me- 
nino delle  coppie  di  seganti  come  PA,  PA\  e quindi  si 
conducano  le  diagonali  AB',  BA'  del  quadrilatero  che 
ne  risulta  ; trovare  il  luogo  geometrico  dei  punti  come 
M intersezione  delle  diagonali. 

Si  prendano  per  assi  delle  coordinate  le  stesse  rette 
date  , cioè  Oa  per  asse  delle  x ed  Oy,  per  quello  delle  y. 
11  punto  P essendo  dato  , dinoteremo  con  a o /3  le  sue 
coordinate  ; ed  il  punto  M essendo  incognito  ne  chiame- 
remo < ed  u le  coordinate. 

Posto  ciò  , si  conducano  le  due  seganti  qualunque 
AP,  A'P,  e però  si  scrivano  le  equazioni  di  queste  rette, 
le  quali  chiamando  a,  a'  i coefficienti  angolari  saranno  ri- 
spettivamente 

(1)  y — P=fl(x— a)  , y— P'=a'(x— a'). 

Indi  si  congiungano  i punti  A , B'  e A',  B , si  che 
Bisogna  dapprima  cercare  le  coordinate  di  questi  punti  , 
che  facilmente  si  ottengono  facendo  successivamente  x=o 
j^~0  nelle  equazioni  precedenti,  e si  troverà 

pel  punto  A ascissa  x=— ^ , ordinata  y=o, 

pel  punto  A'  ascissa  x=  ■ , ordinata  y—o, 

pel  punto  B ascissa  xr=o,  ordinata  y=?—a», 
pel  punto  B'  ascissa  x=o,  ordinata  y=? — a'*; 
e le  equazioni  delle  due  rette  BA',  B'A  saranno  rispelli- 
vamente  (12,  327j 

(2)  (a'x+p-a'a),  (ax-\-?—aa). 

Or  se  M è uno  dei  punti  del  luogo  cercato  le  coor- 
dinate 2 ed  u dovranno  soddisfare  queste  equazioni,  e però 
si  avrà  > 

(3)  . «=^  (at+p-au). 

'Queste  equazioni  servono  a determinare  le  coordina- 
te del  punto  M tutte  le  volte  che  sonosi  assegnate  le  due 
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seganti  PA,  PA',  e per  ogni  coppia  di  seganti  si  determi- 
nerà un  punto  come  M a queste  seganti  corrispondente;  si 
che  se  si  trattasse  di  conoscere  il  punto  M corrispondente 
ad  una  sola  data  coppia  di  seganti,  la  questione  sarebbe  de- 
terminata, e le  equazioni  (3)  ne  darebbero  la  soluzione;  ma 
se  si  volessero  comprendere  in  una  sola  espressione  i varii 
punti  corrispondenti  alle  varie  coppie,  converrebbe  rendere 
quelle  equazioni  indipendenti  da  a ed  a',  che  sono  le  so- 
le quantità  che  determinano  la  posizione  di  dette  seganti. 
Anzi  se  la  questione  è possibile  in  questo  senso,  dalle  ,c- 
quazioni  (3)  si  deve  ottenere  una  equazione  sola  tra  le 
variabili  / ed  u,  e le  quantità  che  sono  indipendenti  dal- 
la posizione  delle  due  seganti.  Or  col  fatto  ciò  ha  luogo; 
poiché,  facendo  prima  sparirei  denominativi  e poi  sottraen- 
do le  dette  equazioni , otticnsi  1'  altra 

(*)  au=—pt, 

nella  quale  non  si  ravvisano  che  le  coordinate  < ed  u c 
le  quantità  a e p che  di[>endono  dalla  posizione  del  pun- 
to dato  P.  Essa  come  vedesi  rappresenta  una  retta  che 
passa  per  1’  origine  , ossia  pel  punto  d’  intersezione  delle  > 
due  rette  date,  e passa  per  un  punto  che  ha  per  coordi- 
nate ( — «,  P),  laonde» 

Composizione  del  problema. 

Si  conducano  dal  punto  dato  P la  PC  parallela 
ad  una  delle  rette  date,  e sia  Oy,  indi  si  prenda  OC 
=OC  e coi  lati  CP,  CC  si  compia  il  parallelogrammo 
PC'\  si  congiunga  in  fine  il  punto  O col  vertice  D , e 
sarà  OD  il  luogo  geometrico  dimandato. 

350.  Questo  luogo  geometrico  si  chiama  la  polat'e 
del  punto  P rispetto  al  sistema  di  rette  Oz,  Oy.  E osser- 
vando che  se  si  faccian  variare  in  proporzione  le  due  quan- 
tità a e il  che  vuol  dire  che  il  punto  P si  fa  passare 
per  tutti  i punti  della  OP  , l’equazione  (4)  rimane  inal- 
terata; ne  segue  che  tutti  i punti  della  retta  AP  hanno 
la  stessa  polare  OD.  La  recìproca  è anche  vera. 

a 

351.  Il  coefficiente  angolare  della  (4)  essendo  (8, 
249)  il  rapporto  de’  seni  degli  angoli  DOx  , DOy  , e nel 
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, p PC  senPOC  scnPO*  , 

tempo  stesso  essendo— =—= — 77^= — sjr-*  avremo  la 
“CO  sentPO  senPOy 

relazione  seguente 

senDOz  senPOz  . AN  AP 

TmDÒT^'  ' BN=BP  (>■ 

vale  a dire  che  le  quattro  rette  Ox , OD , Oy  , OP  divi- 
dono la  segante  FA  in  modo  che  le  distanze  di  due  pun- 
ti d’  intersezione  A e B al  terzo  N sono  nella  stessa  ra- 
gione delie  distanze  de’  medesimi  due  punti  A e B al 
quarto  P;  questa  divisione  d'una  retta  si  chiama  divisione 
armonica  (**).  I punti  A,  B si  chiamano  coniugati  armoni- 
nici  rispetto  alla  retta  PN,  al  pari  de’ punti  N e P che  so- 
no coniugati  rispetto  alla  AB.  Le  quattro  rette  Ox,  OD, 
Oy,  OP  che  dividono  una  segante  qualunque  armonica- 
mente si  dicon  formare  un  fascio  armonico. 

Posto  ciò  si  puh  dire  ancora  che  la  polare  OD  del 
punto  P rispetto  al  sistema  di  rette  Ox  , Oy  h il  luogo 
geometrico  de’  punti  coniugati  armonici  di  P rispetto  ai 
due  estremi  A e B di  ciascuna  segante. 

352.  PaoBLEinA  V.  Trovare  il  luogo  geometrico  di 
egual  potenza  (**')  rispetto  a due  cerchi  dati. 

Prendasi  per  origine  delle  coordinale  il  centro  di  una 
delle  circonferenze , per  asse  delle  ascisse  la  congiungeirte 
i centri , e per  asse  delle  ordinate  la  corrispondente  j^r- 


(*)  Io  effetti  dalla  prima  eguaglianza  si  ha  successivamente 

senDUx  senDOy  ONsenDOx ONseoDOy  . 

aeiiPOz  senPOy’  OPseoPOx  OPsenPOy  ’ 

OA. ONsenDOx  OB.ONseoDOy 
OA.OP8enPOx""OB.OPsenPOy  ’ 

or  i termini  di  queste  ultime  due  frazioni  sono  rispettivamente  i doppi!  ^ 
de' triangoli  AON,  AOP,  BON,  BOP,  e questi  essendo  della  stessa  altezza 

stanno  tra  loro  come  le  rispettive  basi , quindi  si  avrà  > ovvero 

AN_AP 
BN”  BP* 

(")  Rocco  — - Stzioni  coniche,  pag.  83. 

(**’)  Chiamasi , secondo  il  prof.  Steiner  potenza  d*  un  punto  rispetto 
ad  un  cerchio  il  prodotto  de' due  segmenti  della  retta  menata  per  quel  pun- 
to e che  va  a terminare  alla  circonferenza.  È facile  dimostrare  che  questo 
prodotto  è sempre  uguale  al  quadrato  della  distanza  di  esso  punto  al  cen- 
tro meno  il  quadrato  del  raggio.  ( Amiot  — Leeone  nouvelltt  de  giomitri*; 
chsp.  IV,  liv.  III.  ) 


by  C':«ìg|l 


ilUUSl  A DOl  COOBOnUTE 


297 


pendicolare.  Si  chiamino  r,  r*  i centri  de’  due  cerchi,  » la 
distanza  de'  loro  centri  , e < , u le  coordmate  d’  uno  qua- 
lunque de’  punti  del  chiesto  luogo  geometrico  ; saranno 
cosi 

(<—«)•+«•— r" 

le  potenze  di  quel  punto  rispetto  al  cerchio  (r)  e al  cer- 
chio (r'),  e poiché  devono  essere  eguali,  avremo 

f-fW— r*=(<— »)•  -f  «•— r'% 
e quindi  sviluppando  e riducendo  si  otterrà  ' 

, . — r’  +g»  (r+r>)(r— 

a,  ■“  a.  * 

Laonde  il  luogo  dimandato  è una  retta  perpendicolare 
alla  congiungente  i centri  dt^  cerchi  dati.  Questo  luogo 
geometrico  si  appella  asse  radicale  de’  due-  cerchi. 

Quando  si  suppone  , oppure  »=r—r',  cioè 

quando  i due  cerchi  sono  tangenti  esternamente  o pure 
internamente , si  ha  t=r,  ciot  1*  asse  radicale  in  questo 
caso  è la  tangente  comune. 

353.  PaoBLEBiA  VI.  Date  dut  rette  AB,  AC  che  s'in- 
contrano (fig.  55)  ed  un  punto  D sulla  AC,  trovare 
sull’  altra  AB  un  punto  M tale,  che  menando  MN  per- 
pendicolare ad  AC,  risulti  MN=ND. 

È chiaro  che  se  il  punto  M fosse  conosciuto,  sarebbe 
risoluto  il  problema.  Noi  dunque,  seguendo  la  regola  del 
n.°  340 , prenderemo  per  incognite  le  coordinale  Z ed  u 
del  punto  M rispetto  ad  un  dato  sistema  dì  assi  Ox , Oy. 
Inoltre  dinotando  con  a e ^ quelle  0£,D£  del  punto  D,  e con 

(1)  Sf=ax-|-5  (8)  y=n'af-j-6' 

le  equazioni  delle  rette  AB  ed  AG  che  son  pur  date,  e- 
sprimeremo  in  primo  luogo  che  il  punto  M deve  trovarsi 
sulla  AB  , scrivendo  (n.”  265) 

(3)  u=at-\-b, 

4 

Inoltre , per  verificare  se  efi’ettivamente  questo  punto 
è il  cercato , bisognerà  condurre  da  M la  perpendicolare 
sopra  AG,  e ciò  si  ottiene  esprimendo  algebricamente  l’e- 
quazione di  questa  perpendicolare , la  quale  dovendo  pas- 
sare pel  punto  (Z,  u)  ed  esser  perpendicolare  alla  retta 


< 
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espressa  dall'  equazione  (2),  avrà  per  equazione  , secondo 
la  formola  (44,  338) 


(^) 


y-u= 


l+a'cos0^ 
o'-|-cos«  ‘ 


x—t)  , 


ove  0 rappresenta  al  solilo  l’ angolo  degli  assi.  Dopo  di  ciò 
dovrebbesi  vedere  se  la  lunghezza  di  questa  perpendicolare 
MN  dal  punto  M sino  alla  AC  eguagli  la  ND:  converrà  quindi 
trovare  le  espressioni  di  queste  ultime  due  rette  ed  ugua- 
gliarle, per  aver  l’ equazione  del  problema.  Or  l' espressione 
della  MN  si  ha  subito  dalla  formola  (50,  233)  applicata  al 
punto  M che  ha  per  coordinate  t ed  u,  ed  alle  retta  AG, 
che  ha  per  equazione  la  (2),  e si  avrà 

' ^ a'’q-2a'cos6-|-l 


Per  aver  poi  PespressioBe  della  DN,  basterà  calcolarsi 
la  sola  ascissa  del  punto  N,  perchè  sapendosi  quella  di  D 
che  è ff  si  avrà  subito  la  detta  espressione  mercè  la  for- 
mola (14,  329).  Ora  il  punto  N essendo  l'interseziode 
delle  due  rette  MN , AC,  le  cui  equazioni  sono  ri.spetti- 
vamente  la  (4)  e la  (2),  se  ne  avrà  l’ ascissa  eliminando 
y tra  le  dette  equazioni , e si  troverà  per  espressione  di 
quest’  ascissa 

• _(« — 6)(a'-}-cosd)-f(l-f-n'cos6)t 

* a'*-|-2rt'cosfl-l-l 

e dopo  di  ciò  si  trovert 

o(fl'*-|-2a  'cosf-|-l  )-(a^-f-cos6)(a— ò')-(  1 -f-a  'cof.d)t 

(6)DN=  + Y a"  j-2a'co.s6-hl  ’ 

e finalmente,  eguagliando  la  (5)  e (6),  s’avrà  l’equazio- 
ne, che  risolve  il  problema, 

C^)  "ìiiii—a't — i')sen0i=+[a(a'*-|-2a'cos0-|-l) 

— (a'-f-cosO)  (a — ò')— (l-|-a'coso)/]. 

Prima  di  passa'e  ad  ulteriori  operazioni  è da  riflettersi 
che,  comunque  ciascuno  de’ membri  di  quest'  equazione  ab- 
bia il  doppio  segno,  questo  però  non  può  sopprimersi  in 
entrambi.  £d  in  effetti,  perchè  le  distanze  MN,  DN  sieno 
considerate  in  valore  assoluto , come  altrove  si  è detto 
(n.°  330),  è necessario  ritenere  il  seguo  o il  segno — , 
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secondo  che  i numeratori  delle  (5)  e (6),  ovvero  i polino- 
mii  che  vengon  dopo  il  segno  ih  ne’  due  membri  della 

(7)  risultan  positivi  o negativi.  Possiamo  però  sopprimere 

il  doppio  segno  ad  uno  solo  de'  due  membri , lasciandolo 
nell’  altro,  poiché  le  quattro  combinazioni  che  si  avrebbero 
prendendo  a due  a due  i quattro  segni  de’  due  membri, 
si  riducon  sempre  a due  distinte , col  cambiare  il  segno 
a tutta  l’equazione,  o,  ciò  che  vale  lo  stesso,  coll’ inverti- 
re 1’  ordine  de’  membri.  • 

354.  Pertanto  riterrecio  la  (7)  scritta. còsi: 

(8)  («-»«'  t — A')sen6=±[*(a'*-|-2a'cos6-7-l  J 

— (a  cosfl)(u — ì>  ')— ( 1 -{-  rt  'cos0(t] 

c per  determinare  il  punto  richiesto , cercheremo  di  co- 
struire questo  luogo  geometrico  (8),  e l’ altro  (3),  giusta 
il  principio  spiegato  nel  n.°  342.  Or  la  (3)  rappresenta 
la  stessa  AB,  come  doveva  essere,  perché  il  punto  M de- 
vesi  trovare  su  questa  retta;  e la  (8)  rappresenta  pari- 
mente un’  altra  retta,  che  per  costruirla  rifletteremo  , che 
trattandosi  di  determinar  solo  due  punti  di  essa , c che 
ciascuno  di  questi  punti  é conosciuto,  quando  si  conosces- 
sero due  rette  che  vi  passano,  basterà  cercare  queste  ret- 
te ; or  le  equazioni  di  tali  rette  si  traggono  dalle  stes- 
se (8),  stabilendo  una  relazione  tra  le  variabili  t ed  u , e 
combinandola  c >n  la  stessa  (8):  cosi  ponendo 

u — a't — b'-^o,  ovvero  (9)  u=a‘i-\-b' 

la  (8),  mercé  questa  relazione,  si  ridurrà,  fatte  le  dovute 
riduzioni  a > 

(10)  t=»; 

dunque,  secondo  il  principio  del  n.”  311,  le  tre  rette  (8), 

(9) ,  (10)  hanno  un  punto  comune,  e però  determinando 
quello  comune  alle  (9)  e (10)  avremo  determinato  nel  tempo 
stesso  un  punto  della  (8).  Ma  1’  equazione  (9)  essendo  i- 
dentica  alla  (2,  353)  rappresenta  la  stessa  AC,  e la  (10) 
rappresenta  la  DE  (3°,  251),  dunque  il  punto  d’incontro 
D di  queste  due  rette  , e che  é lo  stesso  punto  dato  , é 
eziandio  un  punto  della  (8). 

Parimente  , ponendo  in  quell’  equazione  (8) 

{a  '-f-  co80X«  — A')=— (a'cosO  -f- 1 )<, 


Digitized  by  Google 


300 


rms  SECOBDA 


ovvero 


(11) 

si  otterrà 

(12) 


a'+cos9 


u=a'<+6'±- 


(g**  •f2o'co»9-f  l)g, 
scd9 


e costruendo  ijuesle  due  rette  (11)  e (12)  avremo  nel  loro 
punto  d'intersezione  un  altro  punto  della  (8).  La  (11) 
rappresenta  una  retta  perpend^lare  alla  AC  (44  , 338), 
ed  incontra  l’asse  delle  ordinate  nello  stesso  punto  F , 
essendo  l’ordinata  b'  all' origine  quella  stessa  di  AC;  me- ■ 
nando  dunque  la  FG  perpendicolare  ad  AC  avremo  in 
questa  perpendicolare  rappresentata  la  retta  (11).  La  (12) 
poi  rappresenta  una  retta  parallela  alla  stessa  AC  (n.°  332, 
caso  2.°),  ed  incontra  l' asse  delle  ordinate  ad  una  di- 
stanza 


(13) 


(a**  4-2o'cos9+1)«_ 
*“  ien9  ’ 


la  prima  delle  due  parti  di  che  à composta  quest'ordinata 
all’  origine  è conosciuta,  ed  è la  stessa  OF=A';  resta  perciò 
a costruirne  la  seconda  per  poi  aggiungerla  oppure  sottrarla 
da  OF.  Si  osservi  per  ciò  che  , giusta  la  seconda  formola 
(16,  331)  1'  espressione  «y  o'*-)-2a'cos6-f-l  rappresenta  la 
parte  FD,  sia  che  si  consideri  « positivo  o negativo,  cioè 
sia  che  il  punto  D cada  a dritta  o pure  a sinistra  dell’as- 
se Oy  ; quindi 


(141  (a'*+2fl'cos(}-l-l)* ya'* -|-2a'cosfl-|-l 

seni  ^ send  ’ 

a 

ma  dinotando  con  X l’angolo  DHx  si  ha  in  virtù  della  se- 
conda formola  (30,  335)  e della  (8  , 240) 

V «'*-|-2a'cos0-f-l  sen(d-X) 


dunque,  sostituendo  in  (14)  si  avrà 

(a'*-4-a'cos0-|-l)« FD 

sead  sen(6 — X) 

Or  se  pel  ppnto  F si  meni  FL  perpendicolare  ad  Oy  sarà 
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DFL=90° — (0— X)  ed — rr— rr= ma  quest' ultima 

' ' sen(9 — X)  cosDFL’  ’ 

espressione  rappresenta  (teo.  3°,  101)  l’ ipotenusa  d’un  trian* 
golo  rettangolo  avente  per  cateto  FD  e per  angolo  obbliquo 
adiacente  DFL,  dunque  menando  DL  perpendicolare  ad 
AC  sarà  FL  l' ipotenusa  indiscorso,  e rappresenterà  appunto  * 
la  seconda  parte  deli'  ordinata  (13).  Pertanto  prendendo 
FL'=FL*=FL,  e menando  L'G  , L"G'  parallele  ad  AC, 
saranno  G e G'  un  altro  punto  della  retta  (8),  la  quale 
dovendo  passare  ancora  per  D,  essa  potrà  essere  o la  GO, 
o la  G'D;  delle  quali  posizioni  la  prima  incontra  AB  in 
M,  e la  seconda  in  M'.  Ciascuno  di  questi  punti  dunque 
risolverà  egualmente  il  problema,  e da  tutto  ciò  se  ne  ri- 
cava le  seguente 

COHPOSIZIONB  DEL  PBOBLEHA. 

Menate  comunque  due  rette  Ox,  Oy  che  si  taglino., 
si  conducano  dal  punto  F la  GG'  perpendicolare  ad 
jiC,  e la  FL  perpendicolare  ad  Oy:  dal  punto  D si 
conduca  ad  AC  la  perpendicolare  DL,  che  si  prolunghi 
Jino  ad  incontrare  in  L la  FL  ; si  prenda  FL'=FL* 
—FL,  e pe'  punti  L‘,  L*  si  menino  le  L'G,  UG'  parai- 
tele  ad  AC\  in  fine  congiungasi  D con  G e G‘,  ed  il 
punto  M,  ove  la  GD , oppure  il  punto  M',  ove  la  G 'D 
incontrario  la  AB  sarà  il  punto  cercato. 

353.  Dopo  di  avere  risoluto  questo  problema  nell’  i- 
potesi  la  più  generale  intorno  alla  posizione  degli  affsi,  ed 
aver  mostrato  che  delle  formole,  in  apparenza  assai  com- 
plicate , quando  ben  si  conoscono  i principi  del  metodo 
delle  coordinate,  risultano  d’una  facile  determinazione  o 
costruzione  geometrica  ; passiamo  ora  a fare  talune  rifles- 
sioni le  quali  ci  condurranno  a semplicissime  composizioni 
del  problema  proposto. 

£ dapprima,  polendo  gli  assi  esser  presi  comunque, 
supporremo  che  essi  sieno  la  stessa  retta  data  AG  (flg.  57) 
e la  Ay  ad  essa  perpendicolare.  In  questo  caso,  osservando 
l.°  che  i punti  F ed  O (flg.  56)  della  costruzione  prece- 
dente sono  qui  riuniti  nell’  unico  punto  A;  2.°  che  la  FL 
perpendicolare  ad  Oy  (iìg.  56  ) è qui  la  stessa  retta  AG 
(fig.  57);  3.°  e che,  perciò,  la  perpendicolare  OL  è nul- 
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la  , e r ipotenusa  FL  (fìg.  56)  riducesi  alla  stessa'  AD 
(fig.  57),  nc  consegue  immediatamente  la  seguente 

COMPOSIZIONE  DEL  PROBLEMA. 

Dai  punto  A e sulla  AC  ove  trovasi  il  punto  dato 
s' innalzi  la  perpendicolare  A/,  e presa  AD'— AD'=iAD 
congiun^ansi  D'  e Z>“  con  D\  i punti  M,  M'  ove  le  con- 
giungenti  DD\  DD'  incontrano  t altra  retta  data  AB, 
saranno  egualmente  il  punto  cercato. 

556.  Se  poi  si  rifletta  che  la  retta  DM  (fig. 56)  ha  per 
equazione  (12,  327) 


si  troverà  che  l'angolo  X formato  da  questa  retta  e dalla 
AG,  che  ha  per  equazione  yz=a'x-\-b' , ha  per  tangente 
(X„  263) 


tanX= 


(tt — 13 — o’<+a)sen8 
(l+o'cos8)(l — «)+(o'+cos6){«i — p) 


ma  come,  essendo  « e p le  coordinate  del  punto  D , deve 
essere  /3=a«-|-A',  la  precedente  espressione  diverrà 

tanXzi=_ ^OseiiO 

(a'  *+2a'cos64- 1)“— (o*+<^Ob6)(u — 6) — (1  -f-«'co.s6)t’ 


e paragonando  questa  formola  con  la  (8,  354)  se  ne  trae 
tanX=+l,  e quindi  X=45°,  X=135.'’  Il  primo  di  questi  ri- 
sultaraenti  si  rapporta  all’  angolo  acuto  M'DC,  e il  secondo 
all’  angolo  ottuso  MDC,  e 1'  uno  e l’altro  indicano  la  se- 
guente semplicissima 


COMPOSIZIONE  BEL  PROBLEMA. 


Si  conducano  pel  punto  dato  D due  rette  DM , 
DM'  che  formino  dall"  una  parte  e dall’  altra  del  pun- 
to D , i due  angoli  MD'C  , MDA  ciascuno  metà  d un 
retto-,  il  punto  AI  o Al'  sarà  il  dimandato. 

357.  Avremmo  potuto  giungere  direttamente  a que- 
ste due  seconde  composizioni  del  problèma  ; ma  abbiam 
voluto  espressamente  seguire  il  cammino  tenuto  , àfiine  di 
mostrare  come,  messo  una  volta  in  equazione  il  problema, 
nel  caso  il  più  generale,  si  possa  da  questa  prima  posizio- 
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ne  passare  ad  altre,  sia  immediatamente  , sia  in  TÌrlu  di 
altre  relazioni  , che  le  stesse  formolo  d’ analisi  ci  forni- 
scono. 


CAPO  SECONDO 

proprietà’  delle  curve  del  secondo  grado  , 

0 SEZIONI  CONICHE. 

ARTICOLO  I. 

Riduzione  deW  equazione  generale  di  queste  curve  a forma 
più  semplice. 

358.  Nel  problema  II  ( n.”  275  ) abbiam  discussele 
varie  specie  di  curve  del  secondo  grado , e nel  tempo  stes- 
so dalla  loro  equazione  ne  abbiamo  talune  proprietà  gene- 
rali dedotte.  Volendo  ora  continuare  la  ricerca  di  altre 
proprietà,  cercheremo  dapprima  ridurre  la  loro  equazio- 
ne generale 

(1)  Ay‘-fBayfGr*-f-Dy-fEx-|-F=o 

a forma  più  semplice,  a fine  di  rendere  anche  i ragiona- 
menti meno  irtralciati.  E poiché  qui  non  Si  tratta  d' una 
curva  individuata  , ma  di  tutto  quanto  un  genere  , potre- 
mo ( n.“  301  ) supporre  la  (I)  riferita  da  principio  a quel 
sistema  di  coordinate  che  più  ci  piaccia  , il  che  facendo 
non  può  condurre  a conseguenze  illegittime  ; essendo  le 
proprietà  d’una  curva  indipendenti  da  qualunque  sistema 
o genere  di  coordinate. 

Pertanto,  supponendo  che  il  primitivo  sistema  di  coor- 
dinate sia  il  rettangolare  , osserveremo  in  primo  luogo  , 
che  la  (1),  senza. perder  nulla  della  sua  generalità  può  in- 
tendersi ridotta  alla  forma  ( 20 , 275  ) 

(2)  jr  '=±4^  nuc'+inx+p. 

Ma  ò chiaro  ancora  potersi  legittimamente  supporre  le  a- 
scisse  di  tutti  i punti  della  curva  aumentate  o diminuite 
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d’una  quantità  costante,  poiché  ciò  vale  soltanto  a tra- 
^ sportar  la  curva  parallelamente  aU'  asse  delle  ordinale. 

Dietro  questa  considerazione  se  poniamo  x=x'-\-»  nel- 
la (2)  la  nuova  equazione  che  ottiensi 

(3)  y 

sarà  pure  generale  quanto  la  stessa  proposta  (1)  ; e co- 
munque questa  (3)  sia  in  apparenza  più  numerosa  di  ter- 
mini che  non  sia  la  stessa  (2),  pure,  riflettendo  che  la  quan- 
tità » può  essere  scelta  a nostro  arbitrio  , potremo  deter- 
mitiare  questa  costante  in  modo  che  sia 

(4)  tun-^-n=o  oppure  (4)'  mx‘-\-2na+p=o  , 

e in  tal  modo , secondo  la  prima  ipotesi  la  (3)  ridu- 
cesi  ad 

(^)  y'~—ìiiy^  mx^-+q, 

rappresentando  q ciò  che  diviene  il  trinomio  mx'-|-2n»-l-p  , 
quando  in  luogo  di  » pongasi  il  suo  valore  tratto  dalla  (4); 
e secondo  1*  altra  ipotesi  (4)'  la  (3)  assume  la  forma 

(6)  y -±^V  mx>‘+2n'x, 

dinotando  n'  quel  che  diviene  il  binomio  ain-f-n  , quan- 
do in  luogo  di  « si  ponga  il  suo  valore  tratto  dalla  (4)'. 

Posto  ciò  dalla  (4)  si  vede  che  » assume  valor  fi- 
nito finché  m>o  oppure  m<o,  cioè  nel  caso  dell' ellisse  e 
in  quello  dell'  iperbole  ; ma  rimane  escluso  il  caso  di  m=o 
che  é quello  della  parabola  ; s'i  che  1’  equazione  (5) , alla 
quale  potrebbe  ridursi  la  proposta  , non  è generale  quanto 
questa.  L’  equazione  (4)'  poi  darà  due  valori  per  « i qua- 
li (*)  saranno  reali  se  i»<o  ed  »ip-|-n*>o,  oppure  se  m>o 
ed  mp — n*>o  , ed  in  questi  casi  la  proposta  curva  rap- 
presenta un'  ellisse  , oppure  un  iperbole  ( n.‘  276,  279)  ; e 
quando  ro=o  saranno  uno  infinito  e 1'  àlt^o  della  forma  fi- 
nita e determinata ^ ^ tempo  stesso  1'  equazione 

proposta  rappresenta  una  parabola.  Da  ciò  segue  che  1’  e- 

(*}  d’  Aodrea— iAlgthra;  2.*  ediz-,  a.°  184. 
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quazione  (6)  può  servire  egualmente  che  la  (1)  a rap- 
presentare le  medesime  curve  che  rappresenta  quest’  ultima. 
Pertanto  può  conchiudersi  che  se  l’equazione  generale  (1) 
rappresenta  un'  ellisse  o un’  iperbole  può  ridursi  sempre 
alla  forma  più  semplice  (5)  , che  non  è diversa  della  se- 
guente 

(7)  A'y*-|-C'jp*+F'=o; 

e nel  caso  che  rappresenta  una  qualunque  delle  tre  spe- 
cie ellisse , iperbole  , o parabola  può  sempre  ridursi  alla 
forma  (6)  , che  non  è diversa  della  seguente 

(8)  Ay4-CV+E'ar=o  ; 


ed  è da  osservarsi  che  quest’  equazione  , quando  fosse 
£'=o,  ed  A'  e C'  dello  stesso  segno  , non'  potendo  ve- 
rificarsi che  pel  solo  sistema  or=o , y=o  dà  il  punto  che 
contiene  egualmente  la  (1):  come  poi  se  £'=o  ed  A'  e C'  di 


segno  contrario , 


riducendosi  alla  forma 


X,  rap- 


presenta le  due  rette  convergenti  che  anche  la  (1)  com- 
prende. Ma  questa  contiene  ancora  il  sistema  di  due  ret- 
te parallele  (n.*  284)  , che  non  possono  in  modo  alcuno 
esser  comprese  nella  (8).  Ciò  per  altro  non  ci  arresta  dal- 
lo scopo  propostoci,  qual’ è quello  di  studiare  le  proprie- 
tà delle  tre  specie  di  curve  del  secondo  grado  , e queste 
sono  contenute  nella  (8). 

359.  Viste  le  forme  più  semplici  alle  quali  può  ri- 
dursi la  equazione 'generale,  senza  cessare  di  rappresenta- 
re sia  due  sole,  sia  tutte  e tre  le  specie  di  curve  che  in. 
essa  si  contengono,  osserviamo,  che  per  ridursi  alla  forma 
(7)  è d'uopo  fare  sparire  tre  termini  dalla  (1),  quello  cioò 
in  xy , quello  in  y e quello  iu  x;  e similmente  per  ridursi 
alla  forma  (8)  si  dovranno  fare  sparire  tre  termini,  quello 
cioè  in  xy,  quello  in  y,  e il  termine  noto;  oud’  è che  per 
fare  le  indicate  trasformazioni,  possiamo  introdurre  tre  quan- 
tità arbitrarie  , che  saran  poi  , nel  corso  del  calcolo , de- 
terminate in  modo  da  soddisfare  le  condizioni  volute.  Or 
quando  da  un  sistema  di  assi  rettangolari  si  passa  ad  un 
altro  sistema  egualmente  rettangolare  e d’  origine  diversa 
si  adoperano  le  formolo  (8,  319) 


(9)  J=*-l-x'cos({)— y'senif,  y=,:-|-.i'»en9-|-y'cos9, 

3 1 
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e quindi  6«  il  secondo  sistema  suppongasi  non  esser  dato 
di  posizione,  le  tre  quantità  « , /3,  9 resteranno  arbitrarie, 

^ così  die  introducendo  i valori  precedenti  nell'  equazione 
(1)  possiamo  di  quelle  arbitrarie  disporre  in  modo  da  sod- 
disfare alle  condizioni  qui  sopra  accennate  , e nel  tempo 
stesso  la  posizione  del  novello  sistema  rispetto  al  primiti- 
vo sarà  fissata.  • 

360.  Se  si  osserva  inoltre  che  il  cangiamento  d’ori- 
gine , e la  direzione  degli  assi  sono  due  operazioni  indi-, 
jiendenli  1'  una  dall'  altra  , allora  in  luogo  di  fare  ad  un 
tratto  ambe  queste  trasformazioni,  mercè  le  formole  (9), 
potremo  cangiar  prima  1*  origine  e poi  la  direzione,  o re- 
ciprocamente. Seguendo  il  primo  modo  di  trasformazione, 
dovremo  porre  (11,  319)  x=jc'-i~x,  y=y'-}-/3,  nelh  (1),  e 
sopprimendo  gli  apici  alle  variabili  , il  che  non  altera  in 
modo  alcuno  i risultamenti , si  otterrà  la  trasformata 

Ay’ + Bxy -I- Gr’-f- D 'y -I- E'x -f  F'=o, 

ove  i coefficienti  A,  B,  C sono  quegli  stessi  della  (1),  men- 
tre gli  altri  D',  £',  F'  son  funzioni  di  » e e però,  se 
per  determinare  queste  ultime  quantità  poniamo  D'=o,£'=o, 
oppure  D'=o,  F'=o,  ottenemo  nel  tempo  stesso  l’ una  o 
l’ altra  delle  due  seguenti  equazioni 

(10)  Ay’-|-Bxy-|-Gr’-|-F'=o,  Ay*-f-Bxy-f-C*’-|-£'ir=o, 

nella  prima  delle  quali  mancano  già  ì termini  in  a;  ed  in 
y,  e nella  seconda  il  termine  in  y e il  termine  noto. 

Ponendo  ora  y=x'cos9— y'sen^  , y=a;'sen9-|-y'cos9  , 
per  cangiare  la  direzione  degli  assi , la  prima  delie  (10) 
diverrà 

A'y‘-f  B'a-y-K:'j:*+F'=o , 

ove  A',  B',  C'  sono  funzioni  di  9;  laonde,  se  per  ridurre 
quest'equazione  alla  forma  (7,  3.'»8)  si  ponga  B'=o,  avre- 
mo nel  tempo  stesso  l’equazione  che  determina  9.  La  stes- 
sa sostituzione  poi  fatta  nella  seconda  delle  (10)  fa  ricom- 
parire il  termine  in  y,  assumendo  la  forma 

A'y*-)-B'xy-f-C'a:’-|-D"y-|-£"x=o , 
e per  conseguenza  , ancorché  si  volesse  fare  sparire  il  ter- 
mine in  xy  , mercè  la  condizione  B'=o>,  non  si  sarebbe 
mai  alla  voluta  forma  (8,  358). 

Però  seguendo  un  camino  opposto,  si  evita  un  tale 
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inconTeniente,  e quindi  si  può  conchiudere  che  se  l’ equa- 
zione proposta  (1,  358)  rappresenta  un'ellisse  o un’iper- 
bole, si  può  ridurla  alla  forma  più  semplice  (7,  358)  pas- 
sando da  assi  ad  assi  paralleli,  e determinando  le  coordi- 
nate delia  nuova  origine  in  virtù  delle  equazioni  che  si 
ottengono  eguagliando  a zero  i coefficienti  di  x e di  p : 
poi  si  passerà  ad  un  nuovo  sistema  di  assi  rettangolari  , 
della  stessa  origine  dei  primi  , c si  determinerà  la  dire- 
zione di  questi  nuovi  assi , mercè  l'equazione  che  ottiensi 
eguagliando  a zero  il  termine  in  xy. 

Quando  poi  la  proposta  (1,  358)  rappresenta  una  qua- 
lunque delle  tre  specie  di  curve,  si  eseguirà  una  trasfor- 
mazione tutta  al  contrario  della  precedente. 

Premessi  questi  principi,  passeremo  ad  occuparci  nel- 
l'articolo seguente  delle  trasformazioni  qui  innanzi  ac- 
cennate. 

ARTICOLO  IL 

Trasformazione  dell  equazione  generale  del  secondo  grado  a due 
variabili  ad  una  delle  due  forme  A'y'-\-C'x'-^‘E“x=o , 

361.  Trasformazione  1."“  Data  t equazione  genera- 
le  del  secondo  grado  a due  variabili 

(1)  Ay’-j-Bxy-|-Cx*-j-Dy-|-Ex-)-F=o, 
trasformarla  nell’  altra 

(2)  A'i/-|-C'x‘+E"x=:o. 

Supposti  ortogonali  (n.°  358)  gli  assi  primitrvi  ai  quali 
è riferita  la  (1),  dovremo  passare  (n.“  prec.)  da  questi  ad 
altri  parimente  rettangolari  , ponendo  nella  (1) 

(3)  x=x' cosf — y'sen^  , y=x'sen^y'cos9 , 

ove  9 è r angolo  che  il  nuovo  asse  delle  ascisse  forma  con 
quello  delle  ascisse  primitive  : fatta  questa  sostituzione  e 
sopprimendo  gli  apici  si  otterrà  la  trasformata 

(4)  A'y*+B*'*Tl+C'®*+C'y+E'x-|-F=o , 
ove 

ÌA'=Acos’^ — Bsen9Cos$-f-Csen’9, 

C'=i=Asen’9 -f-Bsen^cos^ -1“  Ccos’9, 

B'=(A— C)sen29-f  Bcos29, 

D'=Pcos9— Esen9,  £'=Dseo9-f-£cos9; 
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indi  per  fare  sparire  dalia  (4)  il  termine  in  wy  bisognerà 
porre  ^ 

(A— C)sen2^Bcos29=o,  donde  (6)  tan2^=— ^ , 

e la  (4)  diverrà 

(7)  A'y’+C'x*+D'y+E'a!4-F=o. 

Nel  tempo  stesso  dalla  (6)  si  avrà 

P Q 

(8)  seu2»= — , cos2e—  ■ t 

V CA-C)-+B*  V (A-cy+B* 

e se  si  addizionino  le  prime  due  (5)  e si  sottraggano  , 
arrems 

A'4-C'=A+C,  A'-C'=(A  -C)cos2(f-Bsen2? , 
ovvero  sostituendo  in  quest’  ultima  i valori  (8)  si  otterrà 
A'+C'=A+C,  A'-C'=V^(A— C/+B* 

donde 

a'=Ka-C)-hv  (a~C)*+b*, 

C'=i(A-C)-4y^(A-C/+B‘. 

Similmente,  elevando  a quadrato  le  ultime  due  delle 
(5),  e poi  addizionando  e sottraendo  i risultamenti,  si  tro- 
verà < 

D*+E'*=D*-HE*,  D’*  — E'*=(D*— E‘)cos2(?— DEsen2(f, 
ovvero  sostituendo  per  cos2f  e sen2f  i loro  valori  (8)  in 
quest’  ultima,  si  avrà 

D^'+E'^D’+E-,  (D--E-XA-C)+iBDE  _ 

V (A-C)-+B- 

donde 

( I I ■C>--gXA-C)+aBDEy. 

noi!  ^ /(A-C/+B-,  / 

E'-±('KD-+eWZz£X4^^BDE.; 

\ ^ V" (A— C)‘+B*  / 

362.  Trovate  queste  formole  , passiamo  a fare  le  se- 
guenti osservazioni:  t.**  Il  radicale  che  entra  nelle  formo- 
le (8),  (9),  e (10)  nella  triplice  ipotesi  di  B*— 4AC<o,  B*— 
4AC>o  , B*  — 4AC=o  è sempre  reale , percbè  contiene  la 
somma  di  due  quadrati  j esso  è maggiore  tanto  di  A— G , 
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che  di  B;  quindi  l’ angolo  t è algebricamente,  e trigono- 
metricamente reale,  e tali  per  conseguenza  sono  A',C',D'  ,E', 
viste  le  forinole  (5),  ove  queste  quantità  sono  espresse  ra- 
zionalmente per  mezzo  di  senf  e cosf , che  sono  sempre  re- 
ali ; ma  le  stesse  formole  (9)  mostrano  essere  reali  A'  e 
C',  e in  ordine  a D',  E'  si  può  dimostrarlo  ancora  con 
le  stesse  (10),  poiché  non  si  può  mai  avere 

(A-C)+2BDE 

V (A-G)--l-tì- 


altrimenti,  facendo  svanire  le  frazioni  e i radicali , si  tro- 
verebbe dietro  facili  riduzioni  l’ ineguaglianza  assurda 


/2DE(A— C) 
\ D‘— E* 


+ B 


2."  L’angolo  v avendo  per  limiti  0®,  e 360®,  l’an- 
golo 2v  avrà  per  limiti  0°  e 720® , onde  avviene  clic  gli 
angoli,  compresi  tra  questi  limiti,  e che  possono  ammette- 
re la  stessa  tangente  (6)  saranno  2v,  2v4'1^0®,  2v-f*360°, 
2^+-540°,  e quindi  l'angolo  t può  avere  a neh’ esso  quattro 
Valori,  cioè  t,  H"00®,  ?-^l&0°,  »4-270°;  ma  questi  quat- 
tro angoli  non  determinano  che  un  solo  sistema  rettango- 
lare, poiché  i primi  due  assegnano  due  rette  perpendicola- 
ri, ed  i secondi  due  i prolungamenti  di  queste. 

363.  Solo  quando  A=C,  B=o,  e quindi  B.‘ — 4AC<ov 


A 


la  proposta  (1)  è della  forma 


e 


la  formola  (6)  diviene  mdetcrminata,  per  modo  che  il  si- 
stema de’ nuovi  assi  non  sarà  più  un  solo,  ma  saranno  in- 
finiti. Ma  in  questo  caso  la  (1)  rappresenta  un  circola,  nel- 
r ipotesi  ammessa  che  gli  assi  cioè  sien  rettangolari. 

364.  Possiamo  pertanto  conchiudere  che  il  passag- 
gio dall'  equazione  generale  (l)  alla  forma  (7)  è sem- 
pre possibile,  e questo  passaggio , da  assi  reltangolari 
ad  assi  parimente  rettangolari  , non  può-  farsi  che  in 
un  modo  solo  per  i’  ellisse  , f iperbole  , e la.  parabola , 
ed  in  infinite  guise  pel  circolo. 

365.  Inoltre  se  i coelEcienti  A e € sono  d’  uno.  stes- 
so segno,  che  possiamo  sempre  supporre  essere  il  più, 
giacché  per  verificare  questa  condizione  basta  cambiare  i 
segni  in  tutta  I’  equazione,  se  occorra;  allora  A'  e C',  co- 
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me  risulta  dalle  foratole  (9),  saranno  ambidue  positivi , se 
A+C>V^(A— C)*+B\  ovvero,  sviluppando,  se  B* — 4AC<o, 
cioè  nel  caso  dell'ellisse;  ed  all’opposto  saranno  di  segno 
contrario  quando  B* — 4AC>o  , cioè  nel  caso  dell’  iperbo- 
le ; e quando  sia  A=C  e B=zo,  cioè  nel  caso  speciale  in, 
cui  r ellisse  si  cangia  in  un  circolo,  sarà  A'=C':  come  an- 
cora se  B' — 4AC=:o  , cioè  nel  caso  della  parabola  , allora 
A'=A-f  C,  e C'=o. 

Se  poi  i coefficienti  A e C fossero  di  segno  contrario 
allora  le  (9)  divenendo 

1 l)A'=ì(A-C)-f-5V(A+c7+B‘,  C'=i(A-C)-lV(A+G^fF, 


si  vede  ebe,  essendo  sempre  la  parte  irrazionale  maggiore 
della  razionale  i coefficienti  A.'  e C'  saranno  sempre  di  se- 
gno contrario.  Inoltre  nel  caso  che  contempliamo , il  bino- 
mio B* — 4AC  non  può  essere  ebe  solamente  positivo. 

3G6.  Risulta  da  quest’  ultima  discussione,  che  1’  equa- 
zione (7)  appartenendo  ad  un’  ellisse  avrà  la  forma 

(12)  A'j/’-|-C'x*-|-D'j-|-E'aH-F'=o , 

A'  e C essendo  essenzialmente  positivi;  appartenendo  ad 
un  circolo  sarà  A':=C',  e gli  assi  devono  essere  ortogo- 
nali ; appartenendo  ad  un’  iperbole  avrà  la  forma, 

(13)  A'y‘— C'x’-fD>y-fE'x4-F'=o; 

e finalmente  appartenendo  alla  parabola  avrà  la  forma 

(14)  Ay.fD'y-HE'a:-l-F'=o. 

367.  Si  osservi  ancora  ebe  nel  caso  in  cui  A e C 
avessero  un  medesimo  segno  il  coefficiente  A'  sarà  mag- 
giore di  C',  come  rilevasi  dalle  (9);  mà  se  A e C banpo 


segni  contrarii  può  essere  A'^C', 


come  rilevasi  dalie  stes- 


se (9)  e dalle  (11).  Dunque  nell’equazione  (12)  dell’el- 
lisse è sempre  A'>C',  e nell’ equazione  (13)  dell’iperbole 

può  essere  A'^C'. 

368.  Osserviamo  di  passaggio  che  se  si  passasse  da 
assi  ortogonali  ad  assi  obbìiqui,  restando  l’origine  la  stes- 
sa, allora  nell’equazione  generale 
(Ij  Ay’-f-Bxy-|-CT’-l-Dy-}-Ex-)-F=o 

si  dovrebbe  porre  (6,  319) 

(15)  a:=j;'cob'H-y‘cos+  , y=a:'ien?-)-y'sen'l'  , 
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CKsendo  1*  angolo  cbe  forma  il  nuovo  asse  delle  ordinate 
con  quello  delle  ascisse  primitive.  Fatta  la  sostituzione  si 
troverà  la  trasformata  della  forma 


(16)  AV+B'*y+C'**+D'y+E'a^hr=o, 

essendo 


(17) 


A'=Asen*4rf-Bsen'l'COs++Ccos*>t, 

C'  =iAsen*v4-®s®"^“sH-Ccos’?i 
B '=2(  Asentsen4,-l-CcoSf  cos<|>)-|-Bsen(v4-4')  « 
D'=Dsen.{>4'^°W'i  E'=Oseni^-f-coSf, 


e quindi  se  per  ridurre  la  proposta  alla  forma  Toluta 
A^*-t>CV4>E'x=o,  si  ponga  per  ora 

(18)  S(AsenvsenP-f-CcosfCO»;>)-)-Bseu(f-^|)=o , 
la  (16)  diverrà 

(19)  Ay+C'x*+D'y-f.E'a?+F=o, 

e tra  le  due  quantità  f e ■t’  non  essendovi  che  la  soia  e- 
quazione  (13)  • vi  possono  essere  infiniti  sistemi  di  valori 
per  queste  quantità.  Ma  ciò  che  più  è notevole  ad  osser- 
varsi si  è che,  preso  arbitrariamente  un  valore  per  una  di 
quelle  quantità,  quello  dell’  altra  sarà  sempre  determinalo. 
Supponiamo  , in  eilètti  che  fosse  il  valore  di  quello  che 
è dato  , allora  con  esso  son  dati  ancora  A'  e D'  come  si 
vede  dalla  (17),  e ponendo 

(20)  Asen+=A",  Ccos+=C',  Bsen,{,=B',  Bcos,|,=B'', 

queste  quantità  saranno  pur  note,  eia  tèrza  delle  (17)  svi- 
luppata ed  ordinata  darà  la  formola 


(21) 


tanv=— 


2C'+B' 

2à"+B" 


che  esprime  già  esser  4,  sempre  reale  , nè  darà  che  un 
sistema  unico  di  assi,  sia  B* — 4AC<o,  oppure  B*— 4AC>o, 
ed  anche  quando  A=G  , e B=o  cioè  nel  caso  speciale 
del  circolo;  anzi  in  quest’  ultima  ipotesi  dando  la  formola 

(21)  tanv= — cot'l',  ovvero  tan9tan<H'l^o>  mostra  (49,  337) 
che  i nuovi  assi  non  possono  essere  che  soltanto  ret- 
tangolari. Finalmente  nel  caso  di  B* — 4AC=o , che  è quel- 

B* 

lo  della  parabola  , avendosi  2C=—  , sostituito  questo  va- 

lore  in  (21)  si  troverà  tanv=—  ^ , il  quale  valore  è indi- 

JA 
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pendente  da  e però  restando  A e B d’  un  medesimo  va* 
iore,  l’angolo  f avrà  sempre  un  valore  unico  e lo  stesso, 
qualunque  sia 

Inoltre  traendosi  dalla  (21) 

sen9= 


cos^:_  

Y (2A"+B''/+(2C''+B')‘ 


— (2C“+BQ 

V^(2A"+B"/+;2C"+B7  ’ 
2A"+B" 


portati  questi  valori  nella  seconda  ed  ultima  delle  (17)  , 
sostituiti  ad  A",  C",  B”,  B'  i loro  valori  (20) , e fatte  le 
dovute  riduzioni , tenendo  dippiù  presente  che  per  la  pri- 
ma (17)  Asen*4,-j-Bsen>lcos4,-|-Ccos*if.=A';  si  troverà 


C- 


4AC— B‘ 

(2  Asen4'-|-Bcos4')’  -|-(SlCcos+-|-Bsen4')* 
(2  A E — BD)sen4' — (2CD— BE)cos+ 


Y (2Asen«H-Bcos<J.)’-|-.(2Cco')'sen?-)* 


Questi  valori  sono  sempre  reali  ; e dippiù  la  prima  formo- 
la.  ci  mostra  , che  A'  e C'  saranno  dello  stesso  segno  se 
B* — 4AC<o,  cioè  nel  caso  dell’ ellisse;  sarà  A'=C'  se  A=C, 
B=o,  cioè  nel  caso  del  cìrcolo;  saranno  A'  e C'  di  segno 
contrario  se  B* — 4AC>o  , cioè  nel  caso  dell’  iperbole  ; e 
finalmente  sarà  C'=o  quando  B* — 4AC=o,  cioè  nel  caso 
della  parabola. 

369.  Dunque  T equazione  generale  (1)  si  può  tra- 
sformare ne'  tre  casi  delf  ellisse  , delP  iperbole  , e della 
parabola,  nella  (19),  col  passare  da  un  primitivo  siste- 
ma di  assi  rettangolari  ad  un  secondo  sistema  di  assi 
obbliqui  ; rimanendo  escluso  il  caso  del  circolo,  pel  qua- 
le il  secondo  sistema  dev'  essere  assolutamente  rettango- 
lare come  il  primo. 

370.  Continuando  ora  la  riduzione  della 


(7)  A'./-fCV4-D'y-l-E'x4-F=:o. 

bisognerà  porre  (n.  360)  y=y'-\-^,  e fatte  que. 

ste  sostituzioni  si  avrà  la  trasformata  seguente 

(22)  Ay+C'x*4.D'V+E"x-f-F'=o 

dove 


(23) 


I D"=2A'/3-t-D';  E"=2C'*-|-E'; 
I F"=:A'/3*-}-C‘a’+D'i3+E»a+F; 


Digitized  by  Google 


AKAtlSI  A DDE  COORDIKATE 


3i3 


e quindi  se , per  fare  sparire  il  termine  in  y ed  il  noto  , 
dalla  (22),  si  ponga 

(24)  2A'/3+D'=o,  A'ì3*+C«*H-D'/34.E’»+F=o 

la  (7)  acquisterà  la  forma  voluta 
(2)  A'y*4-C'x‘+E"a^=o 

e per  determinare  » e /3  s' avranno  le  due  equazioni  (24). 

È da  osservarsi  intanto  che  queste  coordinate  « e P, 
come  lo  mostra  la  seconda  delle  dette  (24)  , .soddisfanno 
l’equazione  (7)  della  curva  , e però  la  nuova  origine  sta 
sulla  ' stessa  curva  ed  è sempre  determinabile , calcolando* 
sene  1’  ordinata  mercè  la  prima  delle  (24)  , la  quale  dà 
sempre  valori  reali  e finiti  per  quest'ordinata,  qualunque 
si  fosse  la  specie  della  curva.  Inoltre,  poiché  per  ogni  va- 
lore di  /8,  la  seconda  (24)  dà  due  valori  per  »,  ne  segue 
che  la  nuova  origine  può  avere  due  posizioni  differenti 
sulla  stessa  curva.  Essendo  dunque  assegnabile  il  valore 
di  « ne  segue  che  quello  di  E"  (23),  il  quale  riducesi  ad 
E'  nel  caso  della  parabola , per  la  quale  C'=o,  è ancora 
esso  assegnabile,  vista  la  forma  della  seconda  (23)  che  lo 
determina,  ed  i valori  delle  altre  due  quantità  G'  ed  E' , 
dai  quali  dipende. 

371.  Se  ora  si  osservi  che  l’equazione  (2,  370)  dan- 
do per  ogni  valore  di  x due  valori  eguali  e di  segno  con- 
trario per  la  y,  indica  che  tutte  le  corde  parallele  all’as- 
se delle  ordinate  son  divise  per  metà  da  quello  delle  ascis- 
se, e perciò  quest’asse  è un  diametro  ( n.®  287)  si  potrà, 
dopo  tutto  il  fin' qui  detto,  conchiudere  quanto  segue: 

1. "°  Quando  l’equazione  generale  del  secondo  grado 
rappresenta  un’  ellisse,  un’  iperbole,  o una  parabola  si  può 
ridurla  sempre  alla  forma  più  semplice 

(2)  A'y*-)-C'a:*-fE"x=o, 

e gli  assi  ai  quali  quest*  ultima  equazione  è riferita,  pos- 
sono essere  ad  angolo  qualunque;  l’origine  delle  coordina- 
te è sulla  curva,  e l’asse  delle  ascisse  è un  diametro. 

2. ®  Nel  caso  speciale  del  circolo  , la  detta  equazione 
generale  può  essere  ridotta  ancora  alla  forma  (2)  ma  gli 
assi  debbono  essere  sempre  rettangolari. 

3. ®  Poiché  lasciando  gli  stessi  i valori  de’  coefficienti 
A,  B,  C,  ec.,  e però  lasciando  sempre  la  stessa  curva,  la 
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forinola  (21,  368)  per  ogni  valore  di  4,  ne  determina  uno 
per  ne  discende  il  seguente 

Teorema  I.  Le  curve  del  second*  ordine  ammettono 
infiniti  diametri. 

4.°  Finalmente  , poiché  nel  caso  della  parabola,  qua- 
lunque sia  il  valore  di  >1' , e restando  sempre  la  medesima 
cu^va  , la  (21,  3.68)  dà  sempre  lo  stesso  valore  per  ne 
viene  1’  altro 

Teorema  II.  Tutti  i diametri  della  paràbola  sono 
paralleli. 

372.  Passiamo  ora  alla 

Trasformazioke  2.*  Data  t equazione  generale  del 
secondo  grado 

(1)  Ay’-^Bjcy-{-Cx*-f-Dy-|-E.®-J-F— 0 

trasformarìa  nell  altra 

(25)  A'y‘-|-C'a:*+F'=o. 


Secondo  l’ analisi  del  n.<>  358  questa  trasformazione 
può  farsi  quando  B* — iAC  è diverso  da  zero  , e per  ese- 
guirla bisognerà  , secondo  il  detto  nel  n."  360  , porre  in 
(1)  Fatta  dunque  questa  sostituzione, 

e tolti  gli  apici,  si  avrà  la  trasformata 

(26)  A|;‘-l-Bjry-|-Cx4-D'y-fE'®+F'==o> 

essendo 

f i D'=2A.5-f.B«-f-D,  E'=B/34-2C*-|-E 
I F'=A/3*+B*^4.C«*-fD/3-|-E«+F. 

Quindi  messo 

(28)  2A/H-B*+D=o,  B^+2C*+E=o, 


la  (26)  perde  i termini  in  x ed  y,  e diviene 
(29)  Ay’+Bxy-|-Cx*-f-F=o; 

e dalle  (28)  si  traggono  i valori  di  « e di  /3,  cioè 


(30) 


2AE— BD 
B*— 4AC  ’ 


2CD— BE 
"B*— 4AC' 


Nei  tempo  stesso,  moltiplicando  la  prima  delle  (28) 
per  la  seconda  per  a;  indi  addizionando  i risultamenti,  e 
alla  somma  aggiungendo  il  doppio  delia  terza  (27),  si  troverà 

F'=ì(Di3-fEa)-l-F 
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ovvero,  per  le  (30) 

AE»+CD»-BDE  . ^ 

^ — B*— 4AG 

Pertanto  nell’  ipotesi  ammessa,  cbe  fosse  cioè  B'— 4AG 
diverso  da  zero,  le  formole  (30),  (31]  non  divenendo  giam- 
mai infinite  , e molto  meno  indeterminate  , ne  segue  che 
({uesla  trasformazione  è sempre  possibile. 

373.  Continuando  la  trasformazione  della  (29)  biso- 
gnerà (n.“  360)  porre  in  essa 

*=o/cos9— y'sen^,  yzziat'sent-j-y'cos^: 
fatte  dunque  queste  sostituzioni , e tolti  gii  apici , si  avrà 

(32)  C'**-t-F'=o , 
essendo 

( A'=Acos*» — Bscnvcosv-fCsen’?, 

(33)  • ? C'=Asen*v-(-Bsenvcos^-f-Ccos"?, 

I B'=(A — C}sen2v4-Bcos2v, 

e ponendo 

(34)  (A — C)sen2H-Bcos2^=o, 

per  fare  sparire  dalla  (32)  il  termine  in  xy,  essa  si  ridur- 
rà fìnalmente  alia  forma  voluta 


(35) 

e la  (34)  darà  ’ 

tan2f= — 

(36) 


A'y’-t-C'»‘-fF'=o 


«eng»— 

V ^A-G)*-l-B‘ 

O A— C 

cos2v — 


V (A-C)*-|-B\ 
e mercè  questi  ultimi  valori , e le  prime  due  (33)  si  ri- 
caverà, come  altrove  si  è fatto  (n.°  361) 

,,,,  A'=i(A-f  C)-hV  (A-C)*-1-B*  , 

^ C'=l(A-l-C)-ìV’(A-C)‘-t-B*. 

Ora  le  formole  (36)  (37)  non  cadono  mai  in  assurdo, 
come  si  è dimostrato  nel  n."  362 , dunque  questa  seconda 
trasformazione  è pur  essa  legittima  , e si  può  conchiudere 
che  nel  caso  delt  ellisse  e delP  iperbole  P equazione  gene- 
rale può  ridursi  alla  forma  (35) , riferita  ad  un  determi- 
nalo sistema  di  assi  rettangolari  \ e nel  caso  del  circo- 
lo il  numerò  de'  sistcnù  di  assi  rettangolari^  è infinito. 
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374.  Riflettendo  però  che  sulla  trasformata  (29)  si 
può  applicare  un’  operazione  identica  a quella  fatta  nel 
n.°  369  per  passare  da  assi  rettangolari  ad  assi  obbliqui , 
si  può  più  generalmente  conchiudere  che  F equazione  ge- 
nerale del  secondo  grado,  quando  rappresenti  un'ellis- 
se o un'  iperbole , può  ridursi  sempre  alla  Jorma 

(35)  Ay4-G'x*+F'=o  , 

essendo  quest'  equazione  riferita  ad  un  sistema  di  assi 
obbliqui , il  numero  de'  quali  sistemi  è infinito-,  nel  caso 
particolare  del  circolo,  questi  sistemi  non  possono  esse- 
re che  i rettangolari. 

Si  osservi  inoltre  che  per  valori  eguali  e contrarii  di 
X,  la  y acquista  parimente  due  valori  eguali  e contrarii , 
così  che  preso  (fig.  57)  OP=OQ,  e condotte  le  ordinate 
MP,  NQ,  risulterà  pure  MP=NQ;  laonde  i due  triangoli 
MOP,  NOQ  saranno  eguali,  e sarà  OM=ON  , e 1’  angolo 
MOP=NOQ,  ed  aggiunto  di  comune  l' angolo  NOP  risul- 
terà MOP-f-NOP=NOP-4-NOQ=2relti  , quindi  MN  è una 
retta  e resta  divisa  per  metà  in  O;  questo  punto  dunque 
è un  centro  (n.”  290).  D’  altronde  , come  si  è dimostrato 
nel  n."  371  , ambi  gli  assi  delle  coordinate  sono  diametri 
della  curva  , e poiché  l’ uno  taglia  per  metà  le  corde  pa- 
rallele all’  altro  , sono  essi  diametri  coniugati  (n.°  289). 
Da  ciò  discende  il  seguente 

Teorema  III.  Nell'  ellisse  e nell*  iperbole  vi  sono 
infiniti  sistemi  di  diametri  coniugati  , i quali  passan 
tutti  pel  centro  della  curva. 

375.  E siccome  , da  quanto  si  è dimostrato  nel  n." 
precedente,  non  vi  è che  un  solo  sistema  di  assi  rettango-  • 
lari  rispetto  ai  quali  1'  equazione  (35)  conservi  quella  for- 
ma nel  caso  dell'  ellisse  o dell'  iperbole,  e che  pel  circolo 
questo  numero  di  sistemi  è infinito,  e perchè  pure,  quan- 
do due  diametri  principali  tagliarisi  ad  angolo  retto  , di- 
vengono diametri  principali,  ovvero  assi,  dunque 

Teorema  IV.  NelF  ellisse  e nell'  iperbole  non  vi  è 
che  un  solo  sistema  di  diametri  principali,  ovvero  assi; 
e nel  circolo  ve  n'ha  infiniti. 

Da  ciò  segue  che  se  fosse  dato  uno  de' due  assi,  e lo 
si  dividesse  per  metà,  il  punto  di  mezzo  sarebbe  il  cen< 
tro  della  curva , e la  perpendicolare  a quest'  asse , condot- 
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ta  per  quel  centro,  darebbe  la  direzione  dell'altro  asse. 
Ed  in  generale  dividendo  per  metà  un  qualunque  diametro, 
il  punto  di  divisione  è il  centro  della  curva. 

Si  tenga  da  ultimu  presente  che  nella  (35)  è sem- 
pre A'  dello  stesso  segno  di  C' , e A'>C' , nel  caso  del- 
r ellisse  ; e che  nel  caso  dell’  iperbole  A'  e C'  sono  di 


segno  contrario,  ed  in  valore  assoluto  A'^C'.  Tutto  ciò 


risulta  daUe  (37)  e come  s’ è veduto  ne'num.  365,  366 
e 367. 


articolo  III. 


Equazioni  pedali  delle  curve  di  ucondo  grado. 


376.  Dopo  avere  trovate  le  forme  più  semplici  alle 
quali  può  sempre  ridursi  un’  equazione  generale  dei  secondo 
grado  a due  variabili , passiamo  ora  ad  esporre  le  diverse 
forme  esplicite  sotto  le  quali  le  curve  del  sccond'  ordine  si 
presentano  nelle  varie  applicazioni  dell’ analisi.  £ dapprima 
considereremo  l’ equazione 

(1)  Ay+cv+F'=o, 

la  quale  rappresenta  le  curve  dotate  di  centro  (n.°  374)  el- 
lisse , ed  iperbole,  e nel  caso  in  cui  gli  assi  ai  quali  quel* 
r equazione  è riferita  fossero  ortogonali  , rappresenta  an- 
cora il  circolo. 

377.  Caso  primo.  Ellisse.  In  questo  caso  i coeffi- 
cienti A'  e C'  sono  ambidue  dello  stesso  segno  (n."  375) 
il  quale  può  sempre  intendersi  essere  il  piu  : allora  dun- 
que i due  primi  termini  della  (1)  essendo  essenzialmente 
positivi , non  può  supporsi  F’  parimente  positivo.  L’equa- 
zione dunque  dell’ ellisse  con  segni  espliciti  è in  ultim’analisi 

(2)  Ay-|-C'ar‘=F'. 

Quest’equazione,  rappresentando  x cd  y due  rette,  manca 
d’omogeneità  ; ma  si  può  facilmente  renderla  omogenea  nel 
modo  ebe  qui  segue.  Cerchiamo  in  primo  luogo  i punti 
in  cui  questa  curva  incontra  gli  assi  delle  coordinate  ; e 
però  facendo  successivamente  y=o,  x=o,  avremo 
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prendendo  dunque  ( fig.  58  ) 

' OA=OA'  = y^,  OB=OB'=\/^  , - 

saranno  A,  A',  B,  B'  i punii  cercati.  Rappresentando  ora 
le  due  rette  eguali  OA,  OA'  con  a,  e le  altre  due  pari- 
menti eguali  OB,  OB'  con  A,  avremo 

(3) 

e sostituendo  questi  valori  in  (2)  si  avrà 


(*) 


(5)  . ay+i*x*=a*A*, 

(6)  y=-^V 

Ciascuna  di  queste  equazioni  è omogenea , c rappresenta 
r ellisse  riferita  a due  diametri  coniugati  AA^  BB',  le  cui 
metà  sono  rappresentate  dalle  costanti  a e ò;  e quando 
gli  assi  delle  coordinate  sono  rettangolari,  allora  a e b vi 
dinotano  le  lunghezze  della  metà  degli  assi.  E poiché 
( n.°  375  ) A'>C',  ne  segue  dalle  formule  (3)  che  a>6  ; 
per  questa  ragione  il  diametro  SUz  si  é chiamato  diametro 
maggiore  , o primario , e l’ altro  26  si  è chiamato  dia- 
metro minore , o secondario  : nel  caso  degli  assi  ret- 
tangolari , sarà  2a  1’  asse  maggiore  o primario  c 26  l'asse 
minore  o secondario  , c di  questi  assi  non  ve  n'  ha  che 
solamente  due  ( teor.  IV,  375  ).  1 punti  A, -A'  sono  allora 
i vertici  della  curva.  L’  equazioni  (4),  (5)  e (6)  sono  quelle 
sotto  le  quali  si  suole  comunemente  rappresentare  un'el- 
lisse , e sono  propriamente  le  sue  equazioni  al  centro. 

Dippiù  r ultima  ci  mostra  che  1'.  ordinata  corrispon- 
dente ad  una  data  ascissa  é quarta  proporzionale  in  ordine 
al  semiasse  maggiore,  al  semiasse  minore  e al  cateto  d'un 
triangolo  rettangolo , avente  per  ipotenusa  il  semiasse  mag- 
giore , e per  altro  cateto  l' ascissa  data.  È dunque  facile 
assegnare  graGcamente  quanti  altri  si  voglian  punti  della 
curva. 

378.  Si  è qui  innanzi  osservato  che  a>6  ; ciò  non 
vuol  dire  già  che  se  l'equazione  dell’ ellisse  è data  sotto 
la  forma  (4)  o 1*  altra  (5)  il  coefficiente  di  debba  esser 
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assolutanoente  maggiore  di  quello  di  x*  ; niente  di  tutto 
ciò,  ma,  l'essere  uno  de’ coefTcienti  maggiore  dell'altro 
signi&ca  solo  che  l’  asse  maggiore  della  curva  coincide  in 
direzione  con  quello  degli  assi  coordinati  rispetto  al  quale 
la  coordinata  ha  il  coelSciente  ninore  ; così  le  due  equazioni 

5y*— 3j:’=8  , y*  — 4x*=2 

rappresentano  entrambe  ellissi,  ma  nella  prima  l’asse  mag- 
giore è diretto  secondo  1’  aste  delle  x , e nell’  altra  se- 
condo quello  delle  y. 

Basta  prendere  l’ asse  naggiore  per  quello  delle  x , 
perchè  il  coefficiente  del  quadrato  di  questa  coordinata  fosse 
minore  di  quello  dell’  altra 

379.  Osserviamo  da  ult:mo  che  se  AA'=:2a  (fig.  59) 
è r asse  maggiore , £B'=2&  l’ asse  minore  d’ una  ellisse  , e 

è il  diametro  coniugato  di  AA'  rispetto  ad 
un’altra  ellisse,  queste  due  curve  avranno  la  medesima 
equazione 

y=±^^ a’—x‘ , 

sì  che  ad  una  stessa  ascissa  r=OP  corrisponderanno  le  due 
ordinate  eguali  PM,  (N.  Laonde  se  si  dovesse  costruire  la 
precedente  equazione  rispetto  ai  due  diametri  coniugati 
AA'  , B,B/  , si  condurrehhe  perpendicolarmente  ad  AA'  la 
BOB'=B,B,'  e si  costruirebbe  un’  ellisse  con  i due  as- 
si A A'  \ BB'.  Fatto  ciò  si  menerebbero  parallelamente  a 
B,B/  le  PN,  P'N'  , ec.  rispettivamente  eguali  a PM,  P'M', 
ec.  e la  curva  A'N'B,N”B,'A  sarebbe  la  cercata. 

380.  Se  nella  ( 2,  37T  ) fosse  A'=C',  sarebbe  ancora 
secondo  le  (3,  377)  a=ò , e quindi  una  qualunque  delle 
(*),  (5),  (6)  darebbe 

(7)  y’-Hc‘=«*- 

Or  se  gli  assi  sono  obbliqui , quest’  equazione  rappresenta 
un’  ellisse  riferita  a due  diametri  coniugati  eguali  ; ma 
quando  gli  assi  delle  coordinate  sono  ortogonali  , allora 
la  (7)  rappresenta  un  circolo  ( 14,  254  ) di  raggio  a , e 
col  centro  all’  origine  , dunque  si  può  conchiudere  essere 
il  circolo  un'  ellisse  ad  assi  eguali.  In  questo  caso  , es- 
sendo , come  lo  indica  la  stessa  equazione  (T) 

y=±V'^n? 


7» 

' a 
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r ordinata  corrispondente  td  un'ascissa  x,  ed  essendo 
y=±-  a'  — af* 

I 

r ordinata  dell’  ellisse  corrispondente  alla  stessa  ascissa  x , 
ne  segue , che  le  dette  ordirete  staranno  tra  loro  nel  rap- 
porto di  A:a,  dunque  se  sud' asse  maggiore  d un'  ellisse 
come  diametro  descrivasi  ut  circolo  , e si  prenda  un’a- 
scissa qualunque,  t ordinate  corrispondente  nelt  ellisse 
starà  a quella  corrisponderle  nel  circolo  come  il  semi- 
asse minore  al  semiasse  maggiore. 

381.  Caso  secondo.  IpiaiBOLE.  In  questo  caso  i coef- 
ficienti A'  e C'  sono  di  segno  contrario  ( n.“  375  );  sì  che 
r equazione  dell'  iperbole  con  i segui  espliciti  sarà 

(8)  Ay— C'x'-|-F'=o; 

ma  siccome  qui  nulla  osta  che  il  termine  noto  possa  essere 
negativo , avremo  ancora 

(9)  A'y*— C'a:*— F'=o 

per  equazione  dell’  iperbole.  Consideriamo  per  ora  la  (8), 
e ponendo  in  essa  come  nel  n.“  377 , successivamente 
y=o,  x=o,  avremo  per  determinar^  i punti  d’incontro 
della  curva  con  gli  assi  delle  coordinate 

’ y=^±\JrV^', 

il  primo  di  questi  valori  essendo  reale  si  costruirà  pren- 
dendo ( fig.  60  ) OA=OA'=^^, , e saranno  A ed  A'  i 

punti  in  cui  l’ iperbole  incontra  l’ asse  delle  ascisse  ; il  se- 
condo poi  degli  anzidetti  valori  essendo  immaginario,  vuol 
dire  che  la  curva  non  incontra  1’  asse  delle  ordinate.  In- 
tanto si  è convenuto  dai  geometri  di  prendere  su  que- 
st’asse le  porzioni  OB,  OB'  eguali  al  coelllciente  di  y — ì ; 
e nel  tempo  stesso  chiamare  A.\'  diametro  reale  o tras- 
verso della  curva  , e BB'  diametro  immaginario  , o non 
trasverso.  Quando  gli  assi  delle  coordinate  sono  ortogo-  . 
nali , allora  sarà  AA'  \'  asse  reale  o trasverso  , e BB' 

1*  asse,  immaginario  o non  trasverso  , ed  A ed  A'  saranno 
i vertici  della  curva.  Dippiù  AA',  BB'  saranno  come  nel 
caso  dell’  ellisse  ( n.°  377  ) i due  soli  assi  dell’  iperbole. 

Se  ora  poniamo 
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(10)  OA=OA'='^^a,  OB=OB'=\/Jl=3, 

saranno  a k b \ semidiametri  o i semiassi  delta  curva  , e 
pel  tempo  stesso  si  avrà 


laonde  sostitipti  questi  valori  nella  (9)  essa  assumerà  una 
delle  forme  seguenti 

^2)  ‘ iV=— a*6*, 

(13) 

ed  h appunto  sotto  una  qualunque  di  queste  forme  che  si 
suole  rappresentare  V equazione  al  centro  dell'iperbole. 

382.  Notisi  intanto  che  potendo  essere  C',  minore  o 
maggiore  di  A'  (o.<*  3'75)  , ne  segue  che  anche  a può  es- 
sere maggiore  o minore  di  b. 

• 383.  < Mercè  1’ equazione  (13)  si  possono  assegnare 

quanti  altri  si  voglian  punti  della  curva  ; e vale  anche  qui 
l'  osservazione  fatta  nel  n.°  379  . in  riguardo  a due  ellis- 
si , una  riferita  agli  assi , l’ altra  ai  diametri  , essendo 
questi  eguali  a quelli.  £ però  avendosi  a costruire  un'  i- 
perbole  rispetto  a due  suoi  diametri  coniugati , si  costrui- 
rà prima  supponendo  questi  esser  gli  assi  e poi  s’ incli- 
neranno le  ordinate  d’  un  angolo  eguale  a quello  dato 
de'  diametri. 

384.  Se  nella  (9)  fosse  A'=C',  sarebbe  ancora 

e una  qualunque  delle  tre  equazioni  (11),  (12j  , (13)  dà 
per  equazione  della  curva  in  questo  caso 

(14) 

e r iperbole  rappresentata  da  quest’  equazione  , se  è riferita 
ad  assi  obbliqui , questi  saranno  diametri  coniugati  eguali , 
e. se  è riferita  ad  assi  rettangolari,  saranno  assi  eguali:  in 
questo  caso  1'  iperbole  s' addimanda  equilatera.  < : 

385.  Supponiamo  ora  che  si  trattasse  dell’  equazione 

' ( 10,  308  ).  ’ 

(10)_  . A'y* — -C'a* — F'=o.  •/. 

aa* 


(iO 
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Ponendo  come  sopra  y=o,  x=o,  troveremo 

V r=±\J\, . 


e perciò , supponendo  che  A',C',F'  avessero  qui  gli  stessi 
valori  che  nell’  equazione  ( 9,  360  ),  avremo 
ir 
c' 


OA=OA'='^i;=a, 


OB: 


ma  qui  sarà  AA'  il  diametro  immaginario  , e BB'  il  reale 
o trasverso.  Nel  tempo  stesso  , traendosi  dalle  precedenti 
F'  F' 

eguaglianze  C'=— , , A'=^  i sostituendo  in  (10)  avr«- 
a b • ' ' 

roo  per  equazione  dell’  iperbole  in  questo  caso 
(16) 

(16)  ay 

(17) 


y »•_ 


-ò*x'=a'b\ 

^~-a  V 


Questa  seconda  iperbole  iBi'  ò quella  che  chiamammo  ( n.° 
281  ) coniugata  dalla  prima  hAh'  ; ciò  ha  luogo  appunto 
perchè  son  date  da  due  equazioni  , le  quali  non  difièri* 
scono  che  nel  solo  segno  del  termine  noto.  Ora  vediamo 
dippiù  che  il  diametro  reale  di  una  è immaginario  ri- 
spetto  all’  altra , e reciptvcamente. 

Si  noti  che  il  diametro  reale  dell*  iperbole  può  esser 
quello  delle  ascisse  x o quello  delle  ordinate  y,  senza  che 
tra  ì coefficienti  a*  e è*  de'  quadrati  di  queste  variabili  vi 
fosse  alcuna  relazione  di  grandezza.  11  diametro  reale  sarà 
quello  che  in  direzione  coincide  con  quello  de’  due  assi 
còordinati  , rispetto  ah  quale  la  coordinata  ha  un  coefficiente 
dello  stesso  segno  dei  fermine  noto  . quando  questo  si  ri- 
trova nel  secondo  membro. 

386.  Se  nelle  equazioni  (8)  o (9)  del  n.°  381  sia 
nullo  il  termine  noto  F',  allora  , supiionendo  sempre  avere 
A'  e C'  un  medesimo  valore  in  entrambe  , le  equazioni  (13) 
e (17)  appartenenti  alle  due  iperbole  coniugate,  si  accor- 
dano a dare 


(18) 


y—X.—  X. 
’ a 


Or  quest’  equazione  rappresenta  il  sistema  di  due  rette 
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che  passano  per  l’origine,  e per  le  quali*  si  assegna  fa- 
cilmente un  altro  punto;  poiché  ponendo  nella  (18)  x=a, 
se  ne  trae  subito  y=±l> , e però  condotta  per  A la  pa- 
rallela ad  yj',  e presa  su  di  essa  AD=AD'=ò  , saranno 
D,  D'  due  punti  che  congiunti  con  1’  origine  O determi- 
neranno le  rette  fOP,  gOg'  appartenenti  all'  equazione  (18). 

Paragonando  l’ ordinata  y (18)  di  queste  rette  con 
quella  ( 13,  306  ) della  iperbole  hAh',  o con  quella  ( 17, 
310)  dell’iperbole  coniugata  , si  troverà  come  nel  n.°  282 
che  le  due  rette  iOf',  gOg'  sono  gli  asintoti  comuni  di 
queste  due  iperbole.  Essi,  come  vedesi  passano  pel  centro 
della  curva. 

387.  Volendo  dunque  determinare  gli  asintoti  d’ un’i- 
perbole <10118  quale  sien  dati  di  posizione  due  diametri 
coniugati , dal  vertice  del  diametro  reale  si  condurrà  la 
parallela  al  secondo  , e su  questa  parallela , a partire  dal 
vortice  e ne’ due  sensi  opposti  si  prenderanno  due  porzioni 
eguali  al  semidiametro  immaginario,  gli  estremi  di  queste 
due  porzioni  congiunte  col  centro  della  curva  daranno  la 
posizione  degli  asintoti.  Ed  é chiaro,  secondo  questa  co- 
struzione, che  l’asintoto  cade  secondo  la  diagonale  del  pa- 
rallelogrammo formato  con  i due  semidiametri.  Quando 
questi  sono  i diametri  principali  , ovvero  gli  assi  della 
curva  , il  parallelogrammo  diviene  rettangolo. 

388.  Siccome  in  un' iperbole  v’ha  un’ infiniti  di  dia- 
metri coniugati  ( n.°  374  ),  si  potrebbe  credere  , dietro 
r esposto  nel  n.°  precedente  che  vi  fossero  ancora  infiniti 
asintoti;  ma  è facile  dimostrare  come  essi  non  sieoo  che 
soli  due.  Ed  in  vero , volendo  dimostrare  questa  proprietà 
dell’  iperbole  possiamo  ragionare  sulla  sua  equazione  rife- 
rita ad  un  qualunque  sistema  di  assi  (n.*’3’79);  suppor- 
remo dunque  che  1’  equazione  dell’  iperbole  sia  quella  al 
centro,  e dinotando  con  a e b due  semidiametri  coniu- 
gati qualunque  la  sua  equazione  sarà 

(19)  a'y'^b'3^±a'b'=o, 

ritenendo  il  doppio  segno  per  considerare  insieme  le  due 
iperbole  coniugate. 

Posto  ciò  sia 

(20)  y=px-\-q 

l’equazione  d’ una  retta,  e se  questa  la  supponiamo  essere 
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asintoto  della  curva,  allora  questa  retta  e la  curva  (19) • 
dovranno  ammettere  un  punto  comune,,  situato  a distanza 
infinita  , e perciò  il  rapporto  dell'  ordinata  all’ascissa  della 
retta  (20)  dev’  essere  uguale  a quello  dell'  ordinata  all’  a- 
scissa  deila  curva  (19)  , quando  in  questi  rapporti  si  sup- 
pongono a;  ed  y infiniti  ; anzi  , siccome  non  può  una  di 
(|ueste  quantità  diventare  infinita  senza  che  lo  sia  nel  tempo 
stesso  anche  l’altra,  come  lo  mostran  la  (20)  e la  (19), • 
costi  detti  rapporti . devono  essere  uguali  quando  una  qua- 
lunque di  esse  , e sia  la  x,  assume  un  valore  infinito.  Or 
dalla  (19j  e ^alla  (20)  si. trae  , . 


X a » X ^ ‘ X * 

m 

donde  si  vede  che  nell’ ipotesi  di  a^+oo  , questi  rappor- 
ti riduconsi  rispettivamente  a e p ; ma  devono  essere 

uguali  per  questo  valore  di  x,  dunque  sarà  p=:+— .De-' 

terminata  in  tal  modo  la  costante  p della  retta  (20)  , ri- 
mane a determinare  ancora  1'  altra  q.  Perciò  si  prenda  da 
essa  equazione  il  valore  di  q,  e verrà 

b 

q=y^px=y+-x-, 

ma  quest'  equazione  deve  aver  luogo  ancora  quando  per 
s ed  y si  sostituiscano  le  coordinate  della  curva  (19)  e si 
ponga  x=(X)  , quindi,  prehdendo  dapprima  il  valore  di  y dalla 
(19)  e sostituendolo  ilella  precedente  ‘ equazione , avremo 

quindi  sviluppando  la  potenza  frazionaria  del  binomio  i 
(** — a')  con  la  formoia  di  Newton,  e riducendo,  si  troverà 


ponendo  ora  x=±.<x>  si  otterrà  q=o.  Pertanto  l’equazio-' 
ne  (20)  nel  caso  che  deve  rappresentare  1’  asintoto  dell'  i-< 
perbole  deve  avere  là  forma 

b 
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Ora  ^est’ ec|uazione  appartiene  appunto  alle  due  ret- 
te fCf',  g(^g'  determinate , come  sopra  , rispetto  a’  diame- 
tri AA',BB'.  L'iperbole  dunque  non  può  . ammettere  che 
questi  due  soli  asintoti  , e perciò  la  costruzione  indicata 
nel  n.°  prec.  rispetto  a qualunque  sistema  di  diametri  con- 
iugati si  esegua  , non  può  condurre  che  solamente  ad  essi.' 
Da  ciò  discende  il  seguente 

Teorema  V.  /I  luogo  geometrico  de'  vertici  de’  pa-. 
redlelogrammi  formati  con  due  femidiametri  'coniugati 
deir  iperbole  è V asintoto. 

389.  Passiamo  ora  all’ equazione  • . . > 

(21)  AV+G'ai‘-f.E'x=o,  . ' ‘ 

la  quale  nel  caso  dell'  ellisse,  dovendo  avere  i coefficienti 
A'  e G'  dello  stesso  segno  , conserverà  la  forma  (21)  in 
Ordine  ai  segni  de’ detti  coefficienti  : nel  caso  poi  delPipcr- 
bole  dovendo  essere  A'  e G'  di  segno  contrario  , divetrà' 
particolarmente  • 

(22)  A'v*+GV-f-E'x=o;  . ' ^ * 

e Snalmente  nel  caso  della  parabola  essendo  G'=o,‘ diver- 
rà semplicemente  , 

(23)  Ay-HE'a:=o. 

In  tutti  e tre  questi  casi  1’  asse  delle  ascisse  x coincide  , 
in  direzione,  con'un  diametro  delia  curva  e l’origine  delle 
coordinate  è uno  de' vertici  di  questo  diametro;  per  que- 
sto appunto  le  precedenti  equazioni  si  chiamano  equazioni 
al  vertice  delie  curve  di  secondo  grado. 

390.  Pertanto  cominciando  ad  esaminare  ^ equazione 

(21)  AV-j-CV-|-E'x=o, 

osserveremo  dapprima,  che  essendo  A'  e G'  essenzialmente 
positivi  , se  tale  pure  si  suppone  essere  il  coefficiente  E', 
quest’  equazione  non  può  sussìstere  altrimenti  che  dando 
ad  X valori  solamente  negativi.  &r  c chiaro  die  se  così 
fosse  si  potrebbe  cangiare  il  segno  di  E' , e dando  valori 
positivi  ad  X,  supporre  l’asse  |)Ositivo  delle  ascisse  essere' 
il  negativo;  in  guisa  che  possiamo  invece  della  (21)  con- 
siderare la  seguente 

(22)  - A'v’-pG'x’— E'x=o, 

la  quale  per  gli  stessi  valori  di  A”,  C',  E'  darà  la  stessa 
curva  che  la  (21),  e la  difTerenza  starà  solo  nella  posizio- 
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ne,  talmente  che  se  1’  ellisse  (22)  cade  tutta  dal  lato  del- 
le ascisse  positive  , 1'  altra  (21)  cade  tutta  dal  lato  delle 
ascisse  negative. 

Posto  ciò,  ponendo  y=o  nella  (22),  troveremo  ac=o, 
E' 

per  le  ascisse  de*  punti  in  cui  la  curva  incontra 

l’asse  delle  ascisse;  il  primo  è 1* origine  A (fig.  61),  come 
doveva  essere  , ed  il  secondo  è l’altro  estremo  A'  del  dia- 
metro AA'  delia  curva  , il  quale  dinotandolo  con  2a  sarà 

E' 

dato  dell*  eguaglianza  2a=— , donde  si  trae  E*=:z2nC' , e 
messo  questo  valore  nella  (22),  questa  prenderà  la  forma 
y‘=j'(2ox-x*). 

Se  ora  pel  punto  C medio  del  diametro  AA',  e che 
è nel  tempo  stesso  il  centro  della  curva  (n.”375),  condu- 
ciamo r ordinata  BG  , che  sarà  il  semidiametro  coniugato 
di  AA'  , e la  dinotiamo  con  b , la  precedente  equazione 
dovrà  essere  verificata  dal  sistema  di  valori  x=a,  y=±ò, 

e quindi  avremo  a*,  e — ^ ; laonde  sostituendo 

A Jkf  A 

C' 

nella  precedente  equazione  in  luogo  di  questo  suo  va- 
lore equivalente,  si  avià  finalmente 
(24) 


i* 


y*=-.(2o»-^’), 

che  è l’equazione  dell’ellisse,  quando  F origine  delle 
coordinate  è il  vertice  d un  diametro  , il  quale,  in  di- 
rezione coincide  con  V asse  delle  ascisse  positive,  o pu- 
re con  quello  delle  ascisse  negative,  secondo  che  il  co- 
efficiente  di  X è positivo  o negativo. 

391.  Si  noti  relati)gimente  alla  equazione  (24). 

1 Che  r ascissa  V comincia  dal  valore  zero  e fini- 
sce all*  altro  a:=2a. 

C' 

2.*  Che  secondo  la  relazione  4*=:— a*,  ed  essendo  (n®. 

, 375)  C*>A'  ne  segue  che  (<a  e quindi  potendosi  la  (23) 
scrivere  anche  così: 

2i*  6* 

y’= — X ; X' 

‘ a o 
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U coefiìciente  di  jb*  è minore  di  uno.  Gò  non  vuol  dire  per 
altro  che  in  ogni  caso  debbasi  verificare  questa  condisio- 
ne , ma  solamente  significa  che  il  diametro  maggiore  cade 
secondo  l’ asse  delle  ascisse  x.  Or  quando  1’  ^nazione  pre- 
cedente non  è il  risultamento  d’ una  ricerca , ma  rappre- 
senta l’ equazione  d' una  ellisse  da  noi  as^gnata,  potremo 
sempre  supporre  il  coefficiente  di  x'  esser  <^1,  perchè  ciò 
equivale  prendere  1’  asse  delle  ascisse  x secondo  il  diame- 
tro maggiore  della  curva.  < 

3."  Presi  sulla  curva  due  punti  M , M'  (/7g.  61)  ai 
quali  corrispondano  rispeltivamente  le  coordinate  AP=x  « 
MP=yi  AP'=u:',  MP'=y'  , avremo 

y*=^2ax— X*),  y'*=^(2ax'— 

e quindi 

«•  X*  (2<z— *)x  . mP*  APxA'P 

JL= — ossia  - — • 

y'*  *•  {ia—xf)x>  jjjpi.  AP'XA'P' 


laonde 

Teorema  VI.  NelC  ellisse  i quadrati  delle  ordinale 
rispetto  ad  un  diametro  qualunque  stanno  tra  loro  co- 
me i rettang<Ui  delle  corrispondenti  ascisse  ai  vertici. 
392.  Ckmsiderìaroo  ora  1’  equazione 

(22)  A'y* — C'x’-fE'x=o 


appartenente  all’ iperbole,  e ponendo  in  essa  y=o,  ue  trar- 
remo »=o,  x=-^,  quindi  prendendo  A A'=—  (fig.  62)  sa- 
rà questo  un  diametro  di  cui  A ed  A'  sono  i vertici  , e 
fatto  donde  E'=2aC',  Inequazione  (22)  prenderà 

la  forma  seguente 

y*=^(x‘-2ax); 


or  se  in  questa  equazione  si  ponga  x=rz,  avremo  per  l'or- 
dinata corrispondente  al  punto  medio  del  diametro  AA'  , 

J=±a  quale  risultamento  è immaginario, 

A 

/C' 

come  doveva  essere.  Intanto  se  si  faccia  <* 
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b il  valore  del  semidiametro  imipaginario  e coniugato  di 

ò*  • * * 

a,  e nel  tempo  stesso  si  avrà— =^,  sì  che  la  precedente 

equazione  e quindi  la  (22)  assumerà  la  forma 
(25)  , . 2flx)  , 

thè  è quella  sotto  la  quale  si  rappresenta  l' iperbole,  quan- 
do t origine  è al  vertice  del  diametro  trasverso,  che  in' 
direzione  coincide  confasse  delle  ascisse  x positive.  ’ 

' 393.  In  ordine  all’equazione  precedente  osserveremo 

quanto  qui  segue  : 

1. ^'OLe  i valori  dell' ascissa  x si  estendono  da'x=2a 
sino  ad  x=oo  da  una  parte,  e da  x=o  sino  ad  x= — oe 
daU’ altra.  ’ 

2. "  Se  il  coefficiente  di  x fosse  positivo  allora,  senza 
cambiar  per  nulla  la  forma  della  curva,  si  avrebbe  solo  die 
il  diametro  trasverso  iu  luogo  di  cadere  sull' asse  delle  a> 
scisse  positive  , cadrebbe  su  quello  delle  ascisse  negative. 

3. °  Tra  i semidiametri  a e b non  v’  è alcuna  relazio- 
ne di  grandezza,  in  guisa  che  tutte  le  volte  che  l’iperbo- 
le ha  l' equazione  (25),  sieno  a e 6 qualunque,  il  diametro 
trasverso  coinciderà  in  direzione  con  1’  asse  delle  x. 

4. ''  Prendendo  sull’  iperbole  due  punti  qualunque  M, 
M',  (fìg.  62)  si  concbiuderà,  come  nei  n."  391,  3”,  il  se- 
guente 

Teorema  VII.  Nelf  iperbole  i quadrati  delle  ordi- 
nate rispetto  ad  un  qualunque  diametro  trasverso  stanno 
tra  loro  come  i rettangoli  delle  corrispondenti  ascisse 
ai  vertici. 

, 394.  Finalmente  nel  caso  della  parabola  abbiamo  l’e- 

quazione (23,  389) 

A'y’-f  E'x=o , 

la  quale  per  divenire  omogenea,  convien  porre  E'=2/nA', 
essendo  m una  retta",  e allora  si  avrà 

y'— — 2oto:,  o y'=2mx 

Secondo  che  £'  è positivo  o negativo.  Nel  primo  caso  la 
curva  sarà  tutta  dal  lato  delle  ascisse  negative,  e da  quello 
delle  ascisse  positive  nel  secondo.  Pertanto  possiamo  una 
parabola  data  rappresentarla  sempre  con  1'  equazione 
(^26)  ’ y‘=2mx, 
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perché  qualora  il  coefficiente  di  x s' intendesse  negativo  , 
allora  l’asse  delle  ascisse  positive  sarebbe  quello  delle  a- 
Scisse  negative,  . _ > 

L’ ascissa  x ha  per  limiti  zero  e l’ infinito.  E pren- 
dendo due  punti  M,  M'  sulla  curva  (fig.  63)  e ragionan- 
do come  nel  n.°  391,  3®,  si  conchiuderà  il  seguente 

Teorema  Vili.  Nella  parabola  i quadrati  delle  or- 
dinate rispetto  ad  un  diametro  qualunque  stanno  tra  lo~ 
ro  come  le  corrispondenti  ascisse  al  vertice,  > 

395.  Le  equazioni  (24)  e (25) , la  prima  relatìva  al- 
1*  ellisse , la  seconda  all’  iperbole  » possono  essere  comprese 
nell’  unica  ' • 


. 24* 


ritenendo  che  il  rapporto— ^ sia  negativo  nel  primo  caso 
espositivo  nel  secondo;  ponendo  la  retta— =i» , e l’indi- 
cato rapporto  ^ —n  i possiamo  scriverla  anche  cosi  : 

(27)  j>*=2ni*4-nx* , 

e sotto  questa  forma  comprende  eziandio  la  parabola.  In 
èSetti,  come  si  è innanzi  stabilito 

E'  4‘  C'  . 6*  E' 


o A' 


or  nel  caso  della  parabola  C'=o,  dunque  a=  oo,  ^=n=o, 
e — ovvero  m rimane  di  valore  determinato  =—  , sì  che 

O " 

la  (27)  assume  la  forma  y'-=z2mx,  eh’ è quella  della  parabola. 

Quando  gli  assi  fossero  reftangolari  ed  n= — 1 la 
(27)  riducesi  all’  equazione  d’ un  cerchio. 

396.  In  sostanza  dunque  possiam  conchiudere  quan- 
to segue 

l.“*  La  sola  equazione 
(27)  y*=2mx+«** 


rappresenta  1’  ellisse  se  n<o, 
r iperbole  se  n>o, 
la  parabola  se  n=o, 
il  cerchio  se  n=— i* 
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2.°  Quest’  ultimo  caso  ha  luogo  soltanto  quando  gli  as* 
si  sono  rettangolari  (37 1 , 2°). 

3°  Nel  caso  dell*  ellisse  , quando  1’  asse  delle  ascisse 
X cade  secondo  il  diametro  maggiore,  il  coefficiente  n,  co- 
me si  è visto  nel  n.°  391  , caso  2.°,  in  valore  aKoluto  è 
minore  di  1. 

4. ”  In  tutti  i casi  1*  asse  delle  ascisse  x è un  diame- 
tro della  curva,  Torigine  delle  coordinate  è nei  vertice  di 
questo  diametro,  e 1*  asse  delie  ordinate  jf  è tangente  alla 
curva  in  questo  punto  (n.°  283). 

5. °  Il  coefficiente  delle  x a primo  grado  è una  ret- 
ta che  si  chiama  parametro ^ e l’equazione  (27)  prende 
perciò  il  nome  di  equazione  al  parametro  delle  curve  di 
secondo  grado.  Questo  parametro  si  dice  rispetto  ad  un 
diametro  o rispetto  all’  asse  della  curva  , secondo  che  col 
primo  o col  secondo  coincide  l'asse  delle  ascisse  x nella  (27); 

26*  Vr 

6. “  Nell’  ellisse  e nell’  iperbole  essendo  2m— =— , ne 

consegue  che  il  parametro  della  prima  di  queste  curve  i 
una  terza  proporùonale  in  ordine  al  diametro  maggio- 
re e al  minore,  e quello  della  seconda  e tef'za  proporzio- 
nale in  ordine  al  diametro  reale  e all’  immaginario. 

7. **  Nel  caso  del  circolo  essendo  as=6 , sarà  m=a  , 
cioè  il  parametro  del  circolo  è lo  stesso  raggio  (**). 

397.  L’equazione  (27)  può  scriversi  anche  così: 

y'=xy',  essendo  y'=/ix-|-2m; 

ma  quest’ ultima  equazione  tra  x ed  y'  rappresenta  una  retta, 
che  incontra  l’asse  delle  ascisse  in  un  punto  che  ha  per 

ascissa  x= — — , il  quale  per  conseguenza  , sia  la  curva 
n 

ellisse  o pure  iperbole  ( fig.  61  e 62  ),  è il  vertice  A'  ; e 
parimente  incontra  1’  asse  delle  ordinate  in  un  punto  D,  che 

(*]  Secondo  il  detto  nel  n.*  3là,  i parametri  della  (27)  relativamente 
all’ellisae  e all'iperbole  sono  due,  m cioè  ed  n,  e nella  parabola  il  solo  m. 
Questo  parametro  m è sempre  una  retta  in  tutte  e tre  le  specie  di  curve , 
laddove  n è un  parametro  numerico. 

(**)  In  questo  caso  del  cerchio  e in  quello  della  parabola  il  nome  di  pa- 
rametro dato  nelle  curve  di  secondo  grado  s'accorda  con  quello  stabilito  nel 
n.°  31  è.  E per  fermo  dato  il  raggio  del  cerchio  è dato  il  cerchio,  e con  un 
dato  valore  di  2m  nell'equazione  della  parabola  non  si  può  costruire  che 
una  sola  e individuata  parabola.  . , 
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La  per  ordÌDate  cioè  il  parametro.  Gmdjucttndo  dun- 

que la  retta  A'D  ai  avrà  che,  per  un'  ascissa  qualunque  AP 
l’ordinata  corrispondente  MP  è media  proporzionale  tra  l'a- 
scissa e l’ ordinata  NP  della  A'O.  Questa  retta  , quando  il 
puuto  A'  è uno  dei  vertici  della  curva  , e quindi  AA'  è 
1’  asse  primario  ed  Ay  è la  tangente  all'  altro  vertice  A' , si 
chiama  regolatrice  ; e quindi  nell'  ellisse  e nell'  iperbole 
r ordinata  all'  asse  è media  proporzUmale  tra  l’ ascissa  e 
t ordinata  della  regolatrice.  , 

398.  Da  ultimo  è da  osservarsi  che  se  si  prenda  un 

punto  N (fig.  61)  fuori  della  curva  o un  punto  N'  al  di  « 

dentro,  P ordinata  NP  sarà  nel  primo  caso  maggiore  e nel 
secondo  caso  N'P  sarà  minore  dell'  ordinata  MP  d*  un  pun- 
to M della  curva,  corrispondente  alla  stessa  ascissa  \F=x; 

se  dunque  y è l'ordinata  corrispondente  a questa  ascissa 
e si  abbia 

y* — iM5*>o  il  punto  (ar,  y)  è fuori  della  curva, 
y* — 2#7Mc— iu;*<o  » • » ■ dentro  della  curva, 

y*— 2mar — nx*=o  » ■ a » sulla  curva. 

ARTICOLO  IV. 

Identità  tra  le  curve  di  tecondo  grado,  e le  uzioni  prodotte  da  un 
piano  che  taglia  nn  cono. 

399.  Definitone.  Sia  AA'  (6g.  64)  una  retta,  V un 
punto,  e BMP  la  circonferenza  d’un  circolo:  supponiamo 
che  la  retta  si  muova  in  modo  da  passar  sempre  pel  pun- 
to V e da  appoggiarsi  sulla  circonferenza  BMP  ; con  que- 
sto movimento  continuato  la  retta  AA'  descriverà  una  su- 
perficie inde6nita,  limite  d'un  solido  che  s'addimanda  cono. 

Il  punto  fisso  V chiamasi  vertice,  la  retta  mobile  AA'  gene- 
ratrice o lato,  il  circolo  BMP  base,  e la  retta  VG,  con- 
giungeiite  il  vertice  col  centro  C della  base,  s' addimanda 
asse  del  cono.  Se  quest'  asse  è perpendicolare  alla  base  , 
allora  il  cono  dicesi  retto;  in  qualunque  altro  caso  il  cono 
è obbliquo  a base  circolare.  Inoltre  le  parti  dell’ intera  su- 
perficie generate  rispettivamente  dalle  porzioni  VA,  VA'  si 
chiamano  jalde  o foglie  delia  superficie  conica. 

400.  Posto  ciò  , s' immagini  condotto  un  piano  che 
tagli  il  cono;  questo  piano  segnerà,  in  generale , sulla  su- 
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perficie  del  detto  cono  una  curva  OMA  , la  quale  sezione 
conica  s' appella.  Quando  il  piano  segante  passa  pel  verti- 
ce , allora  la  sezione  conica  sarà  il  sistema  di  due  rette 
A\',  BB',  rappresentanti-  due  posizioni  opposte  della  gene- 
ratrice , quando  si  trova  a passare  per  le  estremità  A e B 
d'  un  diametro,  e ciò  è chiaro  per  la  stessa  definizione  da- 
ta nel  n.°  prec. 

Quando  il  cono  ò obbliquo,  la  sezione  prodotta  da  un 
piano  che  passi  per  l'asse  e per  la  perpendicolare  menata  dal 
vertice  alia  base,  sarà  pure  il  sistema  di  due  rette,  ma  in  que- 
sto caso  particolare  prenderà  il  nome  di  sezione  principale. 

•VOI.  Se  il  piano  segante  è parallelo  alla  base  la  se- 
zione OLD  da  esso  prodotta,  sarà  un  circolo-,  poiché,  me- 
nando due  piani  BVF,  EVE'  pel  vertice,  questi  produr- 
ranno le  generatrici  VB,  VE^  e taglieranno  dippiù 

i piani  paralleli  OLD,  BMF  secondo  le  parallele  OG  e BC, 
GL  e CE,'  GD  e CF  ; quindi  le  tre  ragioni  CB:GO,  CE: 
GLj  CF:  GD  risulteranno  eguali  all'altra  CV:  GV,  e per- 
ciò saranno  eguali  tra  loro;  'ma  per  ipotesi  gli  antecedenti 
di  esse  sono  eguali , dunque  lo  saranno  pure  i tre  con- 
seguenti GO,  GL,  GD , e perciò  OLD  è una  circonferen- 
za , come  la  base. 

' 402.  Dopo  avere  considerate  queste  due  particolari 

sezioni , il  sistema  di  due  rette  (n.°  409)  e il  circolo  ( n.° 
prec.  ) consideriamo  ora  una  sezione  qualunque  OMA  pro- 
dotta da  un  piano  in  un  Cono  retto. 

' Conducasi  pel  vertice  V un  piano  perpendicolare  a 
quello  della  sezione  OMA:  esso  taglierà  (n.°  400)  il  cono 
secondo  due  generatrici  AA',  BB'  , ed  il  piano  della  se- 
zione secondo  una  retta  OA.  Si  meni  inoltre  un  secondo 
piano  perpendicolare  all’  asse  , in  modo  da  tagliare  la  se- 
zione ÒMA  : quel  piano  produrrà  (ii.*  401)  una  sezione 
circolare  BMF  , e la  sua  intersezione  MP  col  piano  della 
curva  sarà  evidentemente  perpendicolare  ad  OA.  Fatto  ciò 
si  conduca  nel  piano  della  sezione  OMA  la  retta  Oy  per- 
pendicolare ad  OA,  e si  prenda  quest’ ultima  per  asse  del- 
le ordinate  y:  così  pel  punto  qualunque  M della  curva  , 
essendo  MP  perpendicolare  ad  Ox  , saranno  OP  , MP  le 
coordinate  rettangolari  di  quel  punto  rispetto  agli  assi  Ox, 
Oy.  Poniamo  dunque 

OP=x,  MP=y,  OV=5,.VOx=X,  OYQ=*  ; 
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ed  osserTiamo  che  delle  tre  ullime  quantità  , la  «c  è data 
insieme  col  cono  , perchè  ne  dinota  la  metà  dell'  angolo 
al  vertice,  e le  altre  due  3 e X sono  dipendenti  dalia  po- 
sizione del  piano  delle  sezione  conica. 

Eissendo  l'ordinata  MP  perpendicolare  ancora  al  dia- 
metro BF  del  circolo  BMF,  sarà  per  un  teorema  noto, 
(1)  ovvero  y*j=BPxPF. 

Or  il  triangolo  BOP  dà  la  proporzione  senOBP.-senBOP  : : 
OP:BP,  ovvero 


(*) 


senx 


cos«:senX  ; ; x:BP  e qnindi  BP= x: 


inoltre  menando  OD  parallela  a BF  , e PH  parallela  ad 
FD,  si  ha  dal  triangolo  OVG,  OG=ÓVsenOVG=3sen*  , 
e quindi  0D=20G=23sen«.  Parimente  dal  triangolo  OHP 
si  ha  la  proporzione  senOIlP:senOPH ;:OP:OH,  la  quale, 
per  essere  OHP==ODA=180"-ODV=180°— 90°-fHVD= 
ed  OPH=OAV=180°— (AVO-fVOA)=180''— 
(2a-j-X),  diviene 

cos«:sen(2*-j-X)  ; : x:OE,  e quindi  qh— 

Pertanto  sarà  PF=HD=OD— OH=23sen>— , e 

coso 

ponendo  questo  valore  di  PF  e quello  (2)  di  BP  nella 
(1)  avremo  finalmente 

(3)  y’=23senXtan«.  x—  — 

cos  « 

per  l’equazione  delia  curva  OMA;  ed  essendo  quest’equa- 
zione del  secondo  grado  ben  si  vede  che  una  sezione  co- 
nica è,  in  generale,  una  curva  del  secondo  grado. 

Reciprocamente  ogni  curva  del  secondo  grado  rap- 
presenta una  sezione  conica^  In  effètti  queste  curve  sono 
(n.°  397)  comprese  tutte  nell'  equazione  unica 

(*)  y'—2mx-^nx\ 

e perche  questa  risultasse  identica  alia  (3)  è necessario  e 
sufficiente  che  si  possa  soddisfare  ad  un  tempo  alle  due 
condizioni 

3senXlan«=m, 

cos*  a — ” » . 


(5) 

per  valori  dati  di  /n  ed  n , e con  valori  reali  di  X-  e S 
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nel  tnpHce  caso  dell'  ellisse,  cioè,  dell’  iperbole  e della  pa- 
rabola. Cerchiamo  dunque  se  ciò  possa  aver  luogo,  ed  os- 
serviamo dapprima  che  la  prima  delle  (5)  dà  un  valore 
reale  per  S , quando  tale  par  sia  quello  di  X , e per  ve- 
dere che  ne  sia  di  questa  seconda  quantità  ricorreremo 
alla  seconda  delle  (5) , la  quale  , trasformando  il  numera- 
tore in  somma  , secondo  la  formola  (8,61)  e tenendo  pre- 
sente che  cos2x==2cos’a — 1 può  dapprima  scriversi  così 

cos2(«-|-X)-l- 1 =2(1  -|-  n)cos*»  , 

e quindi,  essendo  cos2(«-|-X)-|-l=2cos*(«-|-X),  s'avrà  final- 
mente • 

(6)  cos(»-|-X)=+^  14.»  cos». 

Posto  ciò,  ponendo  a disamina  la  formola  precedente 
troviamo  i risultamenti  che  seguono. 

403.  Nel  caso  dell’  ellisse  n<o  si  paò  sempre  (n." 
396,  caso  3.°)  considerare  in  valore  assoluto  n<l,  sì  che 

è sempre  minore  di  1,  e cos(a-|-X)<±cos»,  quindi 
«-{-X  è reale,  e si  avrà,  ritenendo  il  seguo  più,  «^.X>«, 
ossia  X>o  , e ritenendo  il  segno  meno,  «4-X  <180° — a, 
ossia  X<180° — 2».  Per  questi  valori  e per  quello  di  m da- 
to dall' equazione  deli’ ellisse , il  valore  di  S è sempre  fi- 
nito e diverso  da  zero , come  lo  mostra  la  prima  (5). 
Laonde  se  supponiamo  essere  VO  un  valore  di  S corrispon- 
dente a dati  valori  di  m ed  /i,  e pel  punto  O meniamo  un 
piano  perpendicolare  all’asse  VC,  e che  tagli  il  piano  BVA 
secondo  la  retta  OD,  sarà  VOD=90‘ — a,  e menata  Ok  pa- 
rallela al  iato  VA' sarà  VOk=rl80° — 2«,  quindi,  secondo 
le  relazioni  qui  innanzi  trovate  1’  angolo  X è sempre  mi- 
nore di  VOk  e maggiore  di  zero.  Da  ciò  dunque  discen- 
de che  dati  un  cono  retto  ed  'un'  ellisse  , questa  si  può 
sempre  adattare  sul  cono,  e il  piano  che  la  contiene  in- 
contra due  generatrici  opposte  VA,  VB  da  una  medesi- 
ma parte  del  vertice  V. 

404.  Nel  caso  dell’iperbole  essendo  n>0(n.°  397)  sa- 
rà f^r+à>l  , e la  (6)  darebbe  in  tal  caso  de’  valori  tri- 
gonometricamente immaginarii,  se  non  fosse 

(7)  cos»^ — ovvero,  essendo  cosa 

“V^l+«  “/a’-fi’’ 

ma  dinotando  con  0 l’angolo  che  un  asintoto  fa  con  l’as- 
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se  delle  x • che  qui  è quello  della  curva  , è tanfl=:— 

rn.”386)  e perciò  cosO=  dunque  cosa^^cosfl  ed 

V a’+b'  ~ 

, il  che  vuol  dire  che  per  potersi  una  da- 
ta iperbole  adattare  sopra  un  dato  cono  retto  è neces- 
sario che  r angolo  al  vertice  sia  maggiore  o almeno  e- 
guale  a quello  degli  asintoti. 

Verificata  questa  condixione  l’ equazione  (6)  darò  in 
virtù  della  (7),  cos(a4~X)>+cosA,  senza  più  cadere  nell' im- 
maginario , e da  questa  relazione,  ritenendo  il  segno  su- 
periore avremo  o-|-X<a , e quindi  X<o  ; ma  questo  risul- 
tamento  deve  rigettarsi , perchè  condurrebbe  ad  un  ango- 
lo negativo:  ritenendo  poi  il  segno  inferiore  nella  medesi- 
ma relazione,  se  ne  trae  «-j-X>l80“ — »,  donde  X>180"— 2», 
ossia  X>VOk.  Questo  valore  di  X indica  che  il  piano  se- 
cante incontra  la  generatrice  VB  e il  prolungamento  del- 
la generatrice  opposta  VA  ; nel  tempo  stesso  il  medesimo 
V valore  di  X e quelli  dati  di  » ed  m danno  per  S un  va- 
lore sempre  finito  e diverso  da  zero  , come  lo  mostra  la 
(5).  Possiamo  dunque  conchiudere  che  dati  un  cono  ret- 
to ed  un’  iperbole,  questa  potrà  essere  adattata  sul  co- 
no , quando  F angolo  al  vertice  del  cono  è almeno  egua- 
le a quello  degli  asintoti,  e il  piano  in  cui  si  trova  que- 
st' iperbole  taglia  due  generatrici  opposte  in  due  punti 
che  si  trovano  in  parti  anche  opposte  rispetto  al  vertice. 

405.  Finalmente  nel  caso  della  parabola,  essendo  n=o, 
la  (6, 402)  dò  cos(»-(-X)=cosa,  e quindi  »-fX=cos« , oppure 
»-fX=180" — »,  cioè  X=o,  X=180° — 2».  Il  primo  di  questi 
valori  devesi  rigettare  , perchè  introdotto  nella  (5,  402) 
darebbe  S=  oo;  il  secondo  poi  indica  che  il  piano  segante 
è parallelo  al  lato  AA'  del  cono.  Dunque  una  parabola 
data  può  sempre  adattarsi  sopra  un  dato  cono  retto  , 
mercè  un  piano  parallelo  al  lato  di  questo  cono. 

406.  La  discussione  de’  numeri  precedenti  ci  ha  fatto 
conoscere  che  un  piano  tagliando  un  cono  retto  può  dare 
una  qualunque  delle  linee  comprese  nell’  equazione 

ed  è appunto  per  questa  ragione  che  le  linee  del  primo 
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genere  p del  second'  ordine  o grado  si  cliiaman  pure  se- 
iioni coniche. 

Ora  dimostreremo  come  nel  cono  obbliquo  a base 
circolare , oltre  la  serie  di  circoli  che  si  hanno  tagliando 
questo  cono  con  piani  paralleli  alla  base,  ve  ne  ha  un'  al- 
tra prodotta  da  piani  inclinati  alla  base  sotto  un  deter-, 
minato  angolo.  Sia  di  fatto  VANB  ( fig.  65)  questo  cono 
obbliquo  , ed  AYB  la  sua  sezione  principale  (n.°  400)  ; 
si  meni  nel  cono  un  piano  perpendicolare  a questa  sezione 
principale  , e talmente  che  I’  intersezione  comune  DE  di 
(|uesti  piani  formi  l'angolo  DEV=;VAB  ; si  conduca  ùiol- 
tre  un  secondo  piano  FMG  parallelo  alla  base  , il  quale 
produrrà  la  sezione  circolare  FMG  ( n.**^  325  ) , e la  in- 
tersezione comune  MP  di  questo  piano  col  piano  OME  sa- 
rà evidentemente  perpendicolare  al  piano  AVB,  e quindi 
alle  due  rette  FG  , DE,  la  prima  delle  quali  è un  dia- 
metro del  circolo  FMG.  In  virtù  di  quest'  ultima  condi- 
zione avremo  dunque  MP‘=FPxPG  ; e poiché  DFG=FAB, 
ed  FAB=GED,  per  costruzione,  sarà  DFG=GED;  inol- 
tre DPF=GP£,  come  angoli  verticali,  dunque  ì triangoli 
DPF,  GPE  sono  simili  , e quindi  avremo  la  proporzione 
FP:PE  : : DP;GP,  donde  PExDP=FPxGP,  e quindi  sarà 
pure  HP'=PExDP  , il  che  vuol  dire  che  la  curva  DME 
è un  circolo.  Una  sezione  circolare  prodotta  in  un  cono 
obbliquo  nel  modo  qui  innanzi  indicato,  addimandasi  se- 
zione antiparallela  , o succontraria. 

ARTICOLO  V. 

Fuochi,  raggi  vettori  e direttrici  delle  sezioni  coniche. 

407.  L'equazione 

(1)  y*=2ffi*-|-nx*, 

che  può  rappresentar  tutte  le  sezioni  coniche  riferite  ad  un 
loro  asse , e alla  tangente  al  vertice  ( n.°  397  ) ci  mostra 
che,  in  generale  , 1’  ordinata  y è una  funzione  irrazionale 
dell’  ascissa  x,  e questa  reciprocamente  è funzione  irrazio- 
nale di  quella  , pojché  dalla  stessa  (1)  si  ha 
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Però,  airispesione  di  quest*  ultima  formola,  imoiediatamen- 
te  si  vede  che  se  si  supponga  jr=m  sarà 


(3) 


—\±VT^ 


m. 


e quest’  espressione  è una  funzione  razionale  di  m , ed  ha 
luogo  in  tutti  e tre  i casi  dell’ellisse,  cioè,  dell’ iperbole 
e della  parabola.  Di  fatto  pe’  primi  due  casi  jf/~ i+i,  è sem- 
pre reale,  e perciò  tale  è pure  T espressione  (3);  pel  ter- 
zo caso  poi , essendo  n=o  , pare  a prima  giunta  che  la 
detta  espressione  non  potrebbe  essere  altrimenti  che  infi- 
nita , ma  moltiplicandone  i termini  della  frazione  per 
— ll^^j^f»,  essa  può  scriversi  anche  così: 

m 

l±Vl+n 


e si  vede  sotto  questa  forma  che  per  nso  può  aversi  noa 
solo  x=oD  , ma  eziandio 

Pertanto  se  Ax(fig.  66)  rappresenta  l’asse  delle  ascisse, 
secondo  il  quale  cade  1*  asse  primario  delia  curva,  A il  ver- 
tice, e si  prendano  AF,  AF'  eguali  rispettivamente  ai  due  va- 
lori (3),  e si  conducano  le  ordinate  corrispondenti  FG.F'G', 
segneremo  sulla  curva  conica  quattro  punti  G,  G',  L,  L', 
aventi  coordinate  razionali , e propriamente  l’ ordinata 
y=m,  cioè  eguale  alia  metà  del  parametro  rispetto  all'asse. 
Quando  la  sezione  conica  è una  parabola  due  de*  quattro 
punti,  come  L,  L'  cadranno  all’infinito. 

408.  Poiché  il  ragionamento  ora  tenuto  è indipenden- 
te dall’inclinazione  degli  assi  delie  coordinate,  e l’equazio- 
ne (1)  continua  a sussistere  anche  che  questi  assi  fossero 
obbliqui , ne  segue  che  rispetto  a qualunque  diametro  vi 
saranno  due  punti  come  F,  F , e quindi  quattro  punti, 
come  G,  G',  L,  L',  pe’ quali  le  ordinate  eguagliano  la 
metà  dei  parametro  relativo  a questo  diametro. 

409.  Per  qualunque  altro  punto  M diverso  dai  pre- 
cedenti , e preso  pure  esso  sulla  curva  , il  quale  avesse 
per  coordinate  x',  y',  e perciò  fosse  (n.**  265) 

(4)  y'*:=2/nx'-{-nx'*, 

a3 


Digitized  by  Google 


PARTE  SECOHOA 


338 

l’ordinata  MP  sarà  una  funzione  irrazionale  dell*  ascissa , e 
reciprocamente  questa  sarà  funzione  irrazionale  di  quella. 
Intanto  se  poniamo 


(5) 


— i+vnuHr 


donde 


n 


la  (4)  potrà  scriversi  ancora  così  : 


(6) 


y'‘=z2mx’- 


m* — 2mc 


X'* 


e in  questo  modo  l'ordinata  y'  si  trova  espressa  in  fun- 
zione dell*  ascissa  corrispondente  , e dell’  ascissa  c,  che  si 
riferisce  all’  uno  o all*  altro  de’  punti  F,  F',  secondo  che 
nell’  espressione  (5)  si  ritiene  un  segno  o l’altro.  Posto  ciò 
è facile  vedere  che  il  secondo  membro  della  (6)  diviene 
un  quadrato  perfetto  qualora  gli  si  aggiunga  il  trinomio 
«'* — 2c®'+c'*=(x' — c)*,  il  quale  se  si  aggiunga  ancora  al  pri- 
mo, questo  diverrà  pur  esso  un  quadrato  pertetto  , e propria- 
mente quello  di  FM,  poiché  (17,  331)  FM=V^ y — c)*  ; 
facendo  dunque  la  indicata  aggiunzione  ai  due  membri 
della  (6)  e ponendo  FM=z,  avremo 

z'=2mx‘ -j.  i*.  Tr^~x''-\-x''—2cx'-\-c* 


c’+m* — Ime 


x" — 2(c — m)x'  -{-  c‘ 


è quindi 
0) 


il  quale  risultamento  c*  insegna  , che  la  distanza  d’  un 
punto  qualunque  M della  curva  al  punto  F o al  punto 
F* , è una  funzione  razionale  della  sua  ascissa. 

410.  Questa  conclusione  non  ha  luogo,  come  quella 
4el  n.”  408,  rispetto  a qualunque  diametro  ; ed  in  vero 
quando  gli  assi  delle  coordinate  sono  obbliqui , non  è 
più  FM=V  D’ altronde  possiamo  direttamente 

assicurarci  se  nel.  piano  d’  una  curva  conica  vi  sieno  altri 
punti  che  godano  dell’  or  trovata  proprietà  de’  punti  F,  F*. 
Sieno  perciò,  come  innanzi,  x‘,  y'  le  coordinate  d’un 


Dìgitized  by  Coogic 


ARAU3I  A OCS  COOBfilRATX 


339 


punto  qualunque  M della  curva  , ed  avremo  T identità 
( i.  *09  ) 

(*)  V'*=2nia;'+nx'*. 

Sieno  inoltre  x”,  y"  le  coordinate  d’  un  punto  qualunque 
esistente  nel  piano  della  curva  e fuori  di  essa  ; chiaman» 
do  S la  distanza  tra  questi  due  punti  avremo  ( 17,  331  ) 

S=\T  (y'— v7+(x'— x*/, 

ovvero,  sviluppando  i quadrati , e tenendo  presente  la  (*) 

V 2/nx'-j-nx'*— 2y"V^ 2mx'+«x'‘+v"‘+x'*— 2ar'x"-|-x"‘  , 
e già  si  vede  che  per  essere  d razionale  è necessario  che 
svanisca  il  termine  irrazionale  da  sotto  il  radicale,  il  che 
porta  per  conseguenza  che  sia  t/''=o:  allora  sarà 

J=y  2/7»j:'+nx'*+x'*— 2x'x"+x"‘, 
e perché  quest’  espressione  potesse  divenire  razionale , ri- 
spetto all’ascissa  x\  è necessario  che  il  polinomio  sotto 
il  radicale  possa  ridursi  ad  un  quadrato , funzione  di  x'. 
Ordinando  dunque  il  detto  polinomio  rispetto  a quest’  ul- 
tima quantità,  avremo  il  trinomio  di  secondo  grado  in  x‘ 

(l+«)x'‘-2(x''— m)x'4-x**, 

il  quale,  perchè  possa  ridursi  ad  un  quadrato , è necessario 
e sufOiciente  che  eguagliato  a zero  dia  radici  eguali , il 
che  avviene  se 


rx’'— mN*_  x«* 

V.  1+nJ—i+n 


donde  x"=- 


— m+my' 


n 


ed  è questa  1’  ascissa  del  punto  che  si  cercava,  il  quale  » 
come  più  sopra  abbìam  veduto  ha  la  sua  ordinata  y"=;o. 
Or  queste  coordinate  sono  appunto  quelle  di  F o di  F' 
(.  3,  *07  ) . La  distanza  dunque  d’  un  punto  qualunque  della 
curva  da  un  punto  esistente  nel  piano  di  essa , non  puh 
essere  funzione  razionale  dell’  ascissa , se  questo  punto  non 
sia  F o F'. 

*11.  Dopo  tutto  ciò  possiamo  enunciare  il  seguente 
generale 

Teorema  IX.  In  ogni  sezione  conica  v’  ha  due  punti 
situati  sul  suo  asse  primario , e tali  che  le  distanze  da 
essi  ad  un  punto  qualunque  della  curva  è funzione  ra- 
zionale dell'  ascissa  di  questo  punto. 
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Ciascuno  di  quei  due  punti  prende  il  nome  di  fuoco 
della  curva  , e la  distanza  del  fuoco  ad  un  qualunque  punto 
di  essa,  raggio  vettore  s'appella. 

41^'.  Dalla  (7,  409  ) si  trae 


V c — m/  c 

e poiché  la  quantità  in  parentesi  rappresenta  una  retta  di 
lunghezza  , generalmente  determinata,  chiamando  d questa 
retta , avremo  ad  un  tempo 

(8)  d=*'- 


(9) 


z=z±d 


c— m 
e — m 
c 


Osservando  ora  che  la  (8)  rappresenta  (47  , 331)  la 
distanza  d'  un  punto  qualunque  M,  avente  per  ascisse  x'j 
da  una  retta  perpendicolare  all’  asse  delle  ascisse , menata 

ad  una  distanza  dall* origine,  e che  — — ^ è una  quantità 

costante  per  qualsiesi  punto  della  stessa  curva  , ne  conse- 
guiremo r altro  generale 

Teorema  X.  In  ogni  sezione  conica  il  raggio  vettore 
d un  punto  qualunque  serba  un  rapporto  costante  con  la 
distanza  di  esso  punto  da  una  retta  di  posizione  deter- 
minata, e perpendicolare  all'asse  primario  della  curva. 

Questa  retta  chiamasi  direttrice  , o retta  di  sublimi- 
tà-, il  punto,  ov’ essa  incontra  l’asse  della  curva,  s’addi- 
roanda  punto  di  sublimità-,  ed  il  menzionato  rapporto  co- 
stante, prende  il  nome  di  ragione  determinante  della  cur- 
va conica. 

413.  Osservando  che  in  virtù  della  (5) 


g— ±K~l+n—«_—(l-fn)±»^  i+n 
g — 1±V^ lif»  — l+n 


—i±V 

c’  1 — m±/n|^r+» ^ m m 

o~m~~  Y 1-f»  « « 

le  (8)  e (9)  possonsi  Scrivere  ancora  cosi  ; 
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(10) 

(11) 


d=± 


m 


m 


)) 


*V^  l+ra 

*=±^+x'f^rnl+-^(  1+^  1+»)^ 


badando  di  prendere  tra  le  parentesi  ambi  i segni  supe- 
riori, o ambi  gl’  inferiori,  secondo  che  queste  formolo  vo- 
gliansi  riferire  al  punto  F o all’  altro  F'. 

414.  Dopo  trovate  queste  formule  generali,  passiamo 
ora  ad  applicarle  a ciascuna  delle  curve  coniche  in  par- 
ticolare. 


Ellisse. 


5*  4* 

In  questo  caso  si  ha  (n.°  321)  m=— , 71=—^  , e 

quindi  dinotando  con  h,  h'  i valori  (3)  indicanti  le  di- 
stanze de’ fuochi  al  vertice,  con  d' ^ d'  quelli  (10),  e con 
z',  z"  quelli  (11)  e ponendo  per  semplicità 

(12)  e=V^  a' — b'* 
le  (3),  (9),  (IO)  ed  (11)  daranno 

(13)  h=a — e,  A'=a-f-e, 

(14)  z=dL  , 

a 

(1 5)  , 

€ 6 

(16) 

' a a 

In  ordine  a queste  ultime  formole  è da  osservarsi  die 
le  distanze  d',  d",  z',  z”  dovendo  esser  considerate  in  va- 
lore assoluto,  è necessario  che  i secondi  membri  delle  'due 
formole  precedenti  sien  positivi.  Or  nel  caso  dell’  ellisse 
l’ascissa  x (n.”  313)  può  esser  presa  soltanto  da  x=o  si- 
no ad  x=2n,  essendo  2a  il  grand'  asse,  e quindi  il  valor 
numerico  della  diSerenza  a — x'  è sempre  minore  di  a ; 
ma  secondo  la  (12)  è pure  e<fl,  dunque  per  questa  dop- 
pia ragione  il  prodotto  e(a — x')  è sempre,  numericamente, 
minore  di  a'\  laonde,  perchè  i secondi  membri  delle  (15) 
e (16)  risultassero  positivi  , convien  ritenere  i soli  segni 
inferiori;  e perciò  'dinotando  più  particolarmente  con  d,  c 
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d\  i valori  (15)  cosi  modi&cati,  e con  r,,  r'.  i raggi  vet-  ^ 
tori  (16)  avremo  definitivamente 


(17) 

, 0* — e(o — x') 

_o*+e(o— X') 

" t 

(18) 

o'+e(o— X-) 

a 

f » 9 

a 

e da 

queste  formole  si  trae 

subito 

(19) 

(20)  r.-f^.=2«. 

415.  Sia  ABA'B'  (fig.  66)  un'ellisse  data  , e sia  il 
suo  asse  maggiore  2a=AA'  ; diviso  quell’asse  per  metà 
in  C,  e condotta  per  questo  punto  la  BB'  perpendicolare 
ad  AA',  sarà  (n.°  299)  C il  centro  della  curva  e BB'  il 
suo  asse  minore  2b.  Se  ora  dal  vertice  B dell’  asse  mino- 
re come  centro  si  descriva  un  arco  con  un  raggio  eguale  al 
semiasse  maggiore  AC,  quell’arco  incontrerà  necessaria- 
mente AA'  in  due  punti  F , F'  e sarà  V* BF’ — CB*= 
V'àC’ — BC*=V^a* — 6’;  i due  punti  F,  F'  cosi  determinati 
sono  appunto  i fuochi  dell'ellisse,  come  risulta  dalle  for- 
mole  (12  e 13,  414)  essendo  AF=A,  AF'=A'.  Essi  dun- 
que distailo  egualmente  dal  centro  , e questa  distanza  co- 
mune espressa  da  V" a' — ò'=e  chiamasi  eccentricità  del-' 
r ellisse.  Rispetto  poi  ad  uno  de’  vertici,  e sia  A , uno  di 
essi  F è più  vicino,  l’altro  F'n’è  più  lontano:  or  la  for- 
mola  che  rappresenta  la  distanza  FA  è la  prima  (13) , 
e quella  che  rappresenta  F'A  è la  seconda  ; la  prima  si 
trae  dalia  formola  generale  (3,  407)  prendendo  il  segno 
superiore  , e l’altra  prendendo  il  segno  inferiore.  Stando 
dunque  a quanto  si  è detto  innanzi  ( n.°  413  ) ne  segue 
che  le  prime  formule  (17)  (18)  son  relative  al  punto  F e 
le  seconde  al  punto  F'. 

Essendo  ancora  CF=CF'  , risulta  evidentemente  che 
AF=A'F' , AF'=A'F  e quindi  AF  X AF'=AF  X A'F= 
A'F'xAF';  ma  le  (13,  414)  moltiplicate  tra  loro  dànno 
M'=o’ — e’=4*,  dunque  AFxA'F=A'F'xA'F'=A’=  BG’  » 
e questo  risultamento  dà  il  seguente 

Teorema  XI.  Ciascun  fuoco  deir  ellisse  divide  il 
grand"  asse  in  due  segmenti  tali  che  il  loro  rettan- 
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gola  eguaglia  il  quadrato  del  semiasse  minore  (*). 

416.  Assegnali  i fuochi  , passiamo  ora  alle  direttrici. 
Dalle  formole  (13  , 414)  che  determinano  le  posizioni  di 
queste  rette,  si  ha 

d,=- (a-x')»  («—»')> 

quindi,  osservando  che  la  differenza  algebrica  a — x‘  rappre- 
senta CP,  oppure  CP',  ne  segue  che  se  si  prenda  una 
terza  proporzionale  in  ordine  alF  eccentricità  e=CF,  al 
semi  asse  maggiore  6l-=xCA,  e si  porli  da  C in  II  e da 
C in  le  HD,  H' D\  perpendicolari  ad  A A'  saranno 
le  direttrici,  ed  H,  H'  i punti  di  sublimità. 

417.  Dalla  formola  (14,  415)  si  desume  che  il  req}- 
porlo  tra  il  raggio  vettore  d’ un  punto  delF  ellisse  e la 
sua' distanza  alla  direttrice,  è quello  deW eccentricità  al 
semi  asse  maggiore.  Ma  poiché  abbiamo  due  fuochi  e due 
direttrici  , e potremmo  perciò  combinare  in  quattro  modi 
i dbe  raggi  vettori  e le  due  distanze  alle  direttrici  , cosi 
è necessario  conoscere  a quale  di  queste  combinazioni  , 
quel  rapporto  particolarmente  si  riferisca.  A ciò  facilmen- 
te si  giunge,  alla  sola  ispezione  delle  formolo  (17),  (18) 
(n.°  414),  le  quali  ci  mostrano  che  il  rapporto  sarà  quel- 
lo che  dev’  essere  , cioè  — , prendendo  insieme  la  prima 

(17)  eia  prima  (18)  ola  seconda  (17)  e la  seconda  (18). 
Cosi  facendo  si  hanno  insieme  il  fuoco  F e la  direttrice 
HD  più  prossima  a questo  fuoco,  o il  fuoco  F'  e la  diret- 
trice H'D'  anch’  essa  più  prossima  a questo  secondo  fuoco. 
Per  semplicità  di  linguaggio  chiameremo  la  direttrice  HD 
coniugata  del  fuoco  F,  e reciprocamente;  e diremo  altret- 
tanto delio  direttrice  H'D'  e del  fuoco  F'. 

Dal  detto  in  questi  due  ultimi  numeri  si  possono  con- 
chiudere i seguenti  teoremi  : 

Teoheha  XII.  Nell’  ellisse  le  due  direttrici  sono  per- 
pendicolari air  asse  maggiore,  e distano  egualmente  dal 
centro,  per  una  quantità  terza  proporzionale  in  ordine 
all'  eccentricità  e al  semiasse  maggiore. 

Teorema  XIII.  Jl  rapporto  tra  il  raggio  vettore 

(')  È questa  la  deCaizioDe  de’ fuochi  data  da  Apollooiodi  Porga. 
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d’  un  punta  qualunque  delF  ellisse  rispetto  ad  un  fuoco 
e la  distanza  del  medesimo  punto  alla  direttrice  coniu- 
gata , ovvero  la  magionb  determinante  dell’  ellisse  è 
quella  delP  eccentricità  al  semiasse  maggiore. 

418.  Fissati  cosi  i fuochi  e le  direttrici  passiamo  ad 

esaminare  le  variazioni  cui  van  soggette  le  foTmole  (17) 
e (18)  al  variare  di  x‘.  £ dapprima  , essendo  che  a — a;' 
diviene  un  massimo  quando  a;'=o,  ne  segue  che  per  questo  t 
medesimo  valore  d,  ed  r,  acquistano  il  minimo  valore  , i 
ed  all*  opposto  d',  ed  r'.  il  massimo.  Quando  poi  x'  ac>, 
quista  il  suo  valor  massimo  2a  , allora  tutto  al  contrario* 
del  caso  precedente,  d,  ed  r.  diverranno  massimi,  e d', 
r\  diverranno  minimi.  Or  per  , si  ha  dalle  (17)  e 

(18)  (n.®  339)- 

a=AH  mimmo,  d',=— massimo, 

9 9 

r,=a — e=AF  minimo,  r'.=a-f-e=AF'  massimo  ; 
e quando  x=2a  si  ha 

o*  o* 

</,= — 1-  fl=A'H  massimo,  d',= A'H'  imnimo, 

9 9 

r,—  a-\-  e=A'F  massimo,  r'.sra— e=A'F'  minimo. 

Dunque  in  un*  ellisse  ne'  vertici  delV  asse  maggiore 
si  hanno  i massimi  o i minimi  raggi  vettori  ; le  massi- 
me o le  minime  distanze  alla  direttrice. 

419.  Da  x'=o  sino  ad  x'=2a,  le  d,  ed  r,  van  cre- 
scendo , mentre  all’ opposto 'r', , d‘,  van  diminuendo,  e 
quando  si  è giunti  al  punto  avente  per  ascissa  x=a,  cioè 
ai  vertici  B,  B'  dell'asse  minore,  allora  risulta  r,z=r‘,=a; 

d,=id',=^ . Quest’  ultimo  risultamento  c’  insegna  che  i 

raggi  vettori  de'  vertici  dell’  asse  minore  sono  eguali  tra 
loro , e ciascuno  alla  metà  del  grand'  asse,  come  doveva 
essere  ( n.“  415  ) ; e le  distanze  alle  direttrici  son  pure 
eguali  tra  loro  e alla  distanza  dei  punii  di  sublimità  al 
centro. 

420.  Comunque  però  possan  variare  da  uno  ad  un  al- 
tro punto  le  distanze  alle  direttrici  ed  a*  raggi  vettori  , le 
prime  per  ciascun  punto  verificano  la  relazione  (19,  414) 
ed  i secondi  la  (20),  che  tradotte  in  linguaggio  ordinario 
dan  luogo  ai  due  teoremi  seguenti 
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>4^  Teorema  XiV.  In  un'ellisse  la  somma  delle  distan- 
te di  qual  si  voglia  punto  di  essa  dalle  due  direttrici 
è uguale  alla  distanza  de'  punti  di  sublimità. 

Teorema  XV.  In  un  ellisse  la  somma  dei  due  raggi 
vettori  d uno  stesso  qualsivoglia  punto  di  essa  è uguale 
all’  asse  maggiore  della  curva. 

420  òis.  Questo  teorema  ha  luogo  pe’  soli  punti  del- 
r ellisse  ; poiché  di  fatto  se  si  prenda  un  punto  N fuori 
della  curva,  o un  punto  N'  al  di  dentro  e sulla  stessa  per- 
pendicolare PN,  allora  congiunti  i tre  punti  N,  M,  N'  coi 
fuochi,  osservando  che  queste  congiungenti  sono  delle  ob- 
bliqne  rispetto  alle  perpendicolari  FP,  F'P,  si  avrà  FN-f- 
F'N>FM+F'M  , FN'-|-F'N'<FM+PM , or  FM+F'M= 
AA';  laonde  se  dinotiamo  con  R,  R‘  le  distanze  d’un  pun- 
to, preso  nel  piano  d’ un'  ellisse  di  asse  maggiore  2a,  dai 
fuochi  di  questa  curva  si  avrà 

se  il  punto  è fuori  della  curva  R-l~R'>2a, 

« « « « sulla  curva  il4-^'=2a , 

« « « « dentro  delia  curva  R-^R*'^2a, 

e reciprocamente. 

Iperbole. 

421.  In  questo  caso  abbiamo  f»=— (n.*  321) 

essendo  2a=AA'  ( fig.  67  ) 1’  asse  trasverso  e 2i=BB' , 
perpendicolare  ad  AA'  nel  punto  C medio  di  esso,  e cen- 
tro della  curva,  l’asse  immaginario.  Con  quei  valori  dim 
ed  n,  dinotando  con  A,  A'  i due  valori  corrispondenti  del- 
la formola  (3,  407)  , con  di,  d,  quelli  della  (10,  413)  , 
con  rj , r'i  quelli  della  (11,  413)  e ponendo 

h=ie—a,  A'=— (e-f-fl) 

€ 6 

1.0*— «(fl+a:')  o*+e(o+a:’) 

Ti— X — , r/=:!: , 

a a 

e finalmente  la  (6,  412)  diviene 

(*5)  z=d-  . 

a . 


(21) 

avremo 

(22) 

(23) 

(24) 
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Pria  di  passare  alla  costruzione  di  queste  forraole  , 
convien  vedere  in  qual  modo  debbano  essere  modificate  le 
(23)  e (24)  perchè  i secondi  membri  sieno  sempre  positi- 
vi , quali  debbono  essere  anche  i primi.  Si  rifletta  perciò 
che  nell’iperbole  i valori  di  x vanno  da  zero  a -|-  oo  e 
da  — oo  a — 2a,  ( n.°  318  ) ; nel  primo  caso  è sempre 
e poiché  d'altronde,  in  virtù  della  (21)  e>a, 
così,  per  questa  doppia  ragione,  sarà  a*— e(a+x')  una 
quantità  negativa  , onde  nelle  prime  delle  formole  (23  e 
24)  bisognerà  ritenere  il  solo  segno  inferiore,  e nelle  se- 
conde deve  rimanere  il  superiore.  Quando  poi  si  conside- 
rano i valori  di  x'.da  — oo  a — 2a  l’espressione  a*— e(a-+-»') 
è evidentemente  positiva,  mentre  risulta  nega- 

tiva , e però  nelle  dette  formqje  (23  e 24)  bisognerà  rite- 
nere il  segno  superiore  per  e rt,  e l’ inferiore  in  d'i  ed  r/. 

Dunque  pe'  punti  della  curva  situati  ne’  rami  Ah,  Ah' 
avremo  definitivamente 


(26) 

j efo+«')— 0*  e(o+a;')+o’ 

9 V 

(27) 

e[a+x') — 0*  «(a+®')+a* 

„ 1 r*i  - , 

a e 

e per  quelli 

situati  ne*  rami  A'k,  A'k' 

(28) 

, o* — e(o+*0  e(o+icO+<^ 

di , d'i — 

« » • e 

(29) 

_ o*— «(o+x’)  efa+xO+o* 

r(=a  , r>i— 

a a 

9 


Sottraendo  quindi  sia  le  (26)  o le  (28),  e sia  le  (27) 
o le  29  avremo  in  valore  assoluto 

(30)  d'^ — «f|=2-^,  r', — ri=2a. 

Vale  qui  la  medesima  osservazione  fatta  per  l'ellisse 
( n.°  417  ) cioè  che  per  uno  stesso  punto  valgano  insieme 
le  di,  r, , oppure  le  d\ , r,' , con  che  si  ha  secondo  la 
formola  (25) 

ri  r'i  e 

di  d'i  a 


422.  Posto  ciò,  si  fisseranno  i fuochi  dietro  le  for- 
molo (21)  e (22),  la  prima  delle  quali  rappresenta  1’ ec- 
centricità  dell’iperbole,  e si  ottiene  congiungendo  AB;  e 
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prendendo  quindi  CF=CF'=AB,  e saranno  F,  F'  i fuochi 
dell'  iperbole  , che  cadono  ai  di  là  de’  vertici  A,  A',  es- 
sendo e>a.  Da  questa  medesima  costruzione  risulta  che 
AF=A'F' , AF'=A'F  , e quindi  AFXA'F=AF'X  A'F' 
=AFxA'F=AA'= — (e* — <*’)= — 6*;  dunque  numerica- 
mente  si  ha  AFxAF'=A'FxA'F'=A*=^%  cioè 

Teorema  XVI.  I due  juochi  àelt  iperbole  distano 
egualmente  dai  centro’,  e son  talmente  posti  che  il  mi- 
tangolo  delle  distanze  di  ciascuno  di  essi  ai  due  verti- 
ci deir  asse  trasverso,  eguaglia  il  quadrato  del  semias- 
se immaginario.  . 

423.  Facilmente  si  assegna  la  posizione  delie  direttri- 
ci osservando  le  formole  (26  e 28)  (n.°  421) , e tenen- 
do presente  che  la  somma  algebrica  a-f-x'  per  un  punto 
M o M'  la  cui  ascissa  sia  x',  rappresenta  le  distanze  al  cen- 
tro CP,  o CP',  e però  sé  si  prenda  CH=GH'  uguale  alla 
terza  proporzionale  in  ordine  all’  eccentricità  e al  semiasse 
trasverso  , saranno  H , H'  i punti  di  sublimità  , che  ca- 

dranno  tra  A ed  A',  per  essere — <n,  ed  HD,  H'D'  saran- 

no  le  direttrici.  Di  fatto,  menata  MDD'  parallela  ad  AA', 
si  ha 


MD=HP^CP— CH=a-|-x'-  — = 


MD'=HT=CPH-CH'=a+x'4-  , 

come  dev’essere,  secondo  le  formole  (26  , 421):  e simil- 
mente osservando  che  le  ascisse  che  vanno  da  A verso  x' 
son  negative  avremo 

M'D=P'H=CP'-f  CH=(AP'— AC)-f.  CH 

’ , a*  e{a — x*) — a* 

r= — ^ 7 » 

M'D'=HT'=CP'  CH'=(AP'— AC)— CH' 


e(o — x')+o*  _ 


le  quali  espressioni  convengono  con  le  (28,  421),  quando 
in  quest’  ultime  si  ponga  — x'  in  luogo  di  or' , giusta  la 
posizione  del  punto  M'.  In  conclusione  dunque  si  ha  il 
seguente 

Teohebia  XVII.  Le  due  direttrici  dell'iperbole  sono 
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perpendicolari  alt  asse  trasverso  e distano  egualmente  dal 
centro  per  una  quantità  eguale  alla  terza  proporzionale 
in  ordine  alt  eccentricità  e al  semiasse  reale- 

424.  Prendendo  per  uno  stesso  punto  della  cunra 
d^  ed  r„  oppure  d\,  come  si  è detto  nel  n.°  421,  ven- 
gonsi  a prendere  la  distanza  ad  un  fuoco  e quella  alla  di- 
rettrice la  più  vicina  a questo  fuoco,  che  chiameremo  con- 
iugata , come  si  è fatto  ancora  per  1’  ellisse  ; allora  per 
le  formole  (30,  421)  si  ha  il  seguente 

Teorema  XVIII.  Nell'  iperbole  il  rapporto  tra  il 
raggio  vettore  d un  punto  della  curva  , relativamente 
ad  un  fuoco^  e la  distanza  del  punto  medesimo  alla  di- 
rettrice coniugata  di  quel  fouco;  ovvero,  in  altri  termi- 
ni, la  RAGIONE  DETERMINANTE  dell’  iperbole  , è uguale 
a quella  dell’  eccentricità  al  semiasse  trasverso. 

425.  Finalmente  osservando  che  le  (26)  e (27)  (n.“  421) 
assumono  il  minimo  valore  quando  x'=o , e poi  crescono 
indefinitamente,  facendo  crescere  x'  sino  a -j-oo  ; e che  le 
(28)  e (29)  (n.°  421)  assumono  anch’ esse  un  valor  mini- 
mo quando  x'= — 2a,  e crescon  quindi  indefinitamente,  fa- 
cendo decrescere  x'  sino  a — oo  ; se  ne  conchiude  il  seguente 

Teorema  XIX.  Nelt  iperbole  i vertici  hanno  le  mi- 
nime distanze  alle  direttrici,  e i minimi  raggi  vettori, 

426.  Ma  comunque  queste  rette  vadan  continuamente 
crescendo,  pure  per  ogni  punto  della  curva  le  due  distan- 
ze alle  direttrici  sono  legate  tra  loro  dalla  prima  relazione 
(30,  344),  e i raggi  vettori  dalla  seconda  di  dette  relazio- 
ni; le  quali  tradotte  in  linguaggio  ordinario  costituiscono 
i due  teoremi  qui  appresso 

Teorema  XX.  La  differenza  delle  direttrici  per  qua- 
lunque punto  dell'iperbole  è costantemente  uguale  alla 
distanza  fra  i punti  di  sublimità. 

Teorema  XXI.  La  differenza  di  due  raggi  vettori 
di  qual  si  voglia  punto  dell'  iperbole  è costantemente  u- 
guale  all’  asse  trasverso. 

426  bis.  Sia  N (fig.  67)  un  punto  preso  al  di  fuori 
deir  iperbole  ; congiunto  il  punto  N Coi  fuochi  F,  F'  una 
di  queste  congiungenti  incontrerà  l’ iperbole  in  un  punto 
M;  si  conducano  i raggi  vettori  FM,  F'M  e dal  triango- 
lo F'NM  avremo  F'P^<F'M-J-MN,  e togliendo  dal  primo 
membro  FN  e dal  secondo  la  somma  MN4-MF=NF  , ri- 
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sulterà  F'N— FN<F'M— FM,  ovvero  F'N — FN<AA'. 

Se  poi  si  abbia  un  punto  N'  dentro  l’ iperbole,  fatta 
la  stessa  costruzione  come  qui  innanzi,  avremo  FN'<M*N' 
+FM“,  e quindi  M“N'>FN' -FM";  ma  F'N'=F'M*+M*N', 
dunque  F'N'>F'M”+FN' — FM",  ovvero  F'N'— FN'>F'M" 
— FM",  cioè  F'N' — FN'>AA'.  Pertanto  dinotando  con  R, 
JR.'  le  distanze  d'  un  punto,  preso  nel  piano  d'  un'  iperbole 
di  diametro  trasverso  2a,  da’fuochi  di  questa  curva,  avremo 
se  il  punto  è fuori  della  curva  À-|-/{'<2a, 

« « « « sulla  curva  R-{-R'=ia, 

« « ■ « dentro  della  curva  il -4- » 

e reciprocamente. 

Pahabola. 


427.  In  questo  caso  si  ha  nno  (n.”  321),  ed  i valo- 
ri (3,  407)  divengono  l’uno  eguale  ad-^,  e l’altro  infinito; 

Wl  ^ 

e quindi  prendendo  (fig.68)  AF=^  , cioè  eguale  alla  metà 

del  parametro  della  curva  si  ha  un  fuoco  della  parabola  , e 
l’altro  è posto  a distanza  infinita;  dunque 

Teorema  XXII.  De  due  fuochi  della  parabola  uno 
è posto  ad  una  distanza  dal  vertice  eguale  alla  metà 
del  parametro,  e cade  dentro  la  curva,  l' altro  è situa- 
to a distaraa  infinita.  , 

428.  Similmente  ponendo  n=o  nelle  formolo  (10)  e 
(11)  (n.“  413)  cioè 


(iO) 

(11) 

II 

1+ 

queste  diverrebbero  infinite  ; ma  riflettendo  che  la  prima 
può  scriversi  ancora  così: 


d=^±(^mZl^lCÌE.+x'\ 
V nV'Wn"  ' 


= 3f  — W. 


+*') 


V 1+«(1±/'  t+n) 
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e la  seconda  in  quest' altro  modo  cìoì: 
si  vede  subito  che  per  R=o  avremo 

a'=+^  — X' — 2"=±  00. 

Inoltre  potendo  nella  parabola  coosiderare  x'  sempre  po- 
sitivo , e dovendo  esser  presi  positivamente  i valori  di 
e di  2,  cosi  chiamando  i primi  d,  e d\,  ed  i secondi 
r,  , r’p  avremo  definitivamente 

(33)  ^ ; d\—r\z=i<x>. 

Nel  tempo  stesso  sia  dalla  formola  (9  , 412)  sia  da 
queste  immediatamente  si  trae 


429.  Posto  ciò , e secondo  lo  indica  la  formola  (32) 
per  fissare  la  posizione  della  direttrice,  converrà  prendere 

nel’  senso  delle  ascisse  negative  AH=^  =AF  (fig.  68),  e 

mi 

sarà  H il  punto  di  sublimità  e la  perpendicolare  HD  la 
direttrice.  Pertanto  traducendo  questa  costruzione,  e le  for- 
mole  (32)  e (33)  in  linguaggio  ordinario,  avnemo  i teore- 
mi s^uenti 

Teorema  XXIII.  Nella  parabola  le  due  direttrici 
sono  Cuna  situata  ad  una  distanza  dal  vertice  eguale 
alla  quarta  parte  del  parametro,  e fuori  della  curva  , 
C altra  è posta  a distanza  infinita:  il  che  vuol  dire  an- 
cora che  il  punto  di  sublimità  ed  U fuoco  cadono  in  sen- 
so opposto  e ad  eguale  disianza  dal  vertice. 

Teorema  XXIV.  Il  rapporto  tra  il  raggio  vettore 
d"  un  punto  qualunque  della  parabola,  relativamente  ad 
uno  de'  fuochi,  e la  distanza  del  medesimo  punto  alla 
direttrice  coniugata  , ovvero,  in  altri  termini,  la  kagiokb 
DETBHMiuANTE  della  porobola  è uguale  ad  uso. 

Teorema  XXV.  Il  minimo  raggiò  vettore  e la  mini- 
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ma  distanza  alla  direttrice  in  una  parabola  son  quelli 
del  suo  vertice. 

429  bis.  Dal  teorema  XXIV  risulta  che  se  M (Gg. 
68)  è un  punto  della  parabola , HD  la  direttrice,  F il  fuo- 
co ed  perpendicolare  ad  HF , sarà  MF=MB.  Se  poi 
N è un  punto  fuori  o N'  un  punto  dentro  della  parabola 
e si  conducano  le  perpendicolari  NQ,  N'Q',  e si  congiun- 
gano i delti  punti  col  fuoco,  sarà  evidentemente  NF>MF, 
N'F<MF;  d’altronde  NQ=MB=N'Q',  dunque  NF>NQ, 
N'F<N'Q.  Laonde  se*  il  ed  il'  dinotano  le  distanze  d’un 
punto,  che  sta  nel  piano  d’ una  parabola,  dal  fuoco  e dal- 
la direttrice,  avremo 

se  il  punto  è fuori  della  curva  il>il', 

« ■ « « sulla  curva  R=R\ 

« « « « dentro  la  curva  il<il', 

e reciprocamente. 

Circolo. 

430.  Per  questa  curva  si  ha  m=a,  essendo  a il  rag- 
gio, ed  n— — 1.  In  questo  caso  i valori  (3,407)  divengo- 
no entrambi  eguali  al  raggio  a,  dunque 

Teorema  XXVI.  / due  fuochi  del  circolo  coincido- 
no  col  centro. 

La  (10,  412),  nella  stessa  ipotesi  dà  per  d valori  in- 
finiti, e la  (11, 413)  dà  eguali  al  raggio  ciascuno  de’va- 
lori  di  z,  dunque 

Teorema  XXVII.  Le  due  direttrici  del  circolo  sono 
situate  a distanza  infinita. 

Teorema  XXVIII.  / raggi  vettori  dun  punto  qua- 
lunque della  circonjerenza  sono  eguali  allo  stesso  rag- 
gio del  circolo. 

Finalmente  la  formola  (9  , 417)  o pure  direttamente 
questi  due  ultimi  teoremi  danno  zero  per  il  rapporto  tra 
il  raggio  vettore  e la  distanza  alla  direttrice,  e quindi 

Teorema  XXIX.  La  ragione  determinante  del  circo- 
lo è nulla. 

431*  Scolio  I.  Abbiam  veduto  (n.®  407)  che  posto 
,oN  —m+mVT^n 

\ »= — — 

nell'  equazione 

(1)  t/’=2mx-j-nx* 
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rappresentante  tntte  le  curre  coniche  , non  escluso  il  cir* 
colo,  quando  è riferita  all’  asse  della  curra , si  ottiene 

(34)  y=±m. 

Ora  la  forinola  (3)  dinota  le  ascisse  de’ fuochi,  ed  m 
esprime  la  metà  del  parametro,  dunque  in  virtù  della  (34) 
si  conchiude  che  il  parametro  all'asse.,  ovvero  il  para- 
metro PRINCIPALE  d*  una  curva  conica,  è uguale  al  dop- 
pio deir  ordinata  che  passa  pel  fuoco. 

432.  Scolio  IL  Abbiam  veduto  ancora  (teor.  13,  417) 
che  la  ragione  determinante  dell’ellisse  è minore  dell'uni- 
tà, ovvero  è una  ragione  per  dijetto\  nell’  iperbole  (teor. 
18,  424)  la  detta  ragione  è maggiore  dell'  unità,  ovvero 
è una  ragione  per  eccesso',  e finalmente  (teor.  24,  430)  la 
ragione  determinante  della  parabola  è una  ragione  d'  e- 
guaglianza.  Ora  le  tre  voci  ellisse,  iperbole  e parabola 
suonano  appunto,  nell'  idioma  greco,  difetto,  eccesso  , e- 
guagUanza,  dunque  l’origine  de' nomi  dati  a queste  cur- 
ve per  la  prima  volta  da  Apollonio  di  Perga  , si  potreb- 
be far  derivare  dalla  loro  ragione  determinante  (*). 

ARTICOLO  VI. 

Proprietà  che  risultano  combinando  una  lezione  conica  con  una 
retta.  Tangente  e suttangenle;  normale  esunnormale;  diametri; 
polare  e polo  coniugato;  corde  tupplementarie. 

433.  Le  proprietà  trovate  nell’  articolo  precedente  so- 
nosi  ricavate  considerando  1’  equazione  delle  curve  coniche 
in  se  stessa.  Or  passeremo  a studiare  quelle  che  derivano 
combinandola  con  quella  d’una  retta. 

Dal  teorema  generai^  del  n.°  397  si  ha  che  una  cur- 
va conica  non  può  essere  incontrata  da  una  retta  in 
più  di  due  punti. 

Sieno  dunque  M,M'  (Gg.  69)  questi  punti,  e rappre- 
sentino x‘,  y‘  le  coordinate  del  primo  ed  x",  quelle  del 
secondo;  allora , essendo 

(1)  y*=2/na:-j- nx* 

(•)  Rocco— coniche,  pag.  90,  nota. 
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r equazione  di  tutte  le  curve  coniche  riferite  ali'  asse  e 
alla  corrispondente  tangente  al  vertice , si  avranno  le  due 
equazioni 

(2)  y"=2/nx'+nx'*,  y’'’=2nw'+nT'" 

per  indicare  che  i detti  punti  stan  sulla  curva.  Inoltre  la 
retta  DM51'  avrà  per  equazione  (12,  327) 

(3)  y — y'=*(a: — a:'), 
essendo  il  coefficiente  angolane 

(*)  ‘=13 

Quest’  ultima  eguaglianza  indica  solamente  che  la  retta  deb- 
ba passare  pe’ punti  M,  M',  e perchè  convenisse  alla  retta 
che  ha  questi  punti  di  comune  con  la  curva  conica  , con- 
verrà considerarla  insieme  alle  (2).  Or  sottraendo  1’  una 
dall’  altra  quelle  due  equazioni , se  ne  ricava 

y-=(y'  -y«)(y-4-y-')=2«(«'-  a;’')-t-n(x'— »")  (jP'-|-x")  , 
donde  s'ottiene 

/c\  • j-  2»+n(*'+*'') 

W *=— y'+y" 

Questa  formola,  date  la  coordinate  di  due  punti  d’u- 
na  curva  conica , o anche  le  sole  ascisse , perchè  le  ordi- 
nate possonsi  trarre  dalle  (2),  darà  il  coefficiente  angolare 
a,  che  sostituito  quindi  nella  (3)  determinerà  1’  equazione 
della  retta  che  passa  po’ detti  due  punti. 

434.  La  formola  (5),  semprechè  i due  punti  M ed  M' 
sono  sulla  curva,  non  assumerà  giammai  forma  indetermi- 
nata , qualunque  fosse  per  altro  la  posizione  ' relativa  dei 
detti  punti  sulla  curva.  Neppure  indeterminata  riesce  quan- 
d’ anche  i due  punti  vogliansi  supporre  coincidere,  perchè 
allora  sarà  x'=x'’,  y*—y",  e per  conseguenza 

(6)  . 

e ben  si  vede  che  non  v’  è valore  di  x',  col  corrisponden- 
te di  y',  che  possan  render  nulli  ad  un  tempo  i due  ter- 
mini di  questa  frazione.  Può  per  altro  la  detta  espressione 
variare  tra  i limiti  — oo.  e -l-oo,-  e ciò  è d’accordo  col 
significato  di  »,  il  quale  è (8,249)  il  rapporto  di  due  seni. 
Pertanto  la  retta  (3),  il  cui  coefficiente  » sia  quello  dato 

a4 
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dalla  forinola  (6)  , non  avendo  più  che  un  sol  punto  M 
di  comune  con  la  curva,  h stata  denominata  tangente  del- 
la detta  curva.  Nè  bisogna  però  credere  che  tutte  le  vol- 
te che  una  retta  ha  un  punto  di  comune  con  una  curva 
sia  tangente  di  questa;  perchè  un  diametro  qualunque  Ax 
(fìg.  63)  della  parabola  ha  un  punto  solo  di  comune  con 
la  curva  , ma  non  per  questo  è tangente.  Per  ben  inten- 
dere adunque  il  significato  di  tangente  , osserviamo  che 
se  il  punto  M'  si  vada  avvicinando  ad  M e questo  ri- 
manga fisso,  la  segante  MM'  non  fa  che  ruotare  intorno  a 
quest’  ultimo  punto,  e quando  coincide  M con  M' , allora 
la  segante  prende  quella  particolar  posizione  in  cui  s’  ad- 
dimanda  tangente.  Questa  retta  devesi  dunque  intendere 
come  limite  verso  cui  s'avvicina  una  segante,  allorché 
uno  de'  due  punti  d' intersezione  rimanendo  fisso,  l' altro 
s' avvicina  continuatamente  al  primo. 

Pertanto  ponendo  in  (3)  il  valore  di  »,  preso  dalla  (A) 
avremo  l’ equazione 
/.r\  . tn+nx' 

che,  facendo  sparire  il  denominatore , e riducendo  in  virtù 
della  prima  (2),  si  cambia  ueH'altra 
(8)  yy'=(m-\-nx')x-{-mx'’, 

e sì  1’  una  che  l’ altra  di  queste  due  equazioni  appartiene 
alla  tangente  d una  curva  conica,  condotta  per  un  punto 
(i',  y')  preso  su  questa  curva  e chiamato  ponto  di  con- 
tatto, quando  gli  assi  delle  coordinate  sono  l’ asse , o anche 
un  diametro  della  curva  e la  corrispondente  tangente. 

435.  L’  equazione  (8)  applicata  ai  casi  dell’  ellisse  , 
dell*  iperbole  , della  parabola , e del  circolo  , per  le  qua- 

u Giurve  SI  ha  rispettivamente  n= , , m=—  ; n=-r» 


m==~  ; n=o;  n— — 1,  m=r  (essendo  r il  raggio  del  cir- 
colo), si  darà 

equa. della  tang.  alf  ellisse  , 

k* 

j,-,  . a ■ sii’ iperbole  , 

yy'—n^x+x'). 


0.) 


(t.) 

(g 


i 

fy‘=-^(a-\-x‘')x+-~». 


alla  parabola. 
al  cerchio. 
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■ ' 436.  S«  nella  (8)  pongasi  y=o,'  si  avrà 

(66.69), 

e quindi  in  valore  assolato,  sarà 
(9)  1T=AT-AP=-”'  • • 


m+nx' 


m+nx' 


Quest’ espressione,  mercè  la  quale  si  può  determinare 
r altro  punto  T della  tangente,  quando  è dato  il  punto  di 
contatto  M,  s*  addinianda  suttangente,  e si  può  conside- 
rarla sempre  in  valore  assolato;  poiché  quando  è dato  gra- 
ficamente il  punto  di  contatto , si  conosce  da  qual  parte 
debba  cadere  la  sutlangente.  Applicando  la  formola  (9)  al- 
r ellisse,  all'  iperbole  , alla  parabola  e al  circolo  , avremo 
rispettivamente 


is.) 

^ (20-X')*' 

a— ri 

suttangente 

deire///rre  ; 

o (2o+*')x' 

• o+x* 

a 

deir  fperòoZe  ; 

w 

» 

della  parabola; 

{r.) 

^ {3r-~<ri)x' 

r—ri 

» 

del  circolo. 

Paragonando  la  prima , seconda  , e quarta  di  queste 
forinole,  eoo  gli  elementi  geometrici,  che  in  esse  figurano 
(fig.  69,  70,  83)  si  giunge  a stabilire  il  seguente 

XEoaEiiA  XXX.  Nelle  curve  coniche  dotate  di  cen~ 
tro,  la  fuUangente  è quarta  proporzionale  in  ordine  al- 
t ascissa  al  centro,  e alle  due  ascisse  ai  vertici. 

La  terza  poi  di  dette  formole , immediatamente  ci 

dà  il 

Teorema  XXXL  La  suttangente  della  parabola  è 
doppia  delt  ascissa  aW  estremità  del  diaritetro. 

437.  Quando  pel  punto  M di  contatto  (fi^  69^  ti 
conduce  la  perpendicolare  MN  alla  tangente  MT , si  ha 
quella  retta,  che  dai  Geometri  vien  disdnta  col  nome  di 
normale  della  curva.  Dietro  tale  sua  definizione  possiamo 
• dunque  facilmente  determinare  l'equazione  della  normale: 
in  effetti  si  osservi  che  la  retta  che  passa  pel  punto  M 
ha  in  generale  per  equazione: 

(10)  y— y'=»'(x— X'),  . 

e perchè  questa  retta  fosse  perpendicolare  alla  tangente 
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MT,  che  ha  per  equazione  la  (8),  der’ essere,  nel  caso  de* 

• • ■ y*  • f • 

gli  assi  rettangolari  (39,  337)  »'= — quindi  sostitu* 

endo  questo  ralore  in  (10)  si  arrà 
(11)  • 

per  r equaùone  della  normale  richiesta,  quando  però  la  cur- 
va è riferita  al  suo  asse  e alla  corrispondente  tangente. 

Che  se  invece  gli  assi  delie  coordinate  fossero  un  dia- 
metro della  curva  e la  corrispondente  tangente,  allora  chia- 
mando 0 r angolo  formato  da  queste  rette  , dovrà  essere 
(38,  337) 

, y'+(m+»up')cosfl 

''  m+fUf'+y'cosO  ’ 

e perì)  r equazione  della  normale  ad  una  curva  conica,  nel 
caso  che  si  considera , sarà 

(is)  . 

' ^ ^ m+nai'+y'cosfl  ' * 

438.  Ponendo  y=:o  nella  (1 1)  si  ottiene  irrsm-l-nx'-fa' 
=AN,  (fig.  69)  e quindi,  NP=AP — AN= — (m+nx'),  op- 
pure , considerando  il  solo  valore  assoluto , 

(13)  PN=n»4-n*': 

quest’ espressione  la  quale  determina  sull’asse  della  curva 
un  altro  punto  N della  normale,- e quindi  la  posizione  del- 
la normale  essa  stessa,  s’  addimanda  sunnormale\  e si  pon- 
ga mente  a questo,  cioè,  che  la  sunnormale  tratta  dalla 
la  (13)  va  presa  sull'asse  della  curva,  e non  sopra  un  suo 
diam  tro,  poiché  la  detta  formula  si  è dedotta  dalla  ^11) 
e non  dalla  (12). 

Pertanto  l’ equazione  (11)  e là  formola  (13)  applicate 
a ciascuna  delle  curve  coniche  daranno,  rispetto  all'asse  e 
alla  corrispondente  tangente, 

(n.)  y — y‘=———^-^x—x')  equ.  della  norm.  all'e//M5e; 
o [o— » J • 


(«,)  y— »'=- 

(n.)  y-y'=- 


6’(o+x')'' 


m 


r— 


fx — «') 


a\Y  iperbole  ; 
alla  parabola'. 
al  circolo. 
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{S'.) 

sunnormale 

dell’  ellisse  ; 

» 

dell’  iperbole'. 

K) 

S,=m 

9 

della  parabola; 

S^=r—x> 

9 

. del  circolo. 

OsserrKido  cbe  a^x',  a-^-x\  r — x'  sono,  oeU'  ellisse, 
Dell’iperbole,  e nel  circolo,  le  ascisse  al  centro  del  punto 
M ( fig.  69,  70,  83  ) , e che  m h il  semiparametro  della 
parabola , si  raccolgono  dalle  precedenti  quattro  formole  i 
seguenti  teoremi 

TEOasHA  XXX.I1.  Zid  sunnormale  dell' ellisse  sta  ai- 
ì ascissa  al  centro-,  come  il  quadrato  del  semi  asse  mi- 
nore al  quadrato  del  semi  asse  maggiore  ; e la  sunnor- 
male in  un  punto  dell  iperbole  sta  all’  ascissa  al  centro, 
coltre  il  quadrato  del  semiasse  non  trasverso  a quello 
dell  asse  trasverso. 

Tbouha  XXXIU.  Nella  parabola  la  surmormale  , 
rispetto  a qual  siesi  punto,  è costantemente  eguale  alla 
metà  del  parametro. 

Teorema.  XXXJV.  Nel  circolo  tutte  le  siamormaU 
si  riducono  al  centro,  e però  la  normale  > in  qualunque 
punto , è lo  stesso  raggio. 

Da  quest*  ultimo  teorema  se  discende  inunedìatainen- 
te  l’altro  già  note 

Teorema  XXXV.  La  tangente  al  circolo  è perperr- 
dicolare  al  raggio  nel  punto  di  contatto. 

439.  Le  equaiiooi  (8)  e (li),  come  abbiant  veduto , 
BOB  quelle  della  tangente  e delia  normale  ad  una  curva 
conica,  io  lUi  punto  di  essa  , e la  seconda  ha  luogo  solo 
rispetto  air  asse  e alla  corrispondente  tangente.  Or  se  si  sup* 
ponga  che  le  coordinate  or',  y'  del  punto  di  contatto  sie* 
no  incognite,  e cbe  la  tangente  o>  1»  nornrale  flebban  pas- 
sare per  un  punto  dato  ( lig.  69  ) , le  cui  coordinate  sìe- 
no  y",  deve  aver  luogo  la  condizione 

(14)  per  1»  tangei^e,  e 

(15)  y* — y*=i ^ — X')  per  la  normale. 

Occupandoci  per  ora  della  tangente,  osserveresio  che 
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il  punto  (x',  ji')  dovendosi  trovare  sulla  curva  , si  ba  pu- 
re l'altra  equazione  di  condizione  (2) 

(2)  y"=2rauE'-f  «05^; 

mercè  dunque  le  due  equazioni  (14)  e (2)  possiamo  rica- 
varci i valori  delle  due  incognite  y'.  Pertanto  combi- 
nando le  (li)  , -(3)  se  ne  trae 

I m{y"' — TO.r“ — n®"*)+my''V  t/"* — 2m;c" — n*** 

m'-n(y”‘—Ìmaf  — «x  '*  1 . V 

/»ìy  y?-2/nx‘'-nx^„  ^ 

m’ — n{y"' — 2mx" — ?i.r"*)  *».*■ 

Or  si  vede  clié  queste  espressioni  saranno  reali,  e per- 
ciò ciascuna  ammetterà  due  valori  distinti  , quando 
2mr''-|-m“*;  e questi  saranno  eguali,  se  # 

saranno  immaginarii , se  y"*<2fl^-f-nas**;  ma  nel  primo  ca- 
so (n.”  398)  il  punto  (a^,  y*)  è fuori  della  curva,  nel  secon- 
do è sulla  curva  , e nel  terzo  è dentro  di  essa,  dun<]ue 
Teorèma  XXXVI.  Da  un  punto  dato  fuori  d' una 
curva- còrnea,  si  posson  condurre  a questa  due  tangenti  ; 
da  un  punto  dato  sulla  curva  , si  può  menare  una  sola 
tangente;  e finalmente  da  un  punto  dato  dentro  la  cur- 
va non  si  può  menare  tangente  alcuna. 

440-  Le  formole  precedenti  (16)  son  proprie  a cal- 
colar numericamente  le  coordinate  delf  incognito  punto 
di  contatto  ; ma  mettendo  in  uso  il  mètodo  sposto  nel 
(n.*  343)  potremo  assegnare  graficamente  il  detto  punto, 
costruendo  ad  un  tempo  i due  luoghi  geometrici  (2)  e 
(14)  su  i quali  deve  trovarsi.  £ però  si  rifletta  ebe  il 
primo  di  essi  è la  stessa  curva  conica  data , e I*  altro  è 
una  retta  che  incontra  l'asse  delle  ascisse  ad  una  dìMan- 
za  dall'origine, 

(17)  , 


mar 


~~  m+nar"  ’ 
e quello  delle  ordinate  ad  una  distanza 


(*8) 

Costruita  pertanto  la  retta  che  passa  per  i due  pon- 
ti determinati  da  queste  due  formole,  il  suo  incontro  con 
la  curva  dota  assegnerà,  in  genmide,  due  punti  di  contat- 
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to.  Ed  è importante  l’osservare  che  la  formola  (17)  esseo* 
do  indipendente  dall’ ordinata  del  punto  da  cui  si  mena 
la  tangente,  quella  formola  resterà  la  stessa  per  tutti  quei 
punti  aventi  una  stessa  ascissa;  vale  à dire  per  tutti  i pun- 
ti d'una  retta  parallela  all’asse  delle  ordinate,  e però  qua- 
lunque sia  la  posizione  del  punto  dato  D sopra  una  retta 
parallela  all’asse  Ay  , la  retta  P.ÌVf.M  , determinante  gl’i- 
gnoti punti  di  contatto,  passerà  sempre  per  io  stesso  punto 
P,.  E riflettendo  che  il  ragionamento  fin’  ora  tenuto  , co- 
me in  altro  caso  si  è fatto  osservare  (331)  è indipenden- 
te dall’angolo  degli  assi,  si  può  conchiudere  il  seguente 

Teorema  XXXVII.  Se  nel  piano  d'  una  curva  coni- 
ca si  conduca  una  reità,  e da  ciascun  punto  di  questa 
si  menino  le  coppie  di  tangenti;  tutte  le  rette  che  pas- 
seranno per  le  diverse  coppie  di  punti  di  contatto,  an- 
dranno a passare  per  uno  stesso  punto,  il  quale  sta  su 
quel  diametro  della  curva , che  ha  per  corrispondente 
tangente  la  parallela  alla  retta  data. 

441.  Per  vedere  se  la  reciproca  di  questa  proposi- 
zione sia  pur  essa  vera;  dinotiamo  con  x'  l'ascissa  AP,,  con 
x",  y*  le  coordinate  del  punto  M, , con  x",  y‘"  quelle  di 
M;  con  < ed  u le  coordinale  del  punto  di  concorso  delle 
due  tangenti  M,D , MD  : avremo  così  le  seguenti  equa- 
zioni 

(19)  y*‘=2OTx"-f-n»"Vy"”=2ma:''’-fna;’"‘; 

(20)  ui(*ss.{mr\-rai')t-\-msi\  uy‘"=(m-tpnx‘'')t-^mx''' , 

(21)  <r«y"‘_y''aE>'=a:'(y‘''-y''); 

delle  quali  le  priihe  due  indicano  le  condizioni  perchè  i 
punti  M,  ad  M sieno  suHa  curva;  le  seconde  esprimono  le 
condizioni  perchè  le  due  tangenti  vadano  a passare  per  lo 
stesso  punto  D {t,  u)  ; e finalmente  1’  ultima  esprime  la 
condizione  perchè  la  segante  menata  per  P,  passi  ancora 
per  M ed  M..  Or  se  fra  le  cinque  precedenti  equazioni 
si  eliminino  le  quattro  quantità  a!‘,  y",  x'",  y'" , si  otter- 
rà un’  equazione  in  t ed  u,  la  quale  sarà  quella  del  pun- 
to di  concorso  delle  due  tangenti,  indipendentemente  dal- 
la posizione  di  queste  tangenti.  Pertanto  sottraendo  le  (20) 
se  ne  trae 

■ y"'—y" fii-t-m 

x'" — x"  « 


DigitizLrJ  Ly  Google 


360 


mn  3EC(WDA 


indi,  molliplicaudu  la  prima  delie  (20)  Ic'"  /e  U se* 
conda  per  a!‘ , sottraendo  l’ una  dall'  altra  le  equazioni  ri» 
saltanti,  e riducendo  in  virtù  della  (21)  si  otterrà 

mi 
x'u 

ed  in  fine  in  virtù  di  queste  due  ultime  equazioni  si  avrà 
(puf  m)t=  — mx' 

ovvero,  rimpiazzando  t con  x , il  che  non  altera  il  risul* 
lamento , sarà 

(24)  (nx'+TO)*= — mx'. 

. Quest' ultima  equazione,  come  vedesi , è quella  d’ una 
retta  parallela  all’  asse  delle  ordinate  , e però  , reciproca- 
mente al  teorema  precedente  si  ha  l'altro 

Teorema  XXXVIII.  Se  per  u>i  punto,  preso  nel  pia- 
no (T  una  sezione  conica  , si  menino  quante  si  voglian 
seganti,  e pe' punti  cC  intersezione  di  ciascuna  si  condu- 
cano le  coppie  di  tangenti-,  i punti  d incontro  di  cia- 
scuna coppia  saranno  allogati  sopra  una  retta  paral- 
lela alla  tangente  corrispondente  di  quel  diametro  della 
curva,  che  va  a passare  pel  punto  dato. 

442.  Posto  ciò,  i Geometri  han  convenuto  di  dare  il 
nome  di  polare  alla  retta  ora  indicata,  cioè  alla  retta  luo- 
go del  concorso  delle  coppie  di  tangenti  condotte  ad 
lina  curva  conica  per  i punti  d intersezione  di  tutte  le 
leganti,  che  vi  si  menano  per  uno  stesso  punto,  e que- 
sto punto  si  è chiamato  polo  coniugato  della  polare,  o sem- 
plicemente polo. 

Applicando  la  (24)  a ciascuna  delle  curve  coniche  in 
particolare,  col  sostituire  per  m ed  n i loro  valori  relati- 
vi a questi  casi  si  troverà  • 

P**"  ellisse  (fig.  69)  ; 

*=— ^^=AE  per  1’  iperbole  (fig.  70)  ; 

•r= — x'=AE  per  la  paroào/a  (fig.  71); 

TOC* 

x= ;=AE  pel  circolo  (fig.  83). 

Or  la  prima  di  queste  formolo  per  tutti  i valori  di 
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xf  positivi  e minori  di  a è sempre  negativa;  laddove  poi 
è sempre  positiva  per  tutti  i valori  di  x'  negativamente 
presi;  quindi  se  il  polo  sta  tra  il  vertice  A (fig.  69)  e il 
centro,  la  polare  cade  a sinistra  di  A,  e però  fuori  della 
curva,  ed  all’opposto  cadrà  dentro,  se  il  polo  sta  a drit- 
ta di  A , e dentro  la  curva.  Altrettanto  può  dirsi  an- 
cora se  il  polo  cada  tra  A'  e G , oppure  al  di  là  di  A'  ; 
nel  primo  caso  la  polare  cadrà  fuori , e nel  secondo  den- 
tro la  curva.  Esaminando  le  altre  tre  formole  precedenti, 
e confrontandole  con  le  curve  alle  quali  rispettivamente 
corrispondono,  se  ne  conchiuderà  il  seguente 

Teorema  XXXIX.  In  ogni  curva  conica  la  polare 
cade  Juori  o dentro  la  curva  , secondo  che  il  polo  è 
dentro  o fuoH. 

Inoltre  per  l’ èllisse  (fig.  69)  sì  ha 
CE=AC-AE=:«4.  “* 


per  l’iperbole  (fig.  70) 

CE=AC-l-AE=i<i- 
pel  circolo  (fig.  83) 


0 — x' 


ax 


AG" 


a+x*  o+x'  CP 


nf 


CE=AC— AE=r+— = 


AG 


T—Xf 


-X'  CP 


e finalmente  per  la  parabola  (fig.  71)  si  ba  A£i=AP. 
Pertanto  si  pub  conchiudere  Ù seguente 

Teorema  XL.  NelV  eUissCy  nell'  iperbole f e nel  cir- 
colo,  le  tre  distane  della  polare,  dell’estremità  del  dia- 
metro, e del  polo  al  centrOr  contate  sullo  stesso  diame- 
tro, sono  continuamente  proporzionali.  Nella  parabola 
poi  le  distanze  della  polare  e del  polo  al  vertice,  e con- 
tate sullo  stesso  diametro^  sono  eguali, 

. ' $43.  Facendo  x'=o  nella  (24)  si  ha  subito  x=o  , e 

ponendo  x'=— ^ ) ne  viene  x=xae;  questi  due  risultamen- 

ti  dan  luogo  ai  seguenti  corollarii. 

I.  La  polare  dell  estremità  del  diametro  d'una  cur- 
va conica  è la  tangente  condotta  per  questo  estremo. 

n.  La  polare  del  centro  cC  tma  curva  conica  è po- 
sta a distanza  infimta. 
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E finalmente  , diridendo  ambi  i membri  della  (24) , 


per  X',  e quindi  ponendo  x'=  oo,  si  ottiene  x=— — dun- 


que , reciprocamente  al  corollario  precedente;  si  ha  1'  altro 
III.  La  polare  d’  un  punto  situato  a distanza  infi- 
nita è il  centro  della  curva. 


444.  Abbiam  yeduto  che  1’ equazione  (14,  439),  allor- 
ché x‘,  y*  si  considerano  come  due  variabili , è quella  della 
retta  che  passa  pei  punti  di  contatto  delle  due  tangenti 
menate  dai  punto  che  ha  per  coordinate  x",  y".  Or  quel- 
r equazione  (14)  non  difierisce  dalla  (8,  434) , che  appar- 
tiene alla  tangente  alla  curva,  menata  per  un  punto  x',  y' 
di  questa  curva  ; e poiché  tanto  vaie  considerar  x',  y'  come 
variabili  ed  x",  y"  come  date  nella  (14)  quanto  supporre 
X,  y variabili  ad  x',  y'  date  nella  (8),  così  la  sola  equazione 


(8)  yy's=(/»-|-nx')»-l-mx' 

apparterrà  alla  tangente  nel  punto  x',  y',  se  questo  punto 
è dato  sulla  curva  ; ed  alP  opposto,  quando  il  punto  x',  y' 
è dato  juori  della  curva  , apparterrà  alla  retta  che 
passa  pei  punti  di  contatto  delle  due  tangenti,  menate 
da  quel  punto , e la  quale  , evidentemente , è la  polare 
del  detto  punto. 

445.  Passiamo  ora  ad  occuparci  delia  normale  ad  una 
curva  conica,  condotta  per  un  punto  (x^,  y')  della  curva  : 
la  condizione  perché  questa  normale  passi  per  un  punto 
dato  (x",  y")  è (15,  439)  . ’ 


y"— y'= ^x"-x'V. 

^ wi+nx'^  ' 


In  questo  caso  gli  assi  delle  coordinate  sono  lo  stesso  asse 
della  curva  e la  corrispondente  tangente  ( n.**  43T  ).  Dippih 
se  il  punto  X*,  y'  é dato  sulla  curva  allora  per  mezzo  della 
stessa  (15)  potremo  assegnare  un  altro  punto  qualunque 
della  normale  , o potremo  immediatamente  servirci  delle 
formolo  della  sunnormale  , trovate  nel  n.°  438.  Ma  se  il 
punto  per  lo  quale  devesi  condurre  la  normale  é fuori 
della  curva  , allora , analogamente  a quel  che  si  é fatto 
nel  n.*  440  per  la  tangente  , bisognerebbe  combinare  la 
(15)  con  l’altra  equazione  (2,  433) 


(2) 


y'*a=2mx'-fnx'‘, . 
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la  quale  - esprime  cbe  il  ponto  s',  y'  è sulla  curva,  ovvero 
è qudlo  io  cui  la  normale  incontra  la  curva.  Allora , mercè 
la  (15)  e quest’  ultima  equazione,  potremmo  ricavare  le  due 
incognite  del  problema  x‘,  y‘.  Ordinando  pertanto  la  (15) 
secondo  queste  incognite  essa  diviene 

(26)  (i+nyy‘-^m~3^)y'—n/a/--my‘'===o^ 

e poiché  quest’  equazione  , come  vedesi  , è del  secondò 
grado  rispetto  alle  due  incognite  , e che  però  combinata 
con  la  (2)  parimente  del  secondo  grado , danno  un’ equa- 
zione tinaie  del  quarto  grado  , cosi  ne  segue , in  generale , 
il  seguente 

Teokeua  XLI.  Per  un  punto  dato  nel  piano  d una 
sezione  conica  , si  possono  condurre  quattro  normali 
alia  curva. 

446.  Si  potrebbe,  in  luogo  di  effettuare  la  elimina- 
zione , costruire .,  come  altrove  ( n.°  440  ),  il  luogo  geo- 
metrico (26)  , il  quale  , secondo  il  detto  nel  n.°  286  è 
un’iperbole  ; ma  neppure  ci  occupiamo  per  ora  di  questa 
costruzione  , riserbando  la  soluzione  del  problema  per  un 
luogo  piu  proprio. 

447.  Nel  combinare  l’equazióne  d’ una  curva  conica 
con  quella  della  retta , abbiam  supposto  esser  questa  ob- 
bligata a passare  pe’  due  pùnti  che  ha  di  comune  con  la 
curva.  Ora  imprenderemo  la  questione  sotto  altro  punto 
di  vista , supponendo  che  la  retta  sia  solo  obbligala  a 
passare  per  un  punto  dato  (x',  y')>  di  guisa  che  la  sua 
equazione  sia 

(27)  y—y>=zs{x—x‘) , 

dinotando  a il  coefficiente  angolare  , il  quale  per  ora  resta 
indeterminato , e combinando  quest’  equazione  con  quella 
della  curva  ( 1,  433  ) 

(1)  y*=2mr-f-nj>*, 

per  eliminarne  la  y,  risulterà  1'  equazione 

(28)  (n— **)x*-|-2(m-f.»*j5'— <ty')a! — y'*-|-2»a:'y'— »*z:''=o, 

la  quak  se  avrà  radici  immaginarie  per  dati  valori  non 
solo  di  a’  ed  y',  ma  di  a ancora , ciò  vorrà  dire  che  per 
que’  valori  la  retta  (27)  non  incontra  la  curva  : che  se  le 
radici  son  reali  • disuguali,  allora  la  retta  incontrerà  la 
curva  in  due  punti  distinti  ; e finalmente  se  le  dette  ra- 
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dici  risulteranno  egnali , i due  punti  à confonderanno  in 
uno  , e la  retta  (^)  sarà  tangente  della  curva.  Trovate 
una  volta  le  radici  della  (28) , le  qnati  dinoteremo  con  ar, 
ed  x„  saran  queste  le  ascisse  de'  punti  d’ incontro  della 
retta  con  la  sezione  conica  ; e chiamando  y,  , y.  le  ordi> 
nate  corrispondenti  , queste  verran  determinate  dalle  due 
equazioni 

y,*=2rn3:,+nx,! , 

le  quali  esprimono  che  i ponti  («,,  y,)  , (x.  • y.)  si  tro- 
vano sulla  curva.  Mercè  le  stesse  ascisse,  e per  la  formolo 
( 17,  331  ) potremo  calcolare  la  corda  compresa  tra  quei 
due  punti  ; come  pure  si  potran  conoscere  le  coordinate 
del  punto  medio  di  questa  corda.  Ed  in  effètti  dinotando 
con  r ed  u le  dette  coordinate  , queste  devono  verificare 
l’equazione  (27)  della  retta  sulla  quale  è contata  la  corda, 
e però  s’avrì  dapprima 
(29)  u-~y'=%(t — x’)  , 

e dippiù  si  ha  evidenlementè  t=  ^ (x,-f-x,) , poiché  l' a- 
scissa  del  punto  medio  è la  metà  della  somma  delle  ascisse 
degli  estremi.  Or,  essendo  la  somma  delle  due  ra- 

dici della  (28)  eguale  al  coefficiente  del  suo  secondo  ter- 
mine col  segno  cambiato  , sarà 


e quindi  sostituendo  questo  valore  io  (29)  se  ne  trarrà., 
dopo  facili  riduzioni 


(31) 


n{y' — *x’) — otn 


Queste  due  formole  (30)  e (31),  possono  esser  semplifica- 
te , osservando  che  y' — olx'  rappresenta  1*  ordinata  all*  ori- 
gine della  retta  (27),  che  è la  stessa  corda  prolungata. 
Ponendo  dunque  y'  - «x'==/?,  avremo 


IH 


(31) 


fn— «m 


448.  Posto  ciò  se  le  quantità  x e fi  son  date  , il  che 
vuoi  dire  se  è data  la  retta  , le  precedenti  formole  de- 
termineranno , in  generale , le  coordinate  del  punto  me- 
dio della  corda  da  quella  retta  fissata  nella  curva  ; e se 
le  dette  quantità  si  prendano  entrambe'  ad  arbitrio , le 
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medesime  fcurmole  forniranno  un  compl^so  di^puati  senza 
alcuna  dipendenza  , al  pari  che  indipendenti  l’una  daU’al- 
tra  sono  le  varie  posizioni  che  si  assegnano  alia  retta  se- 
gante. Ma  se  una  di  quelle  quantità  s o /3  avendo  un' 
valor  fisso  e determinato , l’ altra  si  faccia  variare  secondo 
una  certa  determinata  legge  , o più  generalmente  se  la  c 
e /3  verificano  una  data  condizione,  in  modo  da  rimaner 
1'  una  dipendente  dall'altra,  allora  le  formolo  (30)  e (31) 
assegneranno  una  serie  di  punti  connessi  tra  loro  con  una 
legge,  che  dalle  condizioni  precedenti  dipende:  co»  si 
può  supporre  » costante  e fi  arbitrariamente  variabile  ; al- 
lora tutte  le  seganti,  e perciò  anche  le  corde,  saranno  pa- 
rallele tra  loro  ; oppure  sì  può  supporre  fi  costante  ad  » 
variabile , ed  allora  tutte  le  seganti  andranno  a passare 
per  un  punto  medesimo.  In  ambo  i casi , eliminando  dalle 
due  equazioni  (30)  e (31)  quella  delle  due  arbitrarie  .ri- 
masta indeterminata  , si  avrà  Un’  equazione  tra  le  variabili 
t ed  u,  la  quale  costituisce  la  legge  di  dipendenza  fra 
queste  due  coordinate,  ed  indica  perciò  un  luogo  geome- 
trico. ' . 

4149.  Pertanto  supponendo  per  ora  il  primo  caso , cioè, 
che  la  retta  segante  si  muova  parallelamente  a'  se  stessa  , 
sarà  « còstante  e fi  indeterminata  ; laonde  eliminando  dal- 
le (30)  e (31)  questa  quantità,  ne  risulterà  l’equazione 


n . m 

“=*7^+T» 

a a 


o ciò  che  vale  lo  stesso  , cangiando  t in  x ed  u in  y 


(32) 


Or  quest’  equazione  è quella  d’ una  retta , dunque 

Teorema  XLII.  Se  in  una  sezione  conica  si  meni  un 
sistema  di  corde  tutte  parallele  ad  una  direzione  data, 
il  luogo  geometrico  de'  punti  medii  delle  corde  determi- 
nate da  queste  seganti  nella  curva  , sarà  una  retta.' 

Questa  retta  , secondo  la  definizione  data  nel  n.*  278 
è dunque  un  diametro  della  curva  ; e poiché  dando  tutti 
i valori ' possibili  ad  a,  vale  a dire  cambiando  in  tutti  i 
modi  possibili  la  direzione  del  sistema  di  corde  , 1’  equa- 
zione (32)  continua  ad  esser  quella  d’  una  retta , ne  segue 
per  conseguenza,  che  in  ogni  sezione  conica  v'ha  un'injì^ 
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nità  di  diametri'^  il  che  si  sapeva  d'altronde  (teor.  I,  37 1). 
Inoltre  tutti  questi  diametri , siccome  io  indica  la  loro 

equazione  (32)  incontran  1’  asse  ad  una  distanza^ — — , 

cioè  vanno  a passare  pel  centro , essendo  appunto — — 

r ascissa  di  questo  centro  al  vertice  ( n."  395  ).  Quindi 
la  parabola  avendo  il  suo  centro  situato  a distanza  infini- 
ta , ne  segue  che  tutti  i suoi  diametri  son  paralleli  tra 
loro  ; e però 

Teorema  XLIII.  Tutti  i diametri  delle  curve  coni~ 
che  dotale  di  centro  passano  per  questo  ; e nella  pa- 
rabola essi  son  paralleli  tra  loro. 

450.  Avendo  fatto  y' — ( n.®  447  ) l*  equazione 
(27)  potrà  più  semplicemente  scriversi  così  : 

(33)  y=«x4-^  ; 

e r equazione  (32)  rappresenterà  un  individuato  diametro 
della  curva , qualora  in  quest*  ultima  equazione  (33)  si  as- 
segni ad  » un  valore  anche  individuato  ; allora  la  retta 

(33)  determina  la  direzione  del  sistema  di  corde,  e quindi 
la  (32)  quella  del  diametro  coniugato  di  questo  sistema  : 
per  questa  ragione,  chiameremo  per  brevità , dirigente  quel- 
la retta  la  quale,  a simiglianza  della  (33)  dirige  il  sistema 
di  corde  parallele  menate  nella  curva. 

Posto  ciò  , se  supponiamo  essere  il  diametro  (32)  la 
dirigente  del  sistema  di  corde  , allora  è chiaro  che  per 
avere  1’  equazione  del  diametro  coniugato  di  questo  siste- 
ma,. bisognerà  sostituire  nella  stessa  (32)-^  in  luogo  di 
a,  e così  s'  avrà  1’  equazione 

(34)  y=«r-l-— , 

che  sarà  quella  del  diametro  coniugato  al  sistema  di  corde 
parallele  al  diametro  (32)  , e siccome  ci  mostra  dijipiù 
che  questo  diametro  è parallelo  alla  dirigente  (33)  e per- 
ciò parallelo  al  sisteina  di  corde  coniugate  del  diametro 
(32)  , ne  segue  immediatamente  secondo  la  definizióne  del 
D.°  289  che  i due  diametri  (32)  (34)  son  coniugati  ; laonde 
TBoasMA  XLIV;  In  ogni  sezione  conica  , ciascun 
diametro  ammette  il  suo  coniugato. 
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Scolio.  Ndla  parabola  il  coniugato  di  ciascun  dia* 
metro  è posto  a distanza  inSnita. 

451.  Poniamo  , per  lievità 


(35) 

e le  due  equazioni  (32) 
diverranno 


e (34)  dei  diametri  coniugati 


(36)  y=»'a;4./3'  ; y=ax-\-P 


e tra  i coefficienti  angolari  «,  a'  vi  sarà  la  prima  relazio- 
ne (35),  cioè 


(35)' 


452.  Se  ora  per  fissare  la  posizione  d’uno  di  questi 
diametri  , e sia  il  primo,  si  scelga  un  altro  punto  (de',  y'), 
dovrà  aversi  allora 


y'=»'x'-f  i3',  donde  , 

e sostituendo  ad  a'  e i valori  (35)  si  avrà 

«ar'+a»  • i.  , *«y'  mv'  „ «»  natM-»» 

«= — ; — , e quindi  — 2—,  B=  — . 

y ’ * nx^+m’  nx'+a*  n y' 

e i due  diametri  coniugati  (36)  avranno  per  definitiva 

equazione  esplicita  , e dipendente  dalle  coordinate  a;',  y' 

nx'+m  . m nx'+m  nv'  mv' 

(37)  . —, 


fix'+m  '^iix'+in 


e sotto  questa  forma  , se  x^,  y'  son  le  coordinate  d’  un 
punto  preso  sulla  curva  , si  vede  che  il  primo  di  questi 
diametri  è parallelo  alla  tangente  menata  per  questo  punto 
(6,  330),  e però,  essendo  nel  tempo  stesso  x',  y'  le  coor- 
dinate dell’estremità  del  secondo  di  detti  diametri  ne  segue 

Teoreiu  XXiV.  J?i  due  diametri  coniugati  l'uno  è 
parallelo  alla  tangente  menata  per  l’ estremità  dell*  al- 
tro ; e reciprocamente 

Teorema  XLVI.  La  tangente  in  un  punto  étuna  se- 
zione conica  è parallela  al  diametro  coniugato  di  quello 
che  passa  pel  punto  di  contatto. 

453.  Corollario.  Se  in  una  curva  conica  ( fig.  72  ) 
si  conducano  due  corde  parallele  £F,  E'F',  e quindi  una 
terza  MM' , queste  tre  corde  saran  divise  per  metà  nei 
punti  G,  G',  P da  uno  stesso  diametro  DD'.  Quindi,  con- 
giungendo  le  corde  ££',  FF'  si  verrà  a formare  un  tra- 
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pexio  EFF'E'  ; e poiché  le  due  basi  parallele  £F  , ET' 
son  divise  per  metà  dal  diametro  DD'  , anche  PP'  pa- 
rallela ad  esse  sarà  divisa  per  metà  in  Q , e sarà  perciò 
PQ=P'Q  ; ma  è pure  MQ=:M'Q  , dunque  sarà  MP=M'P' 
vale  a dire  che  se  in  una  sezione  conica  si  conducano 
tre  corde  parallele , e due  qualunque  di  queste  si  con- 
giungano  per  i loro  estremi,  le  parti  della  terza,  com- 
prese tra  le  congiungenti  e il  perimetro  della  curva  sa- 
ranno eguali  tra  lotx). 

454'.  Abbiamo  fin’ ora  supposto  l’ arbitraria  » costante 
nelle  due  equazioni  (30),  (31)  e fi  indeterminata  : ora  al- 
r opposto  supporremo  quest’  ultima  come  costante,  lascian- 
do indeterminata  la  prima , e con  ciò  si  verrà  a supporre 
che  la  segante  passa  sempre  pel  medesimo  punto  , cam- 
biando direzione.  Eliminando  pertanto  la  • tra  le  due  e-, 
quazioni  indicate  n’emergerà  l’altra 

(38)  y*—nx' — fiy—mx=o, 

la  quale , secondo  che  n<o,  n>o,  n=o,  n= — 1 , rappre- 
senterà un'  ellisse,  un'  iperbole,  una  parabola,  o un  circolo, 
e passerà  sempM  pel  punto  dato , poiché  quando  x=o  si 
ha  y=^fi,  o anche  y=o.  Quindi  ne  segue  il  seguente 

Teosema  XLVII.  Se  per  un  punto  , preso  nel  piano 
d una  sezione  conica  , si  conducano  quante  si  voglian 
seganti,  il  luogo  geometrico  de’ punti  di  vmzzo  delle  rispet- 
tive corde , sarà  mi  altra  sezione  conica  della  medesima 
specie,  che  passa  pel  puntq  dato  e pel  punto  di  contatto 
della  tangente  menata  per  questo  punto  alla  curva  data. 

455.  Trovate  queste  proprietà  delle  curve  coniche  , 
dedotte  dalla  considerazione  de’  punti  medii  d’  un  sistema 
di  corde , passiamo  a cercarne  delle  altre , considerando  le 
distanze  d' un  punto  qualunque  , preso  sulla  segante, 
ai  punti  d’ intersezione  con  la  curva.  Dinotiamo  adunque 
con  si,  y‘  le  coordinate  d'  un  punto  N ( fig.  73  ) della 
segante , con  Sei'  le  distanze  NM  , Nfii'  ; ed  essendo 
X, , X,  le  ascisse  de’  punti  M,  M',  le  quali  sono  appunto 
le  radici  della  (28,  447),  avremo  (17,  331) 

(39)  i=(x'—x,)Y"i+^  ì * — (a^— ^.)V’  1+»*, 

donde  si  trae 

(40)  33'=(*'— «.X«'-*.)(<+»‘) 

sL*"— (».-H.)jf  ’+».» J (H-»‘)  ; ' : 
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DM,  per  le  reinioni  tjra  le  radici  ed  i coefficienti  d’ un'e- 
quazione , si  ha  secondo  1*  equazione  (28,  447) 

_ . . y'*-a«-y'+.V 

*•+*•—  * si::?: » 

quindi  sostituendo  in  (40)  si  otterrà 

(4i)  35'=(n»'-+2m4:'-K'‘)^. 

Secondo  questa  formola , se  per  lo  stesso  punto  N 
( x',  y'  ) si  meni  una  seconda  segante  Nm  , il  cui  coeffi- 
ciente angolare  sia  e si  dinotino  con  S, , S,  le  distanze 
Nm,  Nm',  si  avrà 

Ì,5,=(nx'*-f-2OTx' — y**)- 


e perciò , dividendo  la  (41)  per  quest’  ultima  equazione , 
n’  emergerà  i 

^ U+-'*)(ll-a-)' 

Segue  da  quest*  ultima  formola,  che  se  N'  è un  altro 
ponto  qualunque,  che  può  star  fuori  o dentro  della  curva , 
essendo  che  quest’  ultima  formola  è indipendente  dalle 
coordinate  di  detto  punto,  e sieno  N'M",  N'm"  due  altre 
seganti , rispettivamente  parallele  ad  NM,  Nm,  il  rapporto 
dei  rettangoli  N'M''xN'M*',  N'm"  X N'm"'  sarà  espresso  pa- 
rimente dal  secondo  membro  della  (42),  e però  sarà 

NMxNM'  N'M"xN'M” 

Nm  X Nm'  N'm"xN'm'" 

Scolio.  Se  il  punto  donde  si  mena  il  secondo  sistema 
di  seganti  è il  centro  C della  curva , e per  esso  si  condu- 
cano I due  diametri  HH',.  KK'  paralleli  rispettivamente  ad 
NM,  Nm,  sarà  pure 

NMxNM'  CHxCH'  uT‘ 

NmxNm'~CKxCK'“*Ot‘ ’ 

e però  f. 

Teorebia  XLVIII.  Se  nel  piano  tPuna  curva  conica^ 
■dotata  di  centro,  si  conducano,  per  un  punto  qual  si 
voglia,  due  rette  che  taglino  la  curva;  i rettangoli  del- 
le parti  comprese^  tra  quel  punto  ed  i punti  d’ incontro 
con  la  curva,  saranno  tra  loro  nella  ragione  dei  qua- 
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drati  dei  semidiametri,  a quelle  rette,  rispettivamente, 
paralleli. 

456.  Se  le  seganti  divengono  tangenti  della  curva  , 
allora  il  precedente  teorema  si  biuta  nell’  altro 

Teoreua  XLIX.  Se  per  un  punto  preso  nel  piano 
d’ una  sezione  conica,  dotata  di  centro  , si  menino  le 
due  tangenti  alla  curva,  queste  staranno  tra  loro  come 
i semidiametri  ad  esse  rispettivamente  paraUeli. 

457.  Nel  caso  più  generale  duna  curva  conica  qua- 
lunque, si  ha  dapprima  che  se  OT,  OT'  son  due  tangetì- 
ti,  parallele- rispettivamente  ad  Nm,  NM,  i rettangoli  che 
si  sarebbero  ottenuti,  qualora  le  rette  condotte  da  O fos- 
sero state  seganti,  essendosi  cangiati  ne’ quadrati  delle  tan- 
genti OT,  OT',  si  avrà 

NWXNM'_^OT* . 

N/wXNw'  OT'* 

e perciò 

Teorema  L.  Se  per  un  punto,  preso  nel  piano  d una 
sezione  conica  qualunque,  si  conducano  due  rette,  che 
taglino  la  curva,  i rettangoli  delle  parti  di  queste  rette, 
comprese  tra  il  dato  punto  e i punti  d'  incontro  con  la 
curva,  saranno  tra  loro  nella  ragione  dei  quadrati  del- 
le tangenti  menate  alla  curva  , e parallelamente  alle 
rette  date. 

Dinotando  dunque  con  S,  S‘  le  parti  della  prima  ret- 
ta, con  3" , S'"  quelle  della  seconda,  con  r,  r'  le  porzioni 
di  tangenti  OT,  OT',  avremo  la  formola 

ss»  T* 

S"S"' 

essendo  q una  quantità  data,  rappreserttante  il  rapporto 
de'  quadrati  delle  tangenti  menale  alla  curva  paràllèla- 
mente  alle  seganti,  quale  che  si  fosse  il  punto  donde 
queste  seganti  sieno  state  menate. 

458.  Dai  teorema  fondamentale  del  n.°  prec.  discen- 
dono alquanti  corollarii,  che  qui  appresso  andremo  espo- 
nendo. 

Corollario  I.  Se  AC  , BD  (fig.  74)  son  due  corde 
parallele,  condotte  in  una  curva  conica;  si  congiungano  le 
AB , CD  in  modo  da  formare  il  trapezio  ABDG , e • si 
prenda  nn  punto  qualunque  P sulla  medesima  curva,  dal 
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quale  si  conducano  le  SPT,  FRK,  parallele  rispeltivamea- 
te  ad  AB  e AC;  allora,  essendo  S,  T,  Q,  R i punti  d' in- 
contro di  questo  sistema  di  rette,  pel  teorema  precedente, 
la  ragione  de’ rettangoli  PQxQK,  AQxQB  sarà  data;  ma 
(n.°  350)  QK=PR,  e per  costruzione  AQ=PS,  QB=PT, 
dunque  il  rettangolo  AQxQB=PSxP^*  e quindi  la  ragione 
de’ due  rettangoli  PQxQK,  ossia  PQxPR  e PSxPT  sarà 
parimente  data. 

E più  generalmente  sieno  A,  B,  D',  G quattro  punti  d’  una 
curva  conica , come  si  voglia  presi  ; si  formi  il  quadrila- 
tero ABD'C , e per  un  altro  punto  qualunque  P , preso 
sulla  medesima  curva  si  conducano  le  SPT',  PR'K  parallele 
rispettivamente  ai  due  lati  AB,  AC,  e sieno  S,  T',  Q,  R' 
i punti  d’incontro  di  questo  sistema  di  rette.  Menate  le 
BD,  D'L  parallele  ad  AC , e congiunta  Cl>,  si  avrà  per 
r evidente  simiglianza  dei  due  triangoli  BTT',  BD'N 

(a)  BT,  ovvero  PQ:TT' ;;D'N;NB  ; 

ma,  anche  perchè  simili  i due  tringoli  CRR',  CMD',  si  ha 
RR' : D'M:;CR:CM  ::  AQ:AN:;SP:AN  , dunque,  permu- 
tando 

(b)  RR':PS:;D'M:AN, 

e quindi,  moltiplicando  le  due  proporzioni  (a)  e (b),  si  avrà 

PQXRR'  D'NxD'M  . 

TT'xPS~  BNxAN  ’ • ‘ 

ma  si  ha  pure,  pel  teorema  precedente , 

PQxQK  PQxPR  D'NxLN  D'NxD'M 

, ^ , ovvero  — i = =- i 

AQxQB  PSxPT  ANxNB  ANxBN 

dunque  ' 

PQ  X RR':TT'xPS;:PQ  x PB.PS  x PT, 
e ptfciò,  permutando  e dividetelo  , si  avrà 

PQxPR':PSxPT'::PQxPR::PSxPT , 

ma  la  seconda  ragione  è data  , come  qui  innanzi  si  è di- 
mostrato, dunque  è data  parimente  la  prima.  Laonde  se 
per  quattro  punti,  presi  sopra  una  curva  conica,  si  fac- 
cia passare  un  quadrilatero  , e per  un  quinto  punto  pre- 
so sulla  medesima  curva,  si  conducano  due  rette  paral- 
lele rispettivamente  a due  de' lati  di  quel  quadrilatero’ 
i due  rettangoli  formati  dalle  porzioni  di  queste  parat- 
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/e/e,  comprese  tra  quel  quinto  e i due  rimanenti  lati\ 
del  trapezio  , saranno  tra  loro  in  una  ragione  data. 
Chiamando  q questa  ragione  avremo 
PQXPR'_PQXPR 

(**)  PSxPT'  PSxPT-^- 

Corollario  II.  Prendendo  A (fig.  74)  per  origine  , 
AB,  AG  per  assi,  il  primo  delle  ascisse  x,  il  secondo  del- 
le ordinate  y;  pongasi  AB=«,  AC;=^  , e si  chiamino  cdy 
fi*  le  coordinate  di  D'  e t , u quelle  di  P : avremo  cosi 

at  Q 

y — fi=z-~x  equazione  della  retta  CD', 


y=-i— (a;— a)  equazione  della  retta  BD'; 

e ponendo  x=t  nella  prima  , ed  y—u  nella  seconda  , si 
avrà 

et  a - 

fi-\—~e  ordinata  del  punto  R',  • 

*-j — ascissa  del  punto  T ; 
laonde  sarà 

PS=AQ=<,  PQ=a,  PR'=«-  . 

e quindi  sostituendo  in  (44)  , avremo  la  seguente  equa- 
zione 

(45)  «I^M— P— ^ t ~^=zq  ^ )<, 

la  quale,  essendo  del  secondo  grado  fra  le  due  indetermi- 
nate t ed  u,  rappresenta  una  curva  conica,  ’e  ci  mostra  che 
verificata  la  condizione  (44) , il  punto  P deve  trovarsi  so- 
pra questa  curva  conica.  D’ altronde,  ponendo  in  (45)  suc- 
cessivamente /=o , u=o  , si  trova  nei  primo  caso  u=o  , 
u=fi;  e nel  secondo  fci=o  »t=*;  e questi  risultamenti  c'in- 
dicano che  la  curva  conica  (45)  passa  per  A,  C e B.  Ma 
lenendo  nella  stessa  equazione  /=»',  si  trae  u=xfi'\  oppure 


(46)  “=^7^  ’ 

c però,  fatto  x=q*\  si  trae  y— — Ciò  vuol  dire  che 

se  prendasi  I'  ascissa  AF=qx'  , la  quale  serbi  perciò  con 
P ascissa  AN  d.el  punto  dato  0' , la  ragióne  data  ^ , e si 
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conduca  l’ ordinata  FG,  ossia  la  parallela  ad  AC , il  pun- 
to  d’ incontro  di  questa  parallela  con  la  perpendicolare  a 
BD' , menata  per  A sarà  un  altro  punto  della  sopra  indi- 
cata curva  conica. 

Corollario  III.  Sia  ABPC  (fig.  75)  un  quadrilatero 
inscritto  in  una  curva  conica  ; da  un  altro  punto  qualun- 
que D della  medesima  curva  si  conducano  DE,  DG  paral- 
lele rispettivamente  ai  lati  AG  , AB  , e prolungando  sino 
ad  incontrarsi  AB,  CP,  DE,  si  avrà  pel  cor.  1 


DExDF  _ 
DGxDH~^' 


Ma  compiuto  il  parallelogrammo  AP , il  cui  lato  SP  sia  pro- 
lungato sino  ad  incontrar  DE  in  K,  e 1'  altro  lato  QP  va- 
da ad  incontrar  GD  in  I ; avremo  evidentemente,  per  la  si- 
miglianza  de’ triangoli  BPQ  , HPI,  PQ:IQ::PB;BH;;PT:HD; 
ed  essendo  IQ=DE,  sarà  PQ:DE::PT:  HD,,  e permutan- 
do s’avrà 


(b)  PQ:PT:;DE.PH, 

Parimente,  per  la  simiglianza  dei  triangoli  CRP,  CDF , si  ha 
PR:FD;:CR:CD::GI:GD:;PS:GD,  e permutando 

(c)  PR:PS::FD:GD; 

quindi , moltiplicando  (b)  per  (c) , e ponendo  la  ragione  ' 

PS 

si  otterrà 

PR  1 DExDF 
Pf'7’~DGxDH 
e , secondo  la  (a) , si  avrà  finalmente 


Reciprocamente,  se  han  luogo  le  due  relazioni  (c),  (d), 
si  risale  alla  (a)  e quindi  si  può  stabilire  che 

Se  si  abbia  un  parallelogrammo  AP , due  vertici 
del  quale  A e P sieno  sopra  una  curva  conica,  e due 
lati  AQ,  AS,  prolungati  se  occorre,  incontrino  la  cur- 
va in  B e C;  se  dippiù  da  questi  punti  si  guidino  ad 
un  quinto  punto  D della  medesima  curva  le  BD,  CD , 
le  quali  incontrino  i due  lati  PS  ,’  PQ  , prolungati  se 
occorre,  rispettivamente  in  T ed  B;  la  ragione  PR-.PT 
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sarà  data;  e reciprocamente , se  questa  ragione  i data 
il  punto  D è sulla  curva  conica  , la  quale  passa  pei 
quattro  punti  A,  B,  P,  C.  , 

459.  Scolio.  Se  R'T'  è parallela  ad  RT , la  ragiope 
di  PR':  PT'  sarà  ugnale  a quella  di  PR:PT,  e perciò  da- 
ta ; quindi  congiungendo  BT' , CR',  il  punto  d’incontro 
D',  di  queste  due  congiungenti  apparterrà  alla  curva  coni- 
ca che  passa  per  A,  B,  P,  C,  secondo  il  corollario  prece- 
dente , e perciò  a quella  medesima  curva  conica  che  pas- 
sa per  D.  In  tal  modo  si  possono  assegnare  quanti  punti 
si  vogliano  della  curva  conica  che  passa  pe' cinque  punti 
dati  A,  B,  D,  P,  C. 

460.  Se  pongasi,  per  brevità  7'"n+l=o’,  le  distarne 

de’  fuochi  al  vertice  A della  curva  (fig.  69)  saranno  es- 
prèsse da  (2,  407)  e quindi  l’equazione  de’ rag- 

li 

gi  vettori  d’un  punto  qualunque  (ac*,  y')  saranno  (12,  327) 


(47) 


y—y'= 


ny 


-(*  — X'). 


nx'-f  iMljrc'm 

Abbiamo  inoltre  che  l’equazione  della  tangente  nello  stes- 
so punto  (x*,  y)  è (8,  434) 

(48) 

e ]>erò  , se  dinotiamo  con  s 1’  angolo  formato  dai  raggi  vet- 
tori con  la  tangente,  avremo,  secondo  la  formola  (32,  336), 

ny'  m-j-iLr' 


m+nx'  , , «jx' 


tan£= 


nx'-f-TOlf  c'/n 


1- 


n{m-\-nx‘) 


nx'-^m^c'm 

ovvero,  riducendo  e ricordandosi  che  y'’~2mx'nx'‘f  e 1-f-n 


(49) 


. _ m 

tan£=X— • 


Questa  formola  dà  due  valori  per  tane;  essi  corrispondono 
ai  due  angoli  FMT , F'MT  (fig.  69)  formati  dalla  stes- 
sa tangente  coi  due  raggi  vettori  FM , F'M  ; e poichà  i 
detti  valori  sono  egmli  e di  segno  contrario,  ne  segue  (n.” 
19)  che  i ripetuti  angoli  FMT,  F'MT  sono  supplementi  ; 
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ma  anche  supplementi  sono  i due  angoli  F'MD,  F'MT,  dun- 
que FMD=F'MT,  e quindi  si  ha  ii 

Teorema  LI.  La  tangente  dC  una  curva  conica  Ja  coi 
raggi  vettori  , menati  pel  punto  di  contatto,  eguali  gli 
angoli  jormali  dalV  una  parte  e dalV  altra  del  detto 
punto. 

E poiché  gli  angoli  NMT,  ^"MD,  formati  dalla  nor- 
male con  la  tangente  son  pure  uguali,-  come  retti,  ne  se- 
gue che  FMN=^'MN;  quindi  si  ha  il 

Corollario.  La  normale  in  un  punto  d‘  una  Curva 
conica  divide  per  metà  V angolo  de'  due  raggi  vettori 
per  quel  punto  condotti. 

461,  Scolio.  Nel  caso  della  parabola,  uno  de’ raggi 
vettori  essendo  parallelo  all'asse,  ne  segue  che  V angolo 
formato  dalla  tangente  la  parabola  con  la  parallela  al.. 
Passe,  è uguale  a quello  che  la  stessa  tangente jorma 
col  raggio  vettore  , dalP  altra  parte  del  punto  di  con- 
tatto; e la  normale  divide  per  metà  V angolo  formato  da 
questo  raggio  e dalla  detta  parallela. 

462.  Reciprocamente  al  teorema  precedente  si  ha  l'altro 

Teorema  LU.  Se  una  retta  condotta  per  un  punto 

d una  sezione  conica  fa  angoli  eguali  coi  raggi  vetto 
ri,  essa  è tangente  della  curva  in  quel  punto. 

In  effetti,  se  si  tratta  dell'ellisse  ed  M (6g.  69)  c il 
punto  per  cui  passa  la  retta  TMO,  ciie  fa  coi  raggi  vetto- 
ri MF,  MF'  eguali  gli  angoli  DMF,  TMF',  allora  prolun- 

fmdo  il  raggio  vettore  TNl  e dal  fuoco  F'  abbassando  sulla 
D'  la  perpendicolare  F'G,  risulta  evidentemente,  F'MG  un 
triangolo  isoscele,  e quindi  DM-|-MG=FM-|-M  F'=2n=AA'. 
Or  preso  sulla  TD  un  altro  qualunque  punto  D,  e congiun- 
te le  DF',  DF,  DG,  risulta  DF-|-DF'=DF-f-DG>FG , os- 
sia >2a.  Dunque  il  punto  D è fuori  della  curva  (n.°  420 
bis  ),  e così  per  ogn’ altro  punto,  ad  eccezione  del  punto 
M;  pertanto  la  OT  é tangente  della  curva. 

Se  la  sezione  conica  è 1'  iperbole  (fig.  70)  , fatta  la 
stessa  costruzione  come  nel  caso  precedente,  risulta  F'G= 
F'M— GM=F'M— FM=2a=AA',  e per  un  altro  punto  D 
si  ha  F'G-f-GD>F'D,  donde  F'D— GD,  ossia  r'D— FD< 
GF*  ovvero  <2a.  Dunque  (n.°  427  bis)  , ec. 

Finalinenie  nel  caso  della  parabola  (6g.  71)  risulta 
pel  punto  H,  FM— BM,  essendo  HB  la  direttrice  ed  MB 
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iwrpendiculare  ad  Hfi;  e per  un  altro  punto  D,  menata  DB 
perpendicolare  ad  HB  si  ha  FDsBD,  ma  BO>B'D,  dun- 
que FD>DB',  e il  punto  D (n.°  429  bis)  è fuori  della  cur- 
va. Quindi  ec. 

463.  Dalle  costruzioni  precedenti  risulta  che  essendo 
F'H=ìF'G  (fig.  69)  ed  F'C=jFF' , la  congiungente  CH 
è parallela  ad  FG,  e si  ha  CH:FG::F'C:FF',  laonde  CH= 
ÌFG=a.  La  stessa  dimostrazione  si  applica  all'  iperbole  (fig. 
70)  , e siccome  essa  è indipendente  dalla  posizione  della 
tangente  MT,  si  troverà  per  qualunque  altra  posizione,  che 
la'  distanza  dal  centro  al  piede  della  perpendicolare,  abbas- 
sata dal  fuoco  sulla  tangente,  è costantemente  eguale  al  se- 
miasse maggiore  nell’  ellisse  o al  semiasse  trasverso  nel- 
r iperbole  , e però 

Teorema  LUI.  l piedi  delle  perpendicolari  abbassa- 
te dai  fuochi  delt  ellisse  o dell"  iperbole  sulle  tangenti 
a queste  curve,  sono  allogate  sulla  circon/etenza  d un 
cerchio,  avente  per  diametro  il  grand  asse  nell’  ellisse,  o 
il  trasverso  ned  iperbole. 

Similmente  nella  parabola  (fig.  7i)  essendo  FQ=|BP 
ed  FA=|FH,  ne  risulta  che  Ay  è parallela  àd  HB,  e quin- 
di perpendicolare  ad  Ax,  laonde 

Teorema  LIV.  / piedi  delle  perpendicolari,  abbas- 
sate dal  fuoco  della  parabola  sulle  sue  tangenti  , sono 
allogati  sulla  tangente  al  vertice  della  curva. 

464.  Essendo  (37,  452) 

y— — i-x-l 

m+nx'  m+BX' 

1*  equazione  d’  un  diametro  condotto  pel  punto  (x',  y'),  se 
con  /*  dinotiamo  1'  angolo  formato  da  questo  diametro  e 
dalla  tangente  nello  stesso  punto,  avremo  l’espressione  di 
tanfi  rim|)iazzando  nella  formola  (32,  336)  le  a ed  a'  coi 
coefficienti  angolari  delle  due  equazioni  (50)  e (48,  460), 
e,  tenendo  presente  che  y'*=2/nx'-f>nx^,  si  troverà 

to’ 

Quest*  espressione,  che  ci  dà  1’  angolo  ja,  formato  dalla  tan- 
gente e dal  diametro  che  passa  pel  punto  di  contatto  , e 
per  conseguenza  quello  ancora  formato  da  questo  diame- 
tro a dal  suo  coniugato  , c’  insegna  che , tanp=w  e per- 
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n ' 

ciò  fi=90°,  quando  jf'=o,  o quando  or  la  pri- 

ma di  queste  ipotesi,  cioè  y'=o,  indica  che  il  diametro  coin* 
cide  con  l' asse  primario  della  corra  , e 1'  altra  ipotesi 

x'= — ^ iodica  che  il  diametro  coincide  con  l’asse  se- 
ni 

condario  della  curva,  dunque  la  tangente  ad  una  curva 
conica  è perpendicolare  al  diametro  che  passa  pel  puni- 
to di  contatto^  quando  questo  diametro  è principale^  e 
solo  in  questo  caso. 

£ poiché  la  polare  d’  una  curva  conica  è parallela  al  dia- 
metro coniugato  di  quello  che  passa  pel  polo  (n.'*  441),  ne 
segue  exiaudio  che  la  polare  (T  un  punto,  situato  sopra 
un  diametro  principale,  è a questo  diametro  perpendi- 
colare, 

465.  Passiamo  finalmente  a considerare  tre  punti  M, 
M,  , M.  (fig.  76)  presi  sopra  una  stessa  curva  conica  , e 
dinotando  con  x*,  y‘  le  coordinate  rettangolari  del  primo 
con  jr* , y*  quelle  del  secondo  , e con  xf"  , y**  quelle  del 
terzo  rispetto  all’  asse  maggiore  AA'  e alla  corrispondente 
tangente  Ay,  le  corde  MM,;  MM.  avranno  rispettivamente 
per  equazione 

(51)  y— y'=A(«— *»),  y—y'=h'(x—x'), 

essendo 


(52) 


*•* 


x'" 


y'-y'" 


e tra  i sistemi  di  coordinate  (x*,  y'),  (x*,  y"), 
vremo  le  condizioni 


(*'•,  y'“)  a- 


(53)y'*=2mx'-l-7ix'*,  y*’=2mx“-l-nx''*,  y"'*=2inx'"-f-nx'"‘, 

mercè  le  quali,  come  altrove  si  è fatto  (n®  433),  le  prece- 
denti formole  possono  scriversi  eziandio  così  : 

2»H-n(’x'-f-x*)  , ìm+n{x‘-\rx*") 

. *=~»4y-  • 


Inoltre,  se  dinotiamo  con  m l’angolo  di  queste  due  corde, 
esso  ci  verrà  dato  da  una  delle  formole  (32,  336) 


(54) 


COS«S=- 


ìàdiUìL—,  tanac— 
ijuando  in  luogo  di  A ed  A*  avremo  messi  i valori  prece- 
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denti.  Considerando  particolarmente  il  prodotto  delle  det- 
te quantità , avremo  la  formola 

Cy'+y"Xv'+»"0 

la  quale  assume  nna  forma  molto  semplice,  quando  y"'= 
— y";  poiché  il  denominatore  si  cambia  allora  in  y**— Jt"*» 
e questa  espressione  in  virtù  delle  (53)  essendo  eguale  ad 
(x'— jt")[2m-}-rt(x'-f-ff"')],  ne  segue  che 


2m 


hh 


X'- 


x'— x" 


Sotto  questa  forma  si  scorge  subito  , che  il  prodotto  hh'  di- 
viene costante  ed  ugnale  ad  n,  quando  sia 

— -J-x'-f-x'":ssx'— -x'',  cioè  (55)  x"-f-x"'s± • 

H fi  -, 

indipendentemente  da  x'  e y'.  Or  quest'  ultima  condizio- 
ne unitamente  all’  .altra  qui  innanzi  tro  vata,  in- 

dicano che  i punti  M„  M,  sono  gli  estremi  d’  uno  stesso 
diametro;  se  dunque  ciò  ha  luogo  si  avrà 

(56)  hh'=n. 

Alle  corde  M.M,  M.M  che  partono  dagli  estremi  d uno 
stesso  diametro  e si  congiungono  in  un  medesimo  pun- 
to della  curva , si  è dato  il  nome  di  Corde  supplemen- 
tarie , e i loro  coefficienti  angolari  h ed  A'  son  ligati  tra 
loro  mercè  la  relazione  precedente. 

466.  Se  dinotiamo  con  « ed  a'  i coefficienti  angola- 
ri di  due  diametri  coniugati,  avremo  parimente  (35',  451) 
m»'=n,  quindi  hh'=zeo/  , e perciò  se  A=*  sarà  pure 
donde  si  deduce  il  seguente 

Teorema  LV.  Due  corde  si^plementarie  sono  sem- 
pre parallele  a due  diametri  coniugati  , e reciproca- 
mente. 

467.  Secondo  la  relazione  (56,  465)  le  due  corde  sup- 
pleroentarie  MM„  MM,  hanno  dunque  rispettivamente  per 
equazione 

(57)  y_y'=A(x— x'),y— y'=-^(x-x'), 


e se  per  un  altro  punto  N,  di  coordinale  condu- 
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ca  la  NN, . parallela  alla  corda  MM„  quella  parallela  avrà 
per  equazione 

(58)  y-^"=h(x—x>'): 

nel  tempo  stesso  avremo  Tequazione  della  curva 

(59)  y'=2mx-\-nx,  e l'altra  di  condiz.  (60) 
dalle  quali  sì  trae 

e quest'equazione  in  virtii  della  precedente  (58)  diviene 

(«0 


,+,.=i[x+(^+^]. 


Or  quest'  ultima  equazione  rappresenta  quella  d’  una  corda 
eh*  è parallela  alla  seconda  delle  (46,338)  cioè  alla  MM., 

2jh 

e che  passa  pel  punto  di  coordinate  ar*-)-  ^ e — y",  cioè  pel 

punto  N.,  altro  estremo  del  diametro  N.N..  Inoltre  poiché 
le  equazioni  (58),  (59),  (60),  (61)  han  luogo  simultanea- 
mente, ne  segue  che  le  due  corde  N,N,  N,N,  condotte  da- 
gli estremi  del  diametro  N,N,  s'  incontrano  in  uno  stesso 
punto  della  curva,  e sono  siipplementarie  ; laonde 

Teorema  LVl.  Se  dagli  estremi  di  qualsivoglia  dia- 
metro si  conducano,  parallelamente  a due  corde  supple- 
mentarie,  due  nuove  corde,  queste  saran  pur  esse  sup- 
plementarie. 

Da  questo  teorema  discende  il 
Corollario.  Dai  vertici  d una  curva  conica  si  pos- 
son  sempre  condurre  due  corde  supplementarie  paralle- 
le a due  altre  date. 

Quindi  tutte  le  variazioni  alle  quali  ta  soggetto  1'  angolo 
di  due  corde  supplementarie  , quando  il  diametro  che  le 
congiunge  s’  aggira  intorno  al  centro  della  curva  , sono 
quelle  stesse  che  avvengono  nell'angolo  di  due  corde  sup- 
plementarie condotte  pe*  vertici,  quando  il  loro  punto  co- 
mune si  fa  muovere  sulla  curva. 

468.  Pertanto  cominciamo  dall’ esaminare  le  due  cor- 
de supplementarie  d' un’ellisse;  e poiché  in  questo  caso 
n<o,  anche  il  prodotto  hh'  sarà  negativo,  in  virtù  della 
formula  (56,  465),  il  che  indica  che  le  tangenti  h,  h'  es- 
sendo di  segno  contrario,  gli  angoli  corrispondenti  sono 
di  ' specie  diversa , e però  se  una  delle  corde  e sia  MM, 
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(Gg.  76)  forma  un  angolo  acuto  con  l'asse  AÀ',  l’altra 
deve  formare  un  angolo  ottuso.  ■ 

looltrè,  e poiché  questo  secondo  membro 

è sempre  positivo  nel  caso  dell’  ellisse,  quando,  come  è ap- 
punto nel  nostro  caso,  l’asse  maggiore  coincide  con  l'as- 
se delle  a;  quindi  il  valore  di  cos«,  dato  dalia  (54,  465), 
i sempre  positivo  , e però  a>  è un  angolo  acuto.  Sieno 
AA'  (Gg.  77)  l’asse  maggiore  e AR,  A'R  due  corde  sup> 
plementarie  rispetto  a quest’  asse,  il  detto  angolo  a,  come 
fu  avvertito  nei  n.”  334,  è ciucilo  formato  dalla  AR  con  la 
AR'  parallela  ad  RA',  considerando  le  AR  , AR'  prolun- 
gate solo  dal  lato  delle  x positive.  Quindi  se  1*  angolo  RAR' 
è sempre  acuto,  il  suo  supplemento  ARA'  sarà  sempre'  ot- 
tuso ; vale  a dire  che  nell’  ellisse  due  corde  supplemen- 
tarie,  che  partono  dai  vertici  dell’asse  maggiore  , for- 
tnano  P angolo  opposto  alP  asse  sempre  ottuso. 

469.  Nel  caso  che  le  corde  supplementarie  partono 
dai  vertici  A,  A'  della  curva,  x'<=y‘'=o,  a5"'=2a,  y'"=;o , 
essendo  2a  1’  asse  AA',  e quindi  secondo  le  formole  (52 , 

465)  sarà  k=^,h'= — — — • sì  che,  se  nella  seconda 
x'  2a—x‘ 

formola  (54,  465)  poniamo  invece  di  h ed  k‘  cotesti  va- 
lori, dietro  facili  riduzioni , e tenendo  presente  che  in  vir- 

b* 

tìi  dell’  equazione  dell’  ellisse  y'*=^(2ox' — as'*),  troveremo 


(62) 


ia'b 

tan®=: , ‘ / • 

(a* — b')Y 2«x'— 


Posto  ciò  osserviamo,  che  quando  x'=m,  questa  formola  dà 
tan®=oo , ®=90°,  e questo  risultamento  è d’  accordo  con 
la  Ggura  ; poiché  in  questo  caso  il  punto  R coincide  con 
A,  e quindi  una  delle  corde  si  .riduce  alla  tangente  Aj  » 
]'  altra  ali’  asse  AA',  e queste  rette  sono  col  fatto  perpen- 
dicolari. Crescendo  x',  tan®  va  diminuendo,  e poiché  con- 
tinua ad  esser  positiva  , vuol  dire  che  1'  angolo  ®,  ossia 
RAR'  si  va  facendo  di  più  in  più  acuto,  e per  conseguen- 
za l'angolo  ARA',  supplemento  del  primo  diviene  di  più, 
in  più  ottuso  , e quando  si  è giunto  al  valore  di  x'—a  , 
cioè  al  vertice  B dell’  asse  minore  delia  curva,  allora  * 


(63) 


tan®=- 


2ab 


c tanABA' 


2ab 
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Gli  angoli  dati  da  queste  fonnole  sono  i limiti  di  quel- 
li che  posson  formare  due  corde  supplementarie  , menate 
dai  vertici  dell'  asse  maggiore  o da  quelli  dell’  asse  mino- 
re, e quindi  eziandio  di  quelli  formati  da  due  corde  sop- 
plementarie  qualunque  ( n."  467  ).  £ per  fermo  essendo 
a^:=za  quel  valore  che  rende  un  massimo  il  radicale  della 
(62) , ne  segue  che  per  questo  medesimo  valore  , tana  e 
perciò  anche  a»  acquista  il  suo  minimo  e l' angolo  ABA'  il 
suo  massimo.  È chiaro  d’ altronde  che  1*  angolo  « in  questo 
caso  è precisamente  quello  BAB^,  formato  dalle  due  corde 
supplementarie  menate  pei  vertici  dell’asse  minore. e che 
si  congiungono  al  vertice  dell’asse  maggiore.  Dietro  que- 
st’ analisi  possiamo,  stabilire-  il  seguente 

Teorema  LVIL  IVeJf  ellisse  il  massimo  angolo  di  due 
corde  supplementarie  è quello  formato  dalle  corde  che 
congiungono  un  vertice  dell'asse  minore  coi  vertici  del 
maggiore,  ed  il  minimo  è quello  che  si  ha  congiungen- 
do un  vejrtice  delf  asse  maggiore  coi  vertici  del  minore. 

470.  Si  noti  come  1’  angolo  di  due  corde  supplementa- 
rie rispetto  all’  asse  maggiore  non  sia  sempre  uguale  a quel- 
lo di  due  corde  supplementarie,  parallele  rispettivamente  al- 
le prime  e condotte  dai  vertici  d’  un  diametro.  In  effetti 
se  DD'  (Gg.  77)  è un  diametro,  DM,  D'M  due  corde  sup- 
plementarie rispetto  ad  esso,  ed  AR,  A'R  due  altre  corde 
supplementarie,  parallele  alle  prime  e menate  dai  vertici 
A,  A'  della  curva,  l’ angolo  DMD'  non  è uguule  ad  ARA* 
ma  n’è  supplemento  (*), -e  .però  essendo  ARA' ottuso  (n.” 
468)  sarà  DMM'  un  angolo  acuto.  Pertanto  si  può  concliiu- 
dere  che  nelt  ellisse  due  corde  supplementarie  rispetto 
ad  un  diametro  non  principale,  posson  jbrmare  angolo 
ottuso  0 pure  acuto  ( quest’angolo  essendo  sempre  quello 
che  si  oppone  al  dato  diametro  );  ma  il  primo  non  può 
esser  maggiore  di  quello  formato  dalle  due  corde  sup- 
plementarie, che  congiungono  un  vertice  dell  asse  mi- 
nore coi  vertici  del  maggiore  ; ed  il  secondo  non  può  > 
esser  minore  di  quello  formato  dalle  due  corde  supple- 
mentarie, che  > fongiungono  un  vertice  dell’ asse  maggio- 
re ^ coi  vertici  del  minore. 

471.  Da  ultimo  si  ,. osservi  che  la- formula  (62)  rimane 

{*)  Legeadre.  — £teawa/i 4b' jeamMna;  pr».  27,1*6.1. 
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la  stessa  quando  in  luogo  di  x*  si  pone  2n — a^'  ; or  quc* 
Ste  ascisse  essendo  quelle  di  due  punti  R ed  R"  ad  egual 
distanza  dagli  assi , oyrero  due  punti  simmetrici , quindi 
neir  ellisse  vi  sono , da  una  medesima  parte  dell'  asse 
maggiore,  due  sistemi  di  corde  supplementarie  simmetri- 
camente posti  e f adenti  angoli  eguali.  £ chiaro  d'  al- 
tronde che  non  ye  ne  ha  più  di  due  , e che  questi  due 
sistemi  riduconsi  ad  un  sólo,  quando  il  loro  angolo  è uno 
degli  angoli  limiti  esaminati  nel  n.°  469. 

472.  Passando  all'  iperbole,  troyiamo  in  primo  luogo 
che  essendo  «>o,  sarà  parimente  (56, 465)  AA'>o,  e però 
in  questo  caso  le  due  corde  supplementarie  formeranno  o 
entrambe  angolo  acuto  o entrambè  angolo  ottuso  con  la 
stessa  direzione  dell’asse  trasyerso,  come  si  vede  il  primo 
caso  nelle  due  corde  MM.,  MM,  (fig.  78)  e il  secondo  ca- 
so nelle  altre  due  NN„  NN,. 

473.  Supponendo  le  corde  supplementarie  partire  dai 
vertici  A,  A'  dell’  iperbole  (6g.  79),  avremo,  come  nel  caso 

dell’  ellisse  ( n.®  459  ) A=^,  h'=^  ^ ■ , ù che  sostitucn- 
' *x'  2a+x' 

do  questi  valori  nella  seconda  formola  (54)  e tenendo  pre- 
sente che  in  virtù  dell'equazione  dell’iperbole  dev’essere 

y’’=-^2ax'-|-x'‘),  troveremo 

2a'b 

tan«=: ^ - 

(a*-|-ò‘)V  2ax'-Hc" 

Or  quando  x'=o  , tana)=  oo  , o)=:90'* , e questo  caso  sì 
spiega  come  r analogo  nell’ ellisse  (n.®469).  Crescendo  poi 
af,  r angolo  a>  ossia  RAR'  e con  esso  anche  ARA'  va  de- 
crescendo continuamente,  fino  a divenir  nullo,  quando 
x*=ao  . Dunque  /’  angolo  di  due  corde  supplementarie 
che  partono  dai  vertici  deli  iperbole  è compreso  tra  i 
limiti  0®  e 90.®  E poiché  due  corde  supplementarie,  pa- 
rallele a quelle  menate  pel  vertice,  posson  formare  un  an- 
golo eguale  a quello  delle  prime  o pure  un  angolo  sup- 
plemento come  DMD',  cosi  ne  discende  che  t angolo  di 
due  corde  supplementarie  rispetto  ad  un  diametro  tra- 
sverso dell’  iperbole  è compreso  tra  0®  e 180.® 

Finalmente  si  può  osservare  che  anche  qui , come  nel- 
r ellisse , vi  sono  da  una  medesima  parte  deli'  asse  trasvciso 
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AA',  due  sistemi  di  corde  supplemeatarie  (AR,  AR'),  (AR, 
AR")  che  formano  angoli  uguali. 

474.  Nel  caso  della  parabola  essendo  n=o,  si  avrà  se- 
condo la  formola  (56,  465)  AA’=o,  ossia  A=o,  oppure  h'=o, 
e quindi  delle  due  corde  sùpplementarie,  1’  una  è paralle- 
la all’  asse.  Giaì  doveva  essere,  poiché  i diametri  della  pa- 
rabola son  tutti  paralleli  all’asse  (n.°  371,  teor.  U)  e non 
hanno  con  la  curva  che  un  sol  punto  di  comune. 

475.  Nel  caso  del  circolo  n= — 1 , e però  hh'= — 1, 
il  che  vuol  dire  (39,  337)  che  le  due  corde  sùpplementarie 
sono  scambievolmente  perpendicolari^  e col  fatto  le  due 
corde  che  partono  da  uno  stesso  punto  delle  circonferen- 
ze e vanno  a terminare  agli  estremi  d’  un  diametro  , for- 
mano un  angolo  retto , perchè  iscritto  nel  mezzo  cerchio. 

, 476.  Dal  teorema  LV  , e dalle  proprietà  delle  cor- 
de sùpplementarie  qui  innanzi  esposte , ne  discendono  le 
conseguenze  seguenti. 

1. °  Di  due  diametri  coniugati  dell’ ellisse l’ uno  for- 
ma angolo  acuto  con  una  parte  dell’ asse  maggiore,  e l’al- 
tro lo  fa  ottuso. 

2. °  Dei  due  angoli  adiacenti  di  due  diametri  coniu- 
gati , l’ ottuso  non  può  divenire  maggiore  di  quello  for- 
mato dalle  due  corde  sùpplementarie  che  congiungono  il 
vertice  dell’asse  minore  con  quelli  del  maggiore,  e l'acuto 
non  può  esser  minore  di  quello  formato  dalle  due  corde 
sùpplementarie  menate  dai  vertici  deli’  asse  minore  a uno 
dei  vertici  del  maggiore. 

3. °  Nell'  ellisse  ogni  sistema  di  diametri  coniugati  am- 
mette il  simmetrico  rispetto  agli  assi,  e faciente  lo  stesso 
angolo  -,  nè  v’  ha  che  un  solo  sistema  il  quale  faccia  gli 
angoli  adiacenti  eguali  ai  limiti  indicati  qui  sopra  (2."). 
Questo  sistema  è quello  dei  due  as»  eguali , come  facil- 
mente si  rileva  dalla  stessa  figura. 

4. ”  Neil’  iperbole  ciascuno  de’  due  diametri  coniugati 
forma , con  la  stessa  parte  dell'  asse  trasverso  , un  angolo 
acuto,  o pure  un, angolo  ottuso. 

5. ”  L’angolo  di  due  diametri  coniusati  è compreso 
tra  0°  e 180.“ 

6. ®  Nell’  iperbole  , come  nell’  ellisse  , ogni  sistema  di 
diametri  coniugati  ammette  il  simmetrico. 
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ARTICOLO  VII. 

Relaiioni  tra  i diametri  e gli  atei  <f  una  curva  conica,  $ talune 
eontéguenze  che  ne  ditcendono. 


4T7.  Sia  AA'  (fig.  80)  Tasse  primario  d’una  curva 
conicat  e A j la  corrispondente  tangente;  T equazione  della 
curva  sarà 

(1)  S*=2nw!-|-nac*. 

Per  un  punto  qualunque  M di  questa  curva  si  meni  il 
diametro  Mm  ; si  chiamino  < , u le  coordinate  di  questo 
punto , f 1*  angolo  MCx,  formato  dal  diametro  con  T asse 
AA'x,  e >1  quello  formato  dalla  tangente  corrispondente 
MF  con  lo  stesso  asse.  Poste  tali  denominazioni , avremo 
dapprima 

(2)  tt*=2m«+nr 

per  indìcàre  che  il  punto  M sta  sulla  curva,  e quindi  es-r 
scndo  (37,  452)  e ( 7,  434  ) 

. «M  , ' «iu  m+«l,  • . 

le  equazioni  del  diametro  e della  corrispondente  tangente 
condotti  pei  punto  (t,  u),  sarà 

(3)  tan+=_ . 


donde  si  trae  ( 16  e 17,  37  ) 

Wnu 


m-^nt 

- 1 cose^.V"  ' ' ' * — 

r Y nV+fm-f-nt)* 


V n‘«*+i»+n<)*  ^ V nV+fm+ni)* 

(5)  .enfa  c»*=-7=^=- 

V u*4-(»n+nt)’  ■ ■ V «*+(nH-nt)* 

478.  Posto  ciò,  se  la  curva  volesse  riferirsi  al  diame- 
tro MCm  , e alla  tangente  MF  , dinotando  con  x'-,  y*  le 
novelle  coordinate  rispetto  a questi  assi , dovrebbesi  nella 
(1)  porre  ( 6 , 319  ) 

y=y'senH-*'sen?+»»  *=y'cos+-}-a;'cos^r  ; 
il  che  fatto,  cancellando  i termini  che,  in  virtù  della  (2), 
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(4)  e (5)  si  distruggono,  e riJucendo  i termini  rimanen- 
ti, in  virtù  delle  medesime  formole , si  otterrà  l’ equazione 

(6)  :,4.„  “•-K'"+"0y. 

V"  n'u'+{m-^nt)  n*a*-f-(/n-|-nl)* 

la  quale  rappresenterà  la  stessa  curva  conica  riferita  ai  due 
assi  obbliqui  MC/n,  ed  MF  ; ed  è della  stessa  forma  del- 
la (1)  come  doveva  essere  (n.°371). 

Mercè  la  stessa  equazione  (6)  potremo  ora  calcolare 
le  lunghezze  de’ diametri,  uno  de' quali,  nel  caso  attuale, 
è la  porzione  dell*  asse  delle  x,  compresa  tra  i rami  della 
curva,  e che  però  per  determinarlo,  converrà  porre  y=o , 
e cosi  si  avrà 


n 


x=o  , oppure 

laonde,  dinotando  con  a'  il  semidiametro  MG,  si  avrà 

(7)  _V~  ra*iH-(/w+nQ* 


n 


apponendo  il  segno  + per  servirsene  poi  d’ un  solo,  secon*- 
do  che  n<o,  oppure  n>o,  e ciò  aflìne  d’  avere  per  a'  un 
valore  positivo,  perchè  considerato  in  modo  assoluto. 

Trovato  il  semidiametro  a'=MC,  possiam  trovare  an- 
cora l'altro  NC,  coniugato  del  primo  ; poiché  essendo  l’e- 
spressione (7),  nel  tempo  stesso,  l’ascissa  MC  del  centro, 
se  in  (6)  si  sostituisca  quel  valore,  si  troverà  quello  del- 
l’ordinata corrispondente  NC  , che  è appunto  il  semidia-, 
metro  coniugato.  Pertanto,  fatta  la  indicata  sostituzione,  e 
posto  NC=à',  si  troverà 


(8) 


479.  Si  osservi  che  i semidiametri  a'  c ò'  dipendono 
esplicitamente  dalle  coordinate  t ed  u del  punto  M ; ma 
se  fra  le  tre  equazioni  (2),  (7)  ed  (8)  si  eliminino  queste 
quantità  , allora  il  risultamento  sarà  un’  equazione  conte- 
nente a',  b',  fn  ed  n;  e siccome  queste  ultime  contengo- 
no implicitamente  gli  assi  , così  si  avrà  una  relazione  tra 
due  qualunque  diametri  coniugati  della  curva  ed  i suoi 
assi.  . 

aG 
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Poflgansi . pertanto  le  (7^  e (8)  sotto  la  forma  se* 
gaente-» 

. «'’n‘=n*M*+(«+nO\  . 

A'*w=:p(«*4-(w+w0*)« 

e quindi,  sviluppando  i quadrati  e sostituendo  ad  u*  il  suo 
valore  (2) , fatte  le  debite  riduzioni , ai  troverà  * 
a'V — OT’=w(/i-)-l)«*, 
b''n+m'=:f.(nr\-i)u*  ; 

donde,  eliminando  u* , si  trae 

(10)  »*(«'*±i'‘)=:/»*(l  —»). 

Questa  relazione  che  cercavamo  , applicata  successi- 

vamente.  all’ellisse  ed  all'iperbole,  col  porre  , 

ò*  ' ^ 

m— — ,’  nel  primo  caso , e ritenere  il  segno  superiore  nel 

primo  membro;  ed  n=— »,  /»=—,, nel  secondo  caso  , e, 
■ a A 

ritenendo  il  solo  segno  inferiore  darà  per  l’ellisse 

(11)  ' ' 

e per  l’iperbole 

(12)  i . 

Quindi  si  trae 

Teorema  LVIII.  La  somma  de'  quadrati  di  due  se- 
midiametri coniugati  deW  ellisse  è uguale  alla  somma  dei 
quadrati  de'  semiassi. 

Teorema  LIX.  La  differenza  de? quadrati  di  due  se- 
midiametri coniugati  deir  iperbole  è uguale  alla  diffe- 
renza de'  quadrati  de'  semiassi. 

Scolio.  Riflettendo  che  il  quadrato'  del  semidiametro 
immaginario  à'V — 1 à —rb“,  e parimente  quello  del  semi- 
asse immaginario  AV — 1 è —6*,  le  due  espressioni  a'" — A", 
a' — b'  sono  in  sostanza  due  somme  algebriche  , la  pri- 
ma de*  quadrati  di  due  sémidiametri  coniugati,  e la  secon- 
da de*  quadrati  de’  semiassi  dell’  iperbole;  e poiché  anche 
gli  assi  sono  nel  tempo  stesso  diametri  , cosi  i due  teore- 
mi precedenti  si  possono  enunciare  nell'  unico 

Teorema  LX.  Nelle  curve  coniche  dotate  di  centro 
la  somma  de'  quadrati  de'  semidiametri  coniugati  è co- 
stante. . * 

480.  La  formola  (12)  mostrandoci  che  se  a è mag- 
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giore  o pure  minore  dì  ancfaè  a'  dev’essere  maggioro 
o pure  minore  di  b' , ci  fa  conchiudere  che  se  in  un'  i» 
perbole  t asse  trasverso  è maggiore  o minore  delf  asse 
non  trasv^o,  qualunque  altro  diametro  trasverso  sarà 
pure  maggiore  nel  primo  caso , e nùnore  nel  secondo  f 
del  suo  diametro  coniugato  non  trasverso- 
481.  Moltiplicando  tra  loro  le  (9)  si  avrà 

a n/)*][«*+(/»+n<)*]  ; 


ma , chiamando  t l' angolo  delle  due  rette  Mot , MF,  che 
è quello  stesso  de’  due  diametri  coniugali  Mot,  Nn,  si  avrà 
in  virtù  della  seconda  formoia  (32,  336),  applicata  alle  due 
equazioni  (2')  delle  indicate  rette  Mot,  MF,  e tenendo  pre* 
sente  che  u’=2oit-Hi<*, 


sene=r. 

dunque 


^ 


tn 


n’a'*6'*=+— 5- , 
^sen  e * 


e,  poiché  nel  caso  dell’ellisse 


periore,  e nel  caso  dell’  iperbole  n=^p  e 
feriore , cosi  in  ambi  i casi  si  avrà 


vale  il  segno  su> 
vale  il  segno  in» 


6» 

’a*ien‘«  ’ 


donde  si  trae,  facilmente 

(13)  td>==a'b‘seai. 


Or  ab  rappresenta  il  rettangolo  dei  semiassi,  ed  a'^'sens  è 
(13,115)  il  parallelogrammo  de' semidiametri,  dunque  il  pri- 
mo eguaglia  il  secondo , qualunque  sieno  questi  diametri 
coniugati,  dunque  ^ • 

Teohema  LXI.  Qualunque  parallelogrammo  circo- 
scritto  aie  ellisse  ( iìg.  78  ) , oppure  iscritto  nell’  iperbo- 
le (fig.  79),  eguaglia  il  rettangolo  de'  rispettivi  assi. 

482.  Osserviamo  in  fine  che  se  dalle  (7)  e (8),  o dal- 
le equivalenti  (9),  eliminiamo  t ed  u mercè  le  (4)  e (5), 
il  risultamento  darà  una  relazione  tra  i semidiametri,  i se* 
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miassi  e i due  angoli  f e 4.;  e però  elevando  a quadrato 
le  (♦)  e (5)  si  avrà 

. , n‘u* (m+at)* m*+«M*  ^ 


, nV+(»i+n/)’: 


sen  9 C08  9 cos  9 

u*  (m+nt)*  m*+ntt* 


senV  sen*4> 


<!'*= — r»  n'a''= r- ; 

sen  9 cos  9 

nb^=+ — 77 , no  *=+ rr  ; 

^cos  4<  ^ ■ ■ 


u’-Km-f.  «<)•=:■ — fj. 

' ' cos  * 

e in  virtù  di  queste' relazioni,  le  (9)  daranno 

(t*) 

(15)  ...  ’ +1^ 

ed  eliminando  u*  tra  le  (1^)  e poi  tra  le  (15)  otterrassi, 

n*a'*cos*(f=i»’+na'*sen’9;  - • 

' ' «6'*  8604=:^ (m’:5:n*ò'*cos‘4,). 

Queste  formole  applicate  successivamente  all'  ellisse  ed  al- 

^ ' 5*  * Ò*  * 

l’iperbole,  col  porre  tt= — m=—  e ritenere  il  segno > 

superiore  nel  primo'  caso  ; e ponendo  n=s~ , m=—  , e 

ritenendo  il  segno  inferiore,  nel  secondo  caso,  si  avrà  per» 
l’ ellisse 

sen‘4.;  cos'^^  i 5 

c per  l'iperbole 

(18)  cos*(f-~  sen’.p  ; cos^H-^  sen*+; 

e son  queste  le  relazioni  cercate.  Ma , oltre  a ciò  , divi- 
dendo la  prima  (14)  per  la  prima  '(15)  , e così  facendo 
per  le  seconde,  si  avranno  le  altre  due  equazioni 

o'*  cos’  4'  Ma" sen’4'  _ 

né'*  sen’  9 ’ ò'*  cos*9  ’ 

le  quali  moltiplicate  tra  loro  danno 

» a‘*  sen* + cos’ «l» (sen24<)’ 

b‘*  sen’ 9 cos’ 9 (sen29)’  ’ , > • 

donde 


scn24' 
sen29  ’ 


(19)'  ; 

e questa  equazione,  stabilisce  una  sen^licissima  relazione 
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tra  due  semidiametri  coniugata  e gli  angoli  da  'essi  for- 
mati con  /'  asse  della  curva  , la  quale  • può  enunciarsi 
nel  seguente 

Teorema  LXU.  I quadrati  di  due  semidiametri  eoti- 
iugati  stanno  tra  loro  in  ragione  inversa  de'  seni  del 
doppio  degli  angoli  da  essi  formati  con  l’asse. 

483.  La  formola  (7,  478) 

(7)  ^ V nV+(/w+n<)* 

stabilendo  una  relazione  tra  un  diametro  variabile  col  punto 
{t,  m)  e gli  assi  della  curva , può  farci  conoscere  in  qual 
modo  varii  la  grandezza  del  diametro,  al  variare  della  sua 
posizione  rispetto  agli  assi.  Supponiamo  dapprima  che  la 
curva  fosse  1’  ellisse,  ed  avremo 

1»=^,  n=— (*) 

a a a 

e la  (7)  , nella  quale  devesi  ritenere  il  segno  superiore , 
darà 

(20)  a'=Vu'+{tr-ay. 

Secondo  questa  formola  si  vede,  cbe  a‘  acquista  il  va- 
lor massimo  quando  <=o,  al  quale , secondo  la  (2) , cor- 
risponde u—o,  e però  il  detto  valore  è a'=a,  cioè  il  mas- 
simo diametro  è l’ asse  maggiore.  A misura  poi  che  va 
crescendo  ><,  va  diminuendo. oc',  e quando  si  giunge  al  va- 
lore t=a,  al  quale  secondo  la  (2)  corrisponde  u=A,.la  fof- 
mola  (20)  dà  il  minimo  valore  di  a*=b,  il  quale  è il  se- 
miasse minore  GB.  Dal  valore  t~a  sino  all'  altro  t=2a,  i 
valori  di  a'  ritornano  in  senso  opposto  ai  precedenti,  co- 
me doveva  essere,  vista  la  simmetria  delle  quattro  parti  in 
che  resta  divisa  l’ ellisse  dai  suoi  assi«  Ed  è cosi  che  ab- 

• biamo,  che  ogni  diametro  dell’ ellisse  ne  ammette  un  altro 

• simmetricamente  situato,  eguale  , ma  non  coniugato.  Da 

questa  breve  disamina  ne  discende  il  seguente  •' 

Teorema  LXIII.  Di  tutti  i 'diametri  • delP  ellisse  il 
massimo  è t asse  maggiore , il  minimo  è V asse  minore; 
'un  diametro  è tanto  più  piccolo,  quanto  più  s' allontana 
■dall  asse  maggiore;  e due  diametri  egualmente  inclina- 
•ti  a quest'  asse  dall'  una  e dall'  altra  parte  , sono  e- 
' guati.  . . 
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Nel  caso  dell'iperbole  si  ha 
i*  A*  4* , 

”*=7»  ”==?"’  (2) 

e la  (7)  riducesi  ad 

(21)  , a'~Vu-+(t+a)\ 

m 

Or  considerando  un  sol  ramo  dell'  iperbole  ( il  che  è 
sufficiente,  vista  la  simmetria  de’  quattro  rami  di  questa  cur- 
va rispetto  agii  assi)  e considerando  propriamente  quel 
ramo  corrispondente  ad  ascisse  e ordinate  positive,  vedia- 
mo che  nel  dare  a t tutti  i valori  da  tetx>  sino  a + », 
secondo  la  natura  di  questo  ramo , si  ha  il  minimo  valo- 
re di  a'  per  £=so , al  quale  secondo  la  precedente  equa- 
zione (2)  dell’  iperbole,  corrisponde  u=o,  e però  il  detto 
valor  mimmo  è , secondo  la  (21)  a'=sa , cioè  il  semiasse 
trasverso.  Quindi  al  crescere  di  t va  pure  crescendo  a’  e, 
quando  fc=oo,  anche  a‘=saa.  Osservando  inoltre,  che  ad 
una  stessa  ascissa  corrispondono  due  ordinate  eguali  ed 
opposte,  le  quali  danno  uno  stesso  valore  per  a'  messe 
nella  (21),  possiam  concbiudere  il  seguente 

Teosemi  LXIV.  1/  minimo  diametro  reale  delP  i- 
perbole  è il  suo  asse  trasverso  ; di  due  diametri  tra- 
sversi  diversamente  inclinati  alt  asse  , il  maggiore  è il 
più  lontano  ; e due  diametri  trasversi  egualmente  in- 
clinati all'  asse , dalP  una  e daW  altra  parte  , sono  e- 
guali. 

E poiché  i diametri  immaginarii  sono  i reali  dell’  i- 
perbole  coniugata,  ne  segue,  cm  tra  tatti  i diametri  non 
trasversi  delP  iperbole^  il  mimmo  è P asse  non  trasverso. 

Nel  caso  del  circolo  m=r  ed  n= — 1 , si  che  la  (7) 
dà  a>=r,  e ciò  per  qualunque  valore  di  t\  quindi  tutti  i 
diametri  del  cerchio  sono  eguali  tra  loro,  il  che  era  noto . 

Finalmente  per  la  parabola  essendo  n=o,  si  ha  a'=«  , 

cioè 

Teorbma.  LXV.  I diametri  della  parabola  sono  di 
lunghezza  infinita. 

481.  Essendo  a il  semiasse  maggiore  e ò il  semiasse 
minore  dell’ellisse,  ed  essendo  parimente  a un  qualunque  se- 
midiametro e b'iì  suo  coniugato,  ed  a'"^b'j  se  dinotiamo  con  m 
il  semiparametro  rispetto  all'asse  2a,  e con  nt'  quello  rispet- 


Digitlzed  by  Googl 


Amiti  t DDE  GOgBDMATE 


am 

to  al  diametro  2a',  sarà  (396,  6*) 

dalla  relazione  (il,  479)  si  ha  o*-}-6’s=a^4-^‘»  ® secon- 

h'  4'* 

do  il  teorema  LXIII  a>n',  dunque  sarà  — ',ov- 

a a' 

▼ero  a+i»<a'-|-w»'  e quindi  tn—m'<,a‘ — a,  ma  a' — a<o, 
dunque  con  più  forte  ragione  m — ^m'<o  , ed  Or 

tra  tutti  i diametri  dell'  ellisse  l' asse  2a  è il  massimo  e 
l'asse  26  è il  minimo,  dunque 

Teorema  LXVI.  Di  tutti  i parametri  delV  ellisse  il 
minimo  è il  parametro  principale,  ovvero  quello  rispet- 
to all'  asse  maggiore,  e il  massimo  è quello  rispetto  al- 
r asse  minore. 

Chiamando  parimente  a il  semiasse  trasverso  d’  un  i- 
perbole  , m il  semiparametro  rispetto  a quest’  asse  , 6 il 
semiasse  non  trasverso;  e dinotando  con  a'  un  semidiame- 
tro trasverso  , con  m'  il  corrispondente  semiparametro  e 

è*  i»* 
o V * 

se  fl>6  sarà  pure  (n.“  480)  a' >6'.  Or  dalla  formola  (12, 
479)  si  ha  a* — 6*— a'* — 6'*,  e secondo  il  teorema  LXIVfl<a'‘, 
6*  4" 

dunque  sarà  a — T*  a—m'>a* — to',  e qui»* 

di  TO — m’^a — a';  ma  a — a‘<,o,  dunque  con  più  forte  ra- 
gione TO — m'^o,  e perdo  to<to';  e poiché  tra  tutti  i dia- 
metri trasversi  d’  un'  iperbole  il  minimo  è l’ asse  trasverso, 
ne  segue  '' 

Teorema  LXVII.  Tra  tutti  i parametri  uri  iperbole 

il  minimo  è il  parametro  principale,  ovvero  quello  rispet- 
tò air  asse  trasverso. 

Per  ciò  che  concerne  la  parabola  , abbiamo  che  nel 
caso  di  questa  curva  essendo  n=o  , l' equazione  (6,  478) 
diviene 

. . w 

per  modo  che,  chiamando  to'  il  semiparametro  della  curva 
rispetto  al  diametro  al  quale  è riferita  la  precedente  equa- 
zione 1 sarà 


con  b’  il  semidiametro  coniugato,  sarà  to=—  , ms=—  , e 


u*+m* 


2u* 


miE  aiconiA. 


B9I 


e poiché  , sostituendo  , avremo  2m':=tot4“^^  > 

ossia 

Teokema  LXVni.//  parametro  della  parabola  rispet- 
to ad  un  diametro  è uguale  al  parametro  alC  asse,  più 
quattro  volte  P ascissa  delV  estremità  di  quel  diametro 
rispetto  al  vertice  della  curva.  Il  minimo  parametro  è 
quello  rispetto  alt  asse. 

485.  Nello  stesso  caso  della  parabola,  la  formola  (5  , 
*77)  dà 


sen,;z= 


I» 


e quindi,  combinando  questa  relazione  con  la  (22),  se  ne 
trae 


m 

sen’<('  * 


■supponendo  dunque  condotto  un  altro  diametro  e la  cor- 
rispondente tangente,  che  facciano  tra  loro  un  angolo 
•e  dinotando  con  2m”  il  parametro  della  curva  rispetto  a 
questo  nuovo  diametro,  si  avrà 


■e  conseguentemente,  dal  paragone  di  queste  ultime i egua- 
glianze si  trae 

m' sen*+'_ 

m"  sen*<i'  * 


dunque 

Teobema  LXIX.  I parametri  .della  parabola,  rispet- 
to a due  diametri  qualunque,  stanno  tra  loro  nella  ra- 
gione inversa  dei  quadrati  de'  seni  degli  angoli /ormati 
dalle  corrispondenti  tangenti  con  essi  diametri. 

486.  Da  questo  teorema  , combinato  con  la  formola 
(42  , 455)  si  trae  un’  altra  conseguenza  importante  ; im- 
perciocché, fatto  in  quella  formola  n=o , e posto  «(=taD4, 
a'=tan'l'  si  trae 


1+a*  «*»  taB*<l’'  . Un»  + 

‘ *"5"'  «•  *t+a'»  1+Un*<|<'  1+Un»' 

onde  in  virtù  della  (24) 


(25) 
e però 


*"» ’ 


»en» 

4 aen*  4 


# 
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Teorema  LXX.  Se_  nel 'piano  d imA -parabola  si 
prenda  un  punto , e si  conducano  due  rette , • che  tor 
glino  la  curva  ; i rettangoli  formati  dalle  porzioni  di 
ciascuna  segante , comprese  tra  il  dato  punto  e il  pe- 
rimetro della  curva  , staranno  tra  loro  come  i parame- 
tri ai  diametri,  corrispondenti  alle  tangenti  parallele  al- 
le seganti  condotte. 

ARTICOLO  Vm. 

V 

Eqwinoni  delit  diveru  affezioni  deW  ellim  e delf  iperbole,  quando 
queste  curve  son  riferite  ai  loro  asti,  o anche  ad  un  sistema  di 
diametri  coniugati,  e proprietà  che  ne  discendono. 

487.  L’equazione  dell'ellisse  riferita  ai  suoi  assi  AA', 
BB'  (fig.  69),  U primo  dé’ quali  sia  il  maggiore  e di  lun- 
ghezza ia,  ed  il  secondo  sia  il  minore  e di  lunghezza  2b, 
è (5,  337) 

(1)  ay-fiV=«’A*  : 

parimente  quella  dell’  iperbole  ( fig.  70  ),  allo  stesso  modo 
considerata,  è (12,  381) 

(2)  a'y'—b'x'=i—a'b'  , 

essendo  2a  l’asse  trasverso,  e 2ó  il  non  trasverso,  o im- 
maginario. Queste  due  equazioni , tome  vedesì  , non  dif- 
feriscono che  per  il  segno  di  b'  , tosi  che  dall’  ellisse  si 
passa  all’iperbole,  cangiando  b*  in  — If. 

Abbiamo  già,  negli  artìcoli  precedenti,  trovate  le  e- 
quazionì  delle  differenti  affezioni  di  queste  linee,  rispetto 
ad  un  punto  qualunque  M ( fig.  69,  70  ),  le  cui  coordi- 
nate fossero  dinotate  da  x',  , prendendo  per  assi  quello 

AA'  della  curva,  e la  corrispondente  tangente  Aj.  Volen- 
do ora  le  formole  di  quelle  medesime  a&zioni  rispetto  ai 
nuovi  assi  AA',  e BB',  parallelo  ad  Ay,  basterà  una  sem- 
plice sostituzione  di  x-^-a  ed  x'-)-<z  in  luogo  di  x ed  x' 
(12,  319)  nel  caso  dell’ellisse;  e di  x — a ed  x* — a nel 
caso  dell’  iperbole. 

Pertanto  cominciamo  dalle  formole  de’  raggi  vettori , 
e delle  distanze  alla  direttrice,  rappresentate  dalle  (17)  c 
(18)  dell’ art.".  V per  l’ ellisse;,  - c dalle  (28)  e (29)  dello 
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stesso  irt.°  per  l’iperbole;  e -fatU  la  iadiciU  sestitozione 
sTremo  per  l' ellisse 


r.=- 


a*+tx‘ 


a 

o* — «si' 


tx' 


ac 

:a-— ; 


o*+«s:’  a* 


d.= 


e t 
a* — ex'  o* 


.ex’ — 0* 

=±| 

. ex'+a* 

=±l 

e 

=±( 

‘ - « 

1 

488.  Passando  alle  equazioni  della  tangente  e della 
normale,  non  che  alle  espressioni  della  suttangente  e del- 
la sunnormale,  osserveremo  che  le  equazioni  eie  espressio- 
ni di  queste  linee,  rispetto  all’asse  e alla  tangente  , sono 
rappresenUte  da  (/.,  435),  (n„  438),  (s„  436),  (s'„  438) 
per  r ellisse;  e dalle  (/j , 435),  (»| , 438),  (r, , 436),  ( s'„ 
438)  per  l’iperbole;  onde  Catta  la  sostituzione  indicala  nel 
n."  prec.,  avremo  le  equazioni , e le  espressioni  delle  me- 
desime linee  , rispetto  agli  assi , le  quali  saranno  , 

(7) 

(8)  b‘x'{y—y')=a'y\x—x')i  * 

(9)  i , e,  in  valore  assoluto,  CT=^(  fig.  60)  ; 


S,=x—x' 

o* 


(i6) 

per  1’  ellisse,  e 

(11)  a'yy' — b'xx'x=- — a'h'  ; 

(1*)  6V(y.-jf')=— a’y'(*-ra:');:  . 
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(!3)  ^ c=^ — x',e posteriormente CT=^  (8g.7Q); 

(U)  ■y.=5*’- 


Le  equazioni.  (7),  e (li),  quando  jc’,  y'  sono  le  coor- 
dinate d’nn  punto  che  non  sta  sulla  curva,  appartengono 
alle  polari  (dell’ ellisse  la  prittu  e dell'iperbole  la  secon- 
da ) coniugate  di  quel  punto.  Inoltre  le  dette  equazioni  , 
come  pure  le  espressioni  (11)  e (13)  delle  suttangenti  ri- 
mangono le  stesse,  quando  <i  e & in  luogo  di  essere  i se- 
miassi , fossero  due  semidiametri  coniugati  ( n.°  434).  Ma 
non  è lo  stesso  delle  equazioni  (8)  e (12)  delle  normali , 
come  pure  delle  espressioni  (10)  e (14)  delle  snnnormaii, 
le  quali,  nel  caso  che  gli  assi  delle  coordinate  fossero  due 
diametri  coniugati  , dovrebbero  contenere  l'angolo  di  que- 
sti diametri.  Quindi  dalle  espressioni  (9)  e (13)  di  CT  si 
deduce  il  seguente 

Teobemz  LXXI.  Nelle  curve  coniche,  dotate  di  cen- 
tro, ogni  semidiametro  è medio  proporzionale  tra  la  di- 
stanza del  centro  al  punto  d*  incontro  d una  tangente  col 
diametro  , e t ascissa  del  punto  di  contatto  al  cenno. 

489.  Per  ciò  che  riguarda  due  diametri  coniugati,  os- 
serviamo che  le  equazioni  generali  di  queste  linee  si  per 
r ellisse  che  per  l’ iperbole  sono  rappresentate  dalle  (6)  e 
(7)  deU’art.”  VIH,  cioè 


, j 4*  b*  S*  «• 

e pero , ponendo  »i=— , n=- — j , oppure  »*=—  , ^ » 

e facendo  la  sostituzione,  indicata  nel  n.”  487,  si  troverà 


(15)  »=^;  (16)  v=-^; 

per  le  equazioni  de' due  diametri  coniugati  dell'ellisse;  ed 


(H)  ,=4,  (18) 

per  quelle  de’  diametri  coniugati  dell' ip^bole. 
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490.  SimUmeate  essendo  (3,  356) 
ny> 


y—y—z:=: 


3(x-*') 


meline' -|-raJ5 

r equazione  generale  de’  due  raggi  vettori  condotti  pel  pun- 
to x',  y‘,  relativamente  all' asse  e alia  tangente,  si  avran- 
no quelle  relative  agli  assi , facendo  le  sostituzioni , come 
sopra,  e ricordandosi  che'c'=VITn,  si  troverà 


(19) 


"per  1*  equazione  de’  raggi  vettori  dell’  ellisse;  e 

(20)  *') 

X 

per  l’ equazione  de’  raggi  vettori  dell’  iperbole  ; essendo  e, 
in  ambi  i casi,  l’ eccentricità  della  curva. 

Queste  equazioni  de’  raggi  vettori  , come  pure  l’ es- 
pressioni finite  (3),  (5),  (6)  (n.“  487)  de’ medesimi  raggi 
e delle  distanze  alle  direttrici  han  luogo,  solo  quando  la 
curva  è riferita  agii  assi,  e non  a due  diametri  qualunque. 

491.  Finalmente  l’equazione  d’una  retta  qualunque 
che  passa  per  due  punti  (x',  y'),  (x",  y")  essendo 


(21)  y—y‘==h{x^x>),oyeh=^^p^, 

se  questi  punti  stanno  sull’  ellisse  dovrà  aversi 

»“=7  («■-«').  y=;!  («•-»*■). 

donde  si -ricava 

' y'— y"  • L »’+*" 

-r~  ossia  h=i . , 

x' — ^ o*  y'+y'' 

e sostituendo  nella  (21)  avremo 

6*  *'+x'' 


(22) 


r{x-x'): 


quest’  equazione  rappresenta  quella  d’-una,  retta  che  passa 
per  due  punti  (x\  y'j,  (x“ , y")  presi  sull’  ellisse  , e pren- 
dendo per  assi  due  qualunque  diametri  coniugati.  , . 
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Canbiando  b'  in  — >6‘. , avremo  l’ analoga*  equazione, 
per  l’iporbole  > 

h ac'+ap", 


y'+y 


-(x— a'). 


492.  Ecco  intanto  taluni  teoremi,  che  mercè  le  fbr- 
mole  ora  esposte  si  possou  facilmente  mettere  in  chiaro.  < 
Sia  la  curva  riferita  a due  diametri  coniugati  2a 
de’  quali , quando  la  curva  è un’  ellisse , supporremo  che 
il  primo  sia  quello  che  coincide  con  l’ asse  delle  a,  e il  se» 
condo  con  quello  delle  y;  e nel  caso  dell' iperbole  suppor- 
remo di  più  che  il  primo  sia  l’asse  trasverso.  Posto  ciò 
r equazione  dell’  ellisse  e quella  della  sua  tangente  in  un 
punto  (a',  y')  saranno 

(23)  a*y*-fò’a*=a*ò*,  (24)  a*yy'-f-ò*aa'j=a*ft*; 

e cambiando  ò*  in  — ò*  si  avranno  le  analoghe  per  l' i-' 
perbole,  cioè 

(25)  ay—b‘x'=—a'b\  (26)  n*yy'-4'aa'=- a*6*. 

Sia  AA'  (fig.  82)  il  diametro  2a  dell’  ellisse  , BB'==2A  il 
coniugato,  ed  M il  punto  che  ha  per  coordinate  CP==a', 
MP=y'.  Fatto  y=o  nell’ equazione  (24)  rappresentante  la 

tangente  MT  , ne  ricaveremo  a , ossia  GT=^,  e quindi 


AT=CT-CA=^-o=: 

a' 


a(o — x")  a.AP 
a'  a*  ’ 


A'T=CT+CA'=-, 

a a' 


fl(o+a') fl.A'P 


donde  si  deduce  la  proporzione 

AT:A'T::AP:A'P. 

A una  proporzione  analoga  si  giunge , trattando  allo  stesso 
modo  la  (26),  appartenente  alla  tangente  all’  iperbole,  e pe- 
rò si  concbiude 

Teoheua  LXXII.  Se  in  una  curva  conica  , dotala 
di  centro , si  prolunghi  un  diametro  qualunque , finché 
incontri  la  tangente,  condotta  in  un  punto  della  curva, 
quel  diametro , così  prolungato , resterà  diviso  armoni- 
camente dalla  tangente,  dalla  curva  e dcd  punto  di 
contatto. 

493.  Se  pe’  vertici  A , A'  del  diametro  AA'  si  con- 
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ducuto  le  tangenti  AL , A'L',  queste  avranno  per  equa- 
zioni rispettivamente  x=a , xss — a,  e combinate  eoa  la 
(24)  danno  successivamente 


ir  tiri  4*(a+®') 

y , ovvero  AL=— i ; y , ovvero  A L'= — — — , 

e quindi,  moltiplicando  queste  due  espressioni  e riducen- 
do in  virtù  della  (2),  ne  trarremo 


ALxA'L'=è*=CB*. 


Altrettanto  ricavasi  in  ordine  all*  iperbole , e quindi 

TeoAEUA  LXX.ni.  Sedai  vertici  ttun  diametro  d"  una 
curva  conica^  dotata  di  centro,  si  conducano  le  tangenti 
parallele , e si  prolunghino  fino  ad  incontrare  una  tan- 
gente trasversale  qualunque;  sarà  il  rettangolo  di  quelle 
tangenti  parallele  eguale  al  quadrato  dd  semidiametro 
Coniugato  dato. 

494.  Questo  teorema  combinato  con  l'altro  del  n.° 
456  dà  luogo  ad  un’altra  importante  proprietà.  In  efietti 
se  si  meni  u diametro  HH’  parallelo  alla  tangente  MT,  e 
perciò  coniugato  del  diametro  MN  , ebe  passa  pel  punto 
di  contatto  M,  si  avrà  pel  teor.  XLIX. 

LM:LA::HC:CB,  L'M:L'A'::HC;CB, 
donde  LMxL'M:LAxL'A'::in!*:t]B*;  ma  pel  teorema  prece- 
dente i conseguenti  di  quest’  ultima  proporzione  sono  egua- 
li, dunque  sarà  pariménte  LMxL'M=gH*  ; vale  a dire 
Teorema  LXXJV.  Se  dai  vertici  d'un  diametro  d una 
curva  conica  dotata  di  centro,  si  conducano  le  due  tan- 
genti parallele , e per  un  punto  qualunque  della  curva 
si  meni  una  terza  tangente  e à prolunghi  fino  ad  in-, 
contrar  le  prime;  il  rettangolo  de*  due  segmenti  di  que- 
sta tangente  trasversale  sarà  eguale  al  quadrato  del  se- 
midiametro dato. 

495.  Pel  vertice  A'  e pel  punto  di  contatto  M si  me- 
ni la  A'M,  la  quale,  per  l’ellisse,  avrà  per  equazione 


e combinala  con  l’ altra  x=a , appartenente  alla  tangente 

AL  , si  otterrà  AK=z-p~,  ovvero,  essendo  in  virtù  della 
(23,’492)  y'xz^y" d—x‘’>  sarà 
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ÀK=2i\/"S  ma’(n.»  493)  ALzjy*^)=b 

^ a+x‘  ' ay  y 

dunque  AL=LK.  Lo  stesso  avendo  luogo  per  f iperbole 
si  conchiude  • • 

Teorema  LXXV.  Se  da  uno  de’  vertici  d un  dia- 
metro d’  una  curva  conica^  dotata  di  centro,  si  condu- 
ca la  tangente , e per  f altro  vertice  si  conduca  una 
segante,  che  si  prolunghi  fino  ad  incontrar  la  tangente^ 
indi  pel  punto  d intersezione  della  segante  con  la  cur- 
. va  si  meni  un’  altra  tangente,  questa  taglierà  in  due  par- 
ti eguali  la  parte  della  prima  tangente , compresa  tra  il 
punto  di  contatto  e la  segante. 

496.  Pongasi  per  brevità 

— 1 -)-«»*  4-2fl»coss= A » 

ove  t dinota  l’ angolo  de’  due  diametri  coniugati , • sari , 
( 14  , 329  ) e osservando  cbe  ( 9 , 488  ) PT=;~^  , 

ar 

donde  s’ottiene  MTxMS=A:(a4't^')’  condot- 

te per  A e P le  AG  e PQ  parallele  alla  tangente  MT,  si 
ha  evidentemente  k{a — x')=AG=ML,  A:(a-|-a:')=PQ=±ML', 
dunque  MTxMS=ldLXML' ; ma  qgest*  ultimo  prodotto, 
secondo  il  teor.  LX.X11I,  è uguale  a ch%  dunque 

Teorema  LXXVI.  Se  per  un  punto  qualunque  d una 
curva  conica,  dotata  di  centro  si  conduca  la  tangente, 
che  si  faccia  terminare  a due  diametri  coniugati  qua- 
lunque , prolungati  ; il  rettangolo  de’  due  segmenti  di 
questa  tangente  sarà  eguale  al  tpiadrato  del  semidiame- 
tro ad  essa  parallelo. 

*97.  Nel  numero  *88  abbiam  trovato  (13,488),  che,  in 

valore  assoluto  , la  distanza  CT=:.^,  ( fig.  79  ) , quindi  al 

crescere  di  rf  diminuisce  CT,  e quando  supponesi  x'=oe  , 
si  ha  GT=o,  il  che  vuol  dire  che  la  retta  tangente  l’iper- 
bole all’infinito,  passa  pel  centro.  È questa  tangente,  pro- 
priamente parlando  , una  posizione  limite  , verso  la  quale 
s’  approssima  sempreppiù  la  tangente  in  un  punto  qualun- 
que dell'  iperbole,  a misura  che  il  punto  di  contatto  s’  al- 
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lontana  dal  rertice.  A questa  stessa  conseguenza  ci  mena 
la  considerazione  diretta  della  tangente,  la  quale,  secondo  la 
sua  equazione  (11,488)  forma  con  l'asse  AA'  un  angolo  che 

ha  per  tangente  trigonometrica  , oyvero  , osservando 

che  y'=+^yx''  g*  » questa  tangente  verrà  espressa  da 


« y 


è ben  si  vede  che  quest’  espressione  nel  limite  tc'=ao  , di- 
viene e quindi  a misura  che  il  punto  di  contatto  s’al- 
lontana dal  vertice,  la  tangente  tende  a prendere  la  posi- 
zione d’ una  retta  che  fa  con  1’  asse  delle  ascisse  un  an- 
golo, la  cui  tangente  trigonometrica  è ±-^  Or,  nel  tem- 
po stesso,  come  piu  sopra  si  è veduto  , questa  retta  limi- 
te deve  passare  pel  centro,  dunque  essa  avrà  per  equazio- 
ne y=±— ; ma  questa  à l’equazione  degli  asintoti  (n.°  386), 

dunque  V asintoto  delt  iperbole  è una  tangente  , il  cui 
punto  di  contatto  è posto  a diurna  infinita. 

498.  Secondo  abbiàm  veduto  nel  n.*  491,  l’equazio- 
ne d’ una  segante  una  curva  conica,  dotata  di  centro , e 
propriamente  per  l’ellisse,  in  due  punti  («',  y'),  (aS*,  jf") 
è (22,  491) 

, Ì*(X'+ÌT").  ,, 

Posto  ciò  sìa  AA'  ( fig.  84  ) il  diametro  2a  , M il  punto 
(x‘,  jf')  ed  N il  punto  (ac“,  y"),  e fatto  y=o  nella  prece- 
dente equazione  avremo 

__  h*{a'->rx'x“)-^a'yY  ' 

“3= 5=Ff5Ì 

Se  invece  si  considera  la  segante  MN',  la  quale  passa  per 
M e pel  punto  JN',  estremo  della  corda  NN',  coniugata  del 
diametro  A A' , allora  basterà  cambiare  y*  in  — y“  nell’  es- 
pressione precedente  per  avere 


CQ'=- 
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e quindi,  moltiplicando  fra  loro  quest'espressione  e la  pre- 
cedente di  CQ,  si  otterrà 

ma  essendo  («',  y'),  (x*,  y*)  punti  della  curra  der' essere 

dunque,  sostituendo  nell’espressione  precedente  e rìducen- 
do,  risulterà  CQ  X CQ'=a‘s=CA';  lo  stesso  potendosi  dimo- 
strare per  r iperl)ole , ne  segue  il 

Teorema  LXXVII.  Se  per  un  punto  tT  una  curva 
conica^  dotata  di  centro,  si  menino  due  seganti,  e si  con- 
duca il  diametro  coniugato  della  corda  che  congiunge 
gli  altri  due  punti  d*  intersezione  delle  dette  seganti  con 
la  curva’,  il  rettangolo  delle  parti  su  guesto  diametro 
tagliate  da  esse  seganti,  a partire  dal  centro,  è uguale 
al  quadrato  della  metà  di  esso  diametro. 

Scolio.  Abbiamo  dimostrato  (teo.  XL)  che  se  Q à il 
polo  della  polare  che  passa  per  Q',  si  ha  parimente  CQx 
CQ'=CA*i  dunque  i punti  intersezione  di  due  seganti, 
menate  per  uno  stesso  punto  , col  diametro  coniugato 
della  corda  che  congiunge  gli  eiltri  due  punti,  in  cui  le 
seganti  incontrano  la  curva,  determinano  un  polo  e la 
polare  coniugata. 

ARTICOLO  IX. 

Equazione  particolare  delF  iperbole  riferita  ai  tuoi  atintoti. 

499.  Gli  asintoti  dell’  iperbole  essendo  un  sistema  di 
rette,  proprie  a servire  da  assi  di  coordinate,  come  gli  as- 
si della  curva,  e più  generalmente  come  due  diametri  con- 
iugati qualunque,  i Geometri  se  ne  son  serviti  per  formare 
un’  equazione  dell'  iperbole  , la  quale,  appunto  perchè  gli 
assi  delle  coordinate  sono  gli  stessi  asintoti,  chiamasi  equa- 
zione dell’  iperbole  agli  asintoti.  Ed  è facile  ottenere  que- 
st’equazione , senza  più  partire  dalla  sua  generazione,  ma 
trasformando  l’equazione  , 

(I)  a’y’-5-6***^— a*A* 

) 

\ 

I 

f 

\ 

' \ 

) 
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appartenente  alla  stessa  iperbole  riferita  ai  suoi  assi,  mer- 
cè le  formolo 

(2)  afc=x'cos9-f-y'cos+,  jf=Jr'sen9-j-!f's®n4’, 

che  (319,1°)  servono  a passare  da  un  sistema  di  assi  rettan- 
golari, quali  sono  i due 
ad  un  sistema  di  assi 
Ch,  Ck'. 

Supponendo  pertanto  che  sia  Ch  il  novello  asse  delle 
ascisse  positive  a^,  Ck  quello  delle  ordinate,  parimente  po- 
sitive y',  sarà  ^=hCA,  e +=  all’  angob  sporgente  k'CA=: 
360°-hCA=360“— ma  (n.“  497) 

tar9=-,  dunque  sen^= — , cosf=r — ^ , 

® V"a*+A* 

b . a . 

V a-+b'  ^ 

laonde , sostituendo  questi  valori  in  (2)  , s’ avrà 

a(a^+y') 

X=*.j =:  » V— = » 

Va'+b'  Va'+b' 

e questi  valori  sostituiti  in  (1)  daranno  finalmente,  dopo 
le  riduzioni , e tolti  gli  apici , la  cercata  equazione  , che 
sarà 

(3)  ®y=S(«‘4-è‘)* 

e che  puh  scriversi,  ancor  più  semplicemente , così: 

(4)  <ry=A*, 

essendo  il  termine  noto  h*  la  quarta  parte  della  somma 
ilei  quadrati  de'  semiassi;  la  quale  vien  appellata  potenza 
dell’  iperbole. 

500.  Se  r iperbole  fosse  equilatera , sdirebbe  a^h  , e 
però  la  sua  equazione  è 

(5)  x^—\a'; 

nel  tempo  stesso  tan^=l,  ^=45°,  e per  conseguenza  l'an- 
golo degli  asintoti  è retto.  La  reciproca  è parimente  ve- 
ra ; talmente  che  se  1‘  angolo  degli  asintoti  è retto,  V i- 
perbole  è equilatera.  In  questa  caso  se  da  uno  dei  vertici 
e sia  A'  si  conducano  le  A'R  , n'R'  parallele  agli  asintoti, 
allora  essendo  l’angolo  in  C retto,  tali  saran  pure  gli  al- 
tri A'RC,  A'R'G|  e <|UÌQdi  A'RCR'  è un  quadrato,  la  cui  dia- 


assi  AA',  BB'  della  curva  (fig.  85), 
obbliqui  , quali  sono  gli  asintoti 
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gonale  essendo  CA’,  esso  stesso  è uguale  ad  la',  ossia  al- 
la potenza  dell’ iperbole;  dunque  la  potenza  dell'- iperbole 
equilatera  eguaglia  il  quadrato  che  si  formOy  conducen- 
do da  uno  de'  vertici  due  parallele  agli  asintoti. 

501.  Volendo  i*  equazione  della  tangente  riferita  agli 
asintoti,  potrebbesi  fare  una  trasformazione  analoga  a quella 
fatta  nel  n.”  499  ; ma  varrà  meglio  trovarla  direttamente, 
seguendo  il  metodo  del  n.”  433.  E perù  dinotando  con  sd  , 
y'  le  coordinate  GP,PM  d' un  punto  M,  preso  sull'  iperbole 
o riferito  agli  asintoti , e dinotando  parimente  con  x" , y" 
quelle  d’un  secondo  punto  M',  preso  allo  stesso  modo , sarà 

y— x') 

l'equazione  delle  segante  condotta  per  que*  due  punti , ed 

e perchè  i punti  (x\  y'),  (x“,  y")  sono  sulla  curva,  devo- 
no verificar  la  (4)  e perù  sarà  x'y'ssA* , ®"y“=A*  ; donde 
x'y' — x"i/'=Of  e quindi  ancora 
x'y' — 

ovvero 

x'(y'— y’)+y*(*'— x»)r=o,  da  cui 
dunque  1*  equazione  della  segante  MM'  sarà 

(6)  y-y'=~  ^(x—xy 

Or  se  suppongasi  x'=x",  sarà  purey'=y",  e i due  punti 
d' intersezione  venendosi  a riunire  in  un  solo , la  segante 
diverrà  tangente  } e 'però  , secondo  quest'  ipotesi , la  (6} 
diviene 

(7)  y_y/=_|.(j._j:/), 

ebe  sarà  la  chiesta  equazione  della  tangente. 

502.  Se  nelle  (6)  e (7)  pongasi  y=o , si  troverà 
per  la  (7) 

X — x’,  ossia  PT=:x'=CP, 

e per  la  (6) 

x-x' , ossia  PN=^^=^^|^"=Cm=M'P'. 

y”  y" 

Dalla  prima  di  queste  relazioni  si  deduce  il  seguente 
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Teorema  LXXVIII.  .Se  ad  un  punto  delt  iperbole 
s'  adatta  la  tangente , le  parti  di  questa^  comprese  tra 
il  punto  di  contatto  e gli  asintoti , sono  eguali. 

Dalla  seconda  relazione  poi  , essendo  M'P'  parallela 
a Ch  , ne  segue  che  i due  triangoli  MPN,  M'P'N',  sono 
eguali , e però  MN=M'N',  cioè 

Teorema  LXXIX.  Se  per  un  punto  qualunque  del- 
t iperbole  si  meni  una  segante  , le  parti  di  questa  se~ 
gante,  comprese  tra  gli  asintoti  e la  curva,  sono  eguali. 

503.  Essendo  MP  parallela  a CN'  ed  MQ  a CN  , a- 
vremo  le  due  proporzioni 

MN:MP  : ; NN!:GNS  MN':MQ  ; ; NN'-.CN, 
dondo  (8)  MN  X MN';MP  X MQ:;Ì7n'*:CN  X CN'  ; 
ma  se  si  supponga  essere  NN'  perpendicolare  all’  asse  AA', 
allora  sarà  CN=CN',  Nn*=CN*4-CN"— 2CNxCN'cosNCN'= 


2CN*(1 — cos29)  , c poiché  ( n.®  499  ) cos9=-^‘ 

b W . . 

senozz: » sarà  1 — cos^s= e quindi  NN  = 

; nel  tempo  stesso  MPxMQ=i(a*+6’)» 

a'-\-b' 


sostituendo  nella  proporzione  (8),  si  avrà  MNxMN'=A*. 
E poiché,  se  si  conduca  hlF  parallela  ad  AÀ',  si  ha  eri- 
dentemente 


MF;MN'::CA:CB  ; : aib,  MG:MN  : : a.b, 

sarà  MFxMG;MN'xMN::/x*:6*  ; ma  come  ora  si  è dimo- 
strato i conseguenti  di  questa  proporzione  sono  eguali,  dun- 
que lo  saran  pure  gli  antecedenti,  ossia  lVlFxMG=:a‘=CA‘, 
dunque 

Teorema  LXXX.  Se  nelP  iperbole  si  conduca  f or- 
dinata all'  asse , e si  prolunghi  sino  ad  incontrar  gli 
asintoti  ; il  rettangolo  delle  parti  comprese  tra  uno  dei 
punti  della  curva  e i due  asintoti,  o,  ciò  che  è lo  stesso, 
il  rettangolo  delle  parti  comprese  tra  uno  degli  asintoti  e 
i due  punti  della  curva , sarà  eguale  al  quadrato  del 
semiasse. 

504.  Menata  dal  vertice  A la  AI  perpendicolare  all’as- 
se AA' , sarà  ( n.°  386  ) AI==:CB  , e perù  i due  triangoli 
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ABC,  Aie  saranno  eguali  ; quindi  1’  angolo  CAB==LCA= 
ACN'  e perciò  AB  parallela  all’  asintoto  CN*,  e quindi  ad 
MP.  Nel  tempo  stesso  si  avrà  AL  X CL=CL'=MP  X CP , 
dunque 

Teorema  LXXXL  Se  nelP  iperMe  si  congiungono  i 
vertici  de'  due  assi , la  congiungente  risulterà  paralle- 
la ad  un  asintoto  , e incontrerà  f altro  ad  una  distàn- 
za  dal  centro  , media  proporzionale  tra  le  coordinate 
asintotiche  d’  un  punto  qualunque. 

L’  inverso  di  questo  teorema  è parimente  vero  , co- 
m'è  facile  il  dimostrare. 

ARTICOLO  X. 

Equazioni  polari  delle  curve  conieke. 

505.  Nei  preliminari  all’  analisi , esposti  nell’  art.  I 
del  capo  I , si  fece  vedere , che  il  sistema  di  coordinate 
rettilinee , non  era  esclusivo , potendo  vene  e^ere  ancora 
degli  altri  , e tra  questi  cjuello  delle  coordinate  polari. 
Inoltre,  siccome  nelle  applicazioni  matematiche,  e soprat- 
tutto all’  astronomia  , per  circostanze  particolari , è neces- 
sario fare  uso  di  quest*  ultimo  sistema  di  coordinate , cosi 
crediamo,  non  essere  senza  interesse,  il  cercare  in  quest’  ar- 
ticolo le  equazioni  polari  delle  curve  coniche.  La  via  più 
diretta  per  ottenerle  sarebbe  quella  di  trasformar  le  equa- 
zioni già  trovate,  passando  da  coordinate  rettrHnee,  a coor- 
dinate polari,  mercè  le  formole  (14,321).  Ma  comecché  nelle 
curve  coniche,  si  suol  prendere  per  polo  il  fuoco,  e che 
però  il  raggio  vettore  è quello  stesso  della  curva,  cosi  par- 
tiremo immediatamente  dalla  considerazione  di  quest’ulti- 
mo , il  quale  per  tutte  le  curve  coniche  viene  general- 
mente espresso  dalla  formola  (11  , 413) 

(1)  r=±[  . 

essendo  1'  ascissa  x contata  dal  vertice  A ( fig.  69  ) della 
curva,  e la  distanza  «lei  fuoco  il  più  vicino  cioè  F,  essen- 
do dinotata  da  ( 2,  407  ) 

(2)  2=mI±t£i±!L. 

n 
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Or  Tolendo  fissare  il  polo  nel  fuoco  F,  egli  è chiaro  che 
converrà  diminuire  le  ascisse  primitive  di  quest’  ultima 

quantità  , il  che  vale  lo  stesso  che  porre 

n 

in  luogo  di  e così  si  avrà 

r=z±{xy  1+r+b»)  ; 

ma  in  questa  equazione  vi  è ancora  l’ascissa  rettilinea  ar, 
che  convien  cambiare  con  1'  ascissa  angolare  '«  ; e ciò  si 
otterrà  immediatamente  ponendo  as=ncos®  (17,322),  con 
che  si  avrà 


m 


(3)  , 

lir  1+n  .cos® 

che  sarà  la  chiesta  equazione  polare  delle  curve  coniche , 
e dalla  quale  si  possono  dedurre  qudie  relative  a ciascuna 
specie  in  particolare.  > 

Caso  l."  Ellisse.  In  questo  caso  m=—  , n= — — , 

o o*  ’ 

e vale  il  solo  segno  inferiore  nella  forraola  (1)  (n.”  414); 
e però  ricordandosi  che  y o‘— 6‘  =e  (12,  414)  si  avrà 
dalla  formola  (3) 

w *■ 


a— ecosw 


oppure,  se  voglia  lasciarsi  ad  evidenza  il  parametro  — •=2f», 

dividendo  ambi  ì termini  per  a,  e ponendo  — =c  si  avrà 

(5)  : 

1 — ccosu 

l’una  o l’altra  delle  (4)  e (5)  sarà  l’ equazione  polare  del- 
1’  ellisse. 

^Cofo  2.®  iPEMOLE.  Si  ha  per  questa  curva  »i= — , 
e nella  formola  generale  (1)  dovendosi  ritenere  am- 
bi i segni  (421),  la  (3)  con  tali  sostituzioni  ed  avvcrlen- 
xedarà 

a+eco8tt>  a^ecosw 

essendo  e l’ eccentricità  dell’ iperltolc , la  quale  (21  , 421) 
a’+6’;  oppure  , lasciando  ad  evidenza  il  parametro , 
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come  nell’ ellisse,  « ponendo  ——c , le  (6)  potranno  rap* 
presentarsi  ancora  così: 

(7)  r 


1+CCOSt»’  ””1 — CCOSU* 

Troviamo  cosi  due  equazioni,  le  (6)  o le  (7)’,  per  rap- 
presentare una  curva , delia  quale  nn  ramo  è rappresentato 
da  una  , e 1’  altro  dall’  altra  delle  dette  equazioni:  ciò  ha 
luogo  dal  perchè  si  è considerato  il  raggio  vettore  in  senso 
assoluto.  Questa  restrizione  fa  si,  che  si  avrebbe  bisogno  di 
doversi  servire  di  due  equazioni  nel  tempo  stesso,  per  rap- 
presentare una  sola  curva.  Tolta  questa  restrizione  , e ritor 
Bendo  anche  valori  negativi  pel  raggio  vettore,  allora  non 
avrem  bisogno  che  d'una  sola  equazione.  Ed  in  vero  suppo- 
niamo che  nella  seconda  delle  (7)  corrispondente  al  ramo 
hAk  (fig.  89)  siesi  dato  ad  o)  tal  valore  «'=GFar  da  ri- 
sultare negativo  il  secondo  mèmbro,  e perciò  anche  r:  al- 
lora converrà  prolungare  la  FG  al  di  qua  di  F,  e prendere 
una  porzione  FM'  eguale  al  valor  numerico  di  r,  corrispon- 
dente all’  angolo  GFo:.  Or  questo  stesso  risultamento  si  ha  , 
se  nella  prima  delle  (7)  corrispondente  all’  altro  ramo  h'A'k' 
si  ponga  iv=t80''-|-MF«=sl80*-f-dg':  allora  in  effetti,  la  dire- 
zione del  raggio  è la  F'M , prolungamento  di  FG,e,  os- 
servando che  cos(i80°-f-«')=:— -cosa',  si  avrà 

m 


m 


1 — CCOStt»'' 

e poiché , come  si  è più  sopra  Supposto,  ^ ^ nega- 

tivo , così  il  valore  di  r dato  da  quest'  ultima  equazione 
sarà  assolutamente  positivo  , e dovrà  prendersi  da  F verso 
M'.  Pertanto  la  sola  equazione 

è sufficiente  a rappresentare  ambi  i rami  dell*  iperbole  , 
considerando  però  il  raggio  r si  positivamente  che  nega- 
tivamente. Questo  fatto  convalida  quel  che  si  disse  nel 
n.°  274  intorno  ai  segni  delle  coordinate  polari. 

Caso  3."  Pasabola.  In  questo  ca^  n=o , e vale  il 
solo  segno  inferiore  nella  (3),  onde  s’avrà 

per  equazione  polare  della  parabola. 
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506.  Scoilo.  Osservando  che  nei  caso  dell'  ellisse,  per 
essere  Va* — 6*s=e<a,  la  quantità  c<l;  laddove  che  nel- 
l'iperbole, essendo  ^ a'-\4)'=zc'>a  , risulta  c>l  ; si  può 
coDchiudere  che  la  sola  equazione 

m 

1 — CCOfto 

serve  a rappresentare  1'  ellisse  , quando  c<l  ; l’ iperbole, 
quando  c>l  ; la  parabola,  quando  c=l  ; e finalmente  il 
circolo  se  c=o.  In  tutti  i casi , il  numeratore  m rappre- 
senta la  metà  del  parametro  principale  della  curva  conica  , 
cioè  il  doppio  deir  ordinata  condotta  pel  fuoco  ( n."  431  ). 

CAPO  TERZO 

COSTRUZIONI  GRAFICHE. 

a- 

INTRODUZIONE. 

507.  Ne’ due  precedenti  capi  abbiamo  esposto  i prin- 
cìpi fondamentali  del  metodo  delle  coordinate , e la  loro 
applicazione  ad  un  particolar  genere  di  questioni  , il  cui 
scopo  era  queUo  d’ indagare  sia  la  forma  d’una  linea , sia 
le  sue  proprietà  assolute  o pure  relative,  partendo  sempre 
dall’ equazione  di  essa  linea,  combinata  talvolta  con  quel- 
la di  altre  linee.  £ comunque  in  queste  applicazioni  ci 
fossimo  attenuti  ad  un  genere  particolare  di  linee  , pure 
il  metodo  era  generale  , e d’  altronde  le  sezioni  coniche 
non  solo  che  si  presentan  le  prime  nell’  ordine  infinito  di 
linee,  ma  sono  dippiù  quelle  che  s’incontrano  quasi  sem- 
pre nelle  varie  branche  di  matematica  pura  ed  applicata. 
Ora  passeremo  ad  applicare  le  teoriche  precedentemente 
esposte  ad  un  altro  genere  di  questioni  , non  meno  im- 
portanti delle  prime , come  quelle  che  si  accostano  di  più 
alle  applicazioni  pratiche.  In  generale  lo  scopo  di  coleste 
questioni  quello  si  è di  descrivere  ovvero  rappresentare 
graficamente  sia  il  corso  d’una  linea,  sia  taluni  suoi  na- 
turali elementi , essendone  date  sia  le  formole  algebriche  , 
sia  pure  tali  altri  di  questi  stessi  elementi. 

Quando  si  tratta  di  dover  descrivere  una  curva  , è 
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necessario  che  i dati  sien  sufficienti  , perchè  il  problema 
risulti  determinato  , e come  abbiam  veduto  nel  n."  312 
questi  dati , o più  generalmente  queste  condizioni  debbo- 
no essere  per  una  curva  di  grado  n,  e perciò  cin~ 

que  per  una  curva  del  secondo.  A queste  condizioni  sì  ' 

soddisfi  , in  generale  , dando  di  posizione  cinque  punti 
pe’ quali  deve  passare  la  curva.  Ma,  come  qualcuno  di  que- 
sti punti  potrebbe  godere  di  qualche  proprietà  particolare 
rispetto  alla  curva  , come  per  esempio  quella  di  essere  il 
centro,  o un  fuoco,  o un  vertice j e come  ancora,  invece 
di  punti  , potrebbero  esser  date  rette,  dinotanti  delle  pro- 
prietà della  curva,  cqme  sarebbero  la  tangente,  la  normale, 
la  direttrice,  un  diametro,  la  polare;  così  bisogna  vedere 
a quante  condizioni  adempie  uno  dì  questi  punti  o una 
di  queste  rette,  per  fissar  le  altre  condizioni,  in  modo  che 
unite  a quelle  > formino  il  necessario  numero  di  cinque. 

In  generale  , si  riconosce  fin  da  principio  se  il  problema 
proposto  sia  capace  d’  una  soluzione  determinata  , esami- 
nando se  le  condizioni  nell' enunciato  espresse  sieno  tante, 
da  poter  determinare  le  costanti  che  entrano  nell’  equa- 
zione della  curva. 

Posto-  ciò,  l.° dandosi  di  posizione  il  centro,  si  ven- 
gono a soddisfare  due  condizioni  ; imperciocché  questo  pun- 
to deve  trovarsi  sull'  asse  della  curva , che  è una  retta  di 
data  posizione,  e deve  dividere  per  metà  la  corda  che  que- 
sta retta  determina  nella  curva.  ' 

2. "  Parimente  la  posizione  data  d'  un  fuoco  equivale 
a due  condizioni;  imperciocché  questo  punto  deve  trovar- 
si sull’  asse  primario  della  curva  , e deve  di  più  divider 
questo  in  data  ragione  ( teor.‘  11,  16,  22). 

3. °  Un  vertice  dato  vale  ancora  l'adempimento  di 
due  condizioni;  poiché  questo  punto  deve  stare  sulla  cur- 
va e sull’asse  della  medesima. 

4. °  Anche  col  darsi  la  posizione  d’  un  de' punti  di  su- 
blimità si  adempiono  due  condizioni  ; poiché  ciascuno  di 
questi  punti  devesì  trovare  sull’  asse,  e distare  dal  vertice 
della  curva  per  una  quantità  data  ( teor.‘  12,  17,  23  ). 

5. ”  Dando  di  posizione  la  tangente  si  viene  a soddi- 
.sfare  ad  una  condizione  ; imperciocché  l’ essere  una  retta 
tangente  della  curva  richiede  che  le  ascisse  dei  punti  di 
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le  tagli  in  N e D le  dette  circonferenze  ; dal  punto  N , 
sull’asse  maggiore  AA',  s’abbassi  la  perpendicolare  NP,  e 
dal  punto  D si  meni  a questa  retta  la  perpendicolare  DM 
e sarà  M un  punto  della  cuiTa  ricLiesta. 

In  effetti  ; pongasi  CA==a,  CB=6  , •CP=x,  MP=Y 
NP=y;  e poiché  per  costruzione  si  ha  CN:GD;:NP:MP,  e 
CN=CA,  CD=CB  , sarà  a*A::Y;y  ; quindi  ( n."  380  ) il 
punto  M appartiene  all’  ellisse  che  ha  per  assi  2n , e 
ossia  AA',  BB'.  • . , 

Facendo  la  stessa. operazione  per  qualunque  altra- se- 
gante, si  determineranno  quanti  altri  punti  si  voglion  del- 
la curva.  Anzi  è da  osservarsi  che,  determinati  quelli  d’un 
quadrante,  come  BA,  per  aver  quelli  del  quadrante  oppo- 
sto , basta  prolungare  ciascuna  segante  come  CN  e pren- 
dere CM'=CM. 

Soltmone  2.*  Determinati  i fuochi  F,  F'  come  si  dis- 
se nel  n.*  416,  si  prenda  uno  di  essi  e sia  F,  come  cen- 
tro, e con  un  raggio  maggiore  di  FA  descrivasi  un  arco; 
quindi  preso  l’altro  fuoco  F'  come  centro,  e con  un  rag- 
gio , eguale  alla  differenza  tra  il  grand’  asse  AA'  e il  pri- 
mo raggio,  descrivasi  un  altro  arco , il  quale  tagli  il  pri- 
mo in  M,  e sarà  questo  un  punto  della  curva. 

In  effetti  si  ha  per  costruzione  F'M=AA'  — FM,  don- 
de F'M-j-FM=AA',  e perciò(n.°  420  è un  punto  del- 
r ellisse,  che  ha  per  fuochi  F,  F'  e per  asse  maggiore  AA'. 
Allo  stesso  modo  si  determinano  quanti  altri  si  voglian 
punti  della  curva;  anzi  é da  osservarsi  che  una  medesima 
costruzione  può  dame  due  M,  M"  nel  tempo  stesso. 

Scolio.  È da  avvertirsi  che  ogni  primo  raggio  col  qua- 
le si  descrive  l'arco  dal  centro  F,  dev*  essere  maggiore  di 
FA,  altrimenti  se  fosse  FM<FA;  siccome  poi  F'M=2a — FM, 
risulterebbe  F'M>2a — FA,  ossia>A’F,  owaro  ancora  >F’A, 
e quindi  i due  archi  non  potrebbero  giammai  segarsi. 

Soluzione  3.*  Con  molo  continuo.  Preso  un  filo  lun- 
go quanto  1’  asse  maggiore  AA',  e fissatine  gli  estremi  nei 
fuochi , si  tenda  questo  filo  con  una  punta  acuminata  , e 
in  questo  modo  si  porti  intorno  la  punta  ; il  cammino  da 
questa  segnato  sarà  appunto  la  curva  cercata  ; poiché  in 
qualunque  posizione,  come  FMF'  del  filo,  la  somma  FM-f-F'M 
è ugnale  al  grand'  asse  AA' , il  che  si  richiede  , perchè  la 
curva  sia  quella  che  si  domanda. 
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509.  Problema  II.  I?ali  di  grandezza  e di  posizio- 
ne due  diametri  coniugati  d’ un'  ellisse , descriverla. 

Soluzione  1.*  G>me  nel  n.®  379. 

Soluzione  9.*  Sieno  kk\  BB'  (fig.  87)  i due  diame- 
tri dati:  dall’  estremo  B sull’  altro  diametro  AA'  si  abbas- 
si la  perpendicolare  BD,  che  si  prolunghi , finché  sia  BE 
=CA'  ; per  C ed  E si  conduca  l’ indefinita  FCF'  ; indi 
preso  sulla  CF'  un  punto  G come  centro,  e con  un  rag- 
gio GH=DE,  descritto  un  arco,  che  incontri  in  H la  CA, 
si  meni  la  GH,  che  si  prolunghi,  finché  sia  GM=CA'=BE. 
Sarà  M un  punto  dell'ellisse  a costruirsi. 

In  eSelti  condotta  GQ  parallela  a BE,  e congiunta  QM, 
avremo,  per  la  simiglianza  de’  triangoli  BCE,  QGG,  e degli 
altri  due  CDE,  CRG,  BE:QG::CE;CG::DE.-GR;  e poiché 
BE=GM,  DB1=GH,  dunque  GM:GQ”GH:GR , epperò  QM 
è parallela  a CA,  ed  il  triangolo  GQM  è rettangolo  in  Q. 
Or,  condotta  l'ordinata  MP  e fatto  CA=GM=a  , CB=^ , 
CP=x,MP=y,  si  avrà  dapprima  BE:BC;;QG:CQ,  e perciò 


tì.-6::QG;y;  ma  QG=V^GM‘— MQ*=V^a‘— GP‘=V^a’— x* , 
dunque  a:b’,\^  a*—  x*:y=— ^ a' — x*.  Or  quest’equazione 


è quella  d' un' ellisse  , avente  per  semidiametri  CA'=a  , 
CB=A. 


Scolio.  Poiché  nel  determinare  un  altro  punto  del- 
l’arco ellittico  BMA  devesi  prendere  un  altro  punto  G' sulla 
FF',  e da  questo  punto  come  centro,  e con  un  raggio  G'Il', 
eguale  alla  stessa  DE  descrivere  un  arco,  indi  prolungare 
G'H'  finché  sia  G'M’=GA';  così  la  costruzione  precedente 
equivale  a prendere  una  riga  GM,  lunga  quanto  il  semidia- 
metro CA , e segnato  su  quella  riga  un  punto  H,  tale  che 
sia  GH=DE,  farla  muovere  nell'  angolo  BCA  in  modo  che 
i punti  Ged  H restio  sempre,  il  primo  sulla  CF,  il  secon- 
do sulla  CA.  Ripetendo  la  stessa  operazione  negli  altri  tre 
angoli  BCA',  B'GA',  ACB'  s'  avrà  1'  intera  curva. 

510.  Problema  ITI.  Dati  i juochi  ed  un  punto  del- 
V ellisse  descriverla. 

Sieno  F,  F'  (fig.  86)  i fuochi  ed  M il  punto  dati  di 
posizione.  Congiuiigasi  questo  punto  coi  fuochi , e per  questi 
si  faccia  passare  una  retta  indefinita;  indi  si  divida  la  distan- 
za FF'  per  metà  in  C,  e a partire  da  questo  punto,  dall' una 
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parte  e dall'  altra,  si  prendano  le  due  distanase  CA  , CA' 
eguali  tra  loro  e alla  semisomma  delle  due  rotte  FM,  F'M. 
Fatto  ciò  si  continui  la  costruzione  come  nella  solur.  2/ 
del  prob.  1,  e s'  avrà  1*  ellisse  cercata. 

In  effetti,  secondo  le  costruzioni  indicate,  il  punto  G 
è il  centro  della  curva  (n.°  415)  ed  AA'  è «il  grand’asse 
(teor.  XV). 

511.  Scolio.  Se  fossero  stati  dati  solamente  i fuochi, 
allora  il  problema  sarebbe  risultato  indeterminato;  perchè 
s’  avrebber  potuto  costruire  infinite  ellissi , aventi  tutte  per 
fuochi  i punti  F,  F’,  e che  per  questa  ragione  prendono 
il  nome  di  ellissi  omofocalL  Anzi , più  generalmente  , si 
potrebbero  descrivere  ancora  delle  iperboli  omofocali  con 
le  ellissi. 

Posto  ciò,  chiamando  angolo  di  due  curve  quello  for- 
mato dalle  tangenti  ad  esse  condotte  pel  loro  punto  d’ in- 
tersezione, si  ha  il  seguente 

Teoremìl  LXXXIl.  Vn'  ellisse  ed  uri  iperbole  omofo~ 
cali  si  tagliano  ad  angolo  retto. 

In  effetti,  sieno  F,  F'  (fig.  88)  i due  fuochi  comuni 
all*  ellisse  AMA'  e all’  iperbole  MBM'  ; e sia  M uno  dei 
quattro  punti  d'  intersezione  di  queste  curve.  Congiunti  i 
raggi  vettori  FM,  F'M  e diviso  V angolo  F'MF  per  metà 
con  la  MM,  questa  retta  sarà  normale  dell*  ellisse  ( teor. 
LI,  cor.  ) e nel  tempo  stesso  tangente  dell’  iperbole  ; quin- 
di condotta  per  M la  MT  , perpendicolare  ad  MN  , sarà 
MT  tangente  dell*  ellisse,  e 1’  angolo  TMN  sarà  retto. 

512.  Problema  IV.  Dati  il  centro  C (fig.  84)  e tre 
punti  Af,  N,  non  per  dritto  ^ tt  uri  ellisse , descri- 
verla. 

Si  congiunga  la  corda  MN',  e si  divida  per  metà  con 
la  retta  A'CA  condotta  pel  centro;  questa  retta  sarà,  in  di- 
rezione (teor.  XLII),  il  diametro  coniugato  della  corda  NN'. 
Si  congiungano  parimente  le  MN,  MN'  che  incontrino  in  Q 
e Q'  il  diametro  AA'.  Si  prenda  CA  media  proporzionale  tra 
CQ  e CQ'  e sarà  ( teor.  LXXVII  ) CA  il  semidiametro  ; sì 
che  presa  CA'=CA,  sarà  A A'  un  diametro  della  curva.  In 
seguito  si  meni  pel  centro  C,  e parallelemante  ad  NN',  la 
indefinita  B'CB,  che  sarà  la  direzione  del  diametro  coniu- 
gato; e menata  MPM'  parallela  ad  A A'  e presa  M'P=MP, 
sarà  M'  un  altro  punto  della  curva;  sì  che  se,  H ed  R' sono 
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i ponti  d*  incontro  delle  seganti  MN',  M'N  con  GB , e si 
prenda  GB  media  proporzionale  tra  CR  e CR',  sarà  GB  il 
semidiametro  coniugato  e BB',  doppio  di  CA'  il  diametro 
coniugato  di  AA';  e quindi  si  contiauerà  la  costruzione  del- 
la curva  come  nel  prob.  II. 

* t V 

Iperbole. 

513.  Problema.  V.  Dati  gli  assi  d"  un' iperbole  de- 
scriverla per  assegnazione  di  punti. 

Soluzione  1.*  Sieno  AA'  (fig.  70)  l’asse  trasverso  e 
BB'  il  non  trasverso.  Prese  GF'=GF=BA,  saranno  (n."  *22) 
F ed  F'  i fuochi.  Quindi  da  uno  di  questi  fuochi  come 
centro , e sia  F,  e con  un  raggio  FM,  maggiore  di  FA,  si 
descrìva  un  arco  ; poi  preso  per  centro  l’ altro  fuoco  F',  e 
con  un  secondo  raggio  F'M,  eguale  al  primo,  aumentato 
dell’  intero  asse  trasverso  AA',  descrivasi  un  altro  arco,  il 
quale  tagli  il  primo  in  M , e sarà  questo  un  punto  delia 
curva  cercata;  poiché,  secondo  la  costruzione,  la  difierenza 
de’raggi  vettori  F'M,  FM  è ugnale  all’  asse  trasverso  AA' , 
e però  (n."  *26  bis)  il  punto  M è (quello  d' un’ iperbole,  a- 
vente  per  fuochi  F ed  F',  e perciò  per  assi  AA',  BB'. 

Soluiione  2.*  Per  moto  continuo.  Siccome  per  qua- 
lunque altro  punto,  come  M',  la  differenza  dei  raggi  vet- 
tori FM',  F'M'  è pure  eguale  ad  AA',  ne  segue  che  può 
disegnarsi  con  un  moto  continuo  una  porzione  d’ iperbole, 
nel  modo  seguente:  determinato  , come  sopra  , un  primo 
ponto  M della  curva,  si  prenda  una  riga  che  si  adatti  in 
modo  da  poter  girare  intorno  al  fuoco  F';  indi  preso  un 
filo  tanto  lungo  per  quanto  è la  differenza  tra  F'M'  ed 
AA' , si  attacchino  gli  estremi  di  quel  filo  all'  altro  fuoco 
F ed  al  punto  M : fatto  ciò  si  tenderà  con  uno  stiletto 
quel  filo,  in  modo  che  una  parte  di  esso  venga  ad  adat- 
tarsi sulla  riga,  mentre  questa  gira  intorno  ad  F'.  Lo  sti- 
letto con  questo  movimento  descriverà  un  arco  dell'iper- 
bole. In  effetti,  mentre  dalla  posizione  M,  per  la  quale  si 
aveva  F'M — FM=AA' , si  è passato  all’  altra  M'  , il  rag- 
gio vettore  FM'  divenuto  FM,  si  è diminuito  di  tanto  per 
quanto  il  filo  si  è adattato  lungo  la  riga,  e però  essendosi 
della  stessa  quantità  diminuito  F'M  nel  divenire  F'M',  la 
differenza  F'M' — FM'  è come  prima  =AA'. 


Digitiz--  : ‘oy  =-  .<  » "jle 


AHAUM  A DDE  COMOiHATB 


445 


514.  PaoBLEMA  VI.  Dati  di  grandezza  e posizione 
due  diametri  coniugati  d un’  iperbole  , descriverla  per 
assegnazione  di  punti. 

Soluzione  1.*  Come  nel  n.*  373. 

Soluzione  2.*  Siene  AA',  BB'  (fig.  90)  i due  diame- 
tri coniugati  dati  di  posizione  e di  graodezzai  e sia  BB'  il 
diametro  trasverso.  Dal  centro  C si  meni  la  perpendicola- 
re CD  al  diametro  non  trasverso  BB',  e che  sia  uguale  a 
CB;*si  prenda  CA*  eguale  al  semidiametro  CA\  e,  presQ 
un  punto  qualunque  Q sulla  direzione  del  diametro  » 
si  congiunga  questo  punto  con  D,  e per  A*  si  meni  la  A*E\ 
parallela  a BB*  ; in  6ne,  menata  per  Q la  MQ81*  parallela 
ad  AA',  si  prendano  (jM  e QM'  ciascuna  eguale  a QE,  o 
saranno  M , M'  due  punti  dell*  iperbole. 

In  eflètli  si  ponga  AA'=2a , BB':=2Ó , 1*  ascissa  CP 

e r ordinata  ]llF=y  ; si  meni  EG  parallela  a CD  e,  se- 
condo la  costruzione,  sarà  CD=CB=6,  GE=CA  =CA*=a; 
QE=QM=CP=x,CQ=MP=y,QG=V  x*-a* 

e nel  tempo  stesso,  si  avrà  la  proporzione  • > v ■ 

CD:EG::CQ:QG,  ovvero  b:a:iy:}/' — a*;  Sf=^  V »*— a*. 

> a 

Or  quest’equazione  è quella  d’ un’ iperbole  che  ha  per  dia- 
metri 2a  e 2b,  cioè  i diametri  dati. 

Scouo.  Nell’ attuale  figura  si  è supposto  esser  il  dia-- 
metro  BE'  maggiore  di  AA',  ed  è perciò  che  il  punto  D 
è caduto  al  di  là  di  A";  nè  la  costruzione  d’ altronde  sa- 
rebbe diversa  se  fosse  invece  BB’<AA',  oppure  B6'=AA', 
4solo  che  nel  primo  caso  il  punto  D cadrebbe  tra  G ed  A", 
e nel  secondo  caso  il  punto  D si,  confonderebbe  con  A". 
In  quest'  ultimo  caso  i tre  ponti  D , A"  , E venendosi  a 
confondere,  egli  è chiaro  che  per  effettuare  la  costruzione 
della  curva,  basterà  menare  dai  diversi  punti  dell’ asse  non 
trasverso  BB',  e parallelamente  ad  AA',  delle  rette  egua- 
li alle  distanze  rispettive  di  quei  punti  dal  punto  A”  sì 
dall’ una  che  dall’  altra  parte  di  BB'. 

515.  Problema  VII.  Dati  i fuochi  e un  punto  del- 
V iperbole,  costruirla. 

Sieno  F ed  F'  i fuochi  ed  M (fig.  89)  il  punto,  da- 
ti di  posizione.  Si  meni  per  F ed  F'  una  retta  indefinita  ; 
dividasi  la  distanza  FF'  per  metà  in  C , e sarà  questo 
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punto  il  centro  dell' iperbole  ; indi  si  congiunga  M con  F 
e con  F',  e a partire  dal  punto  C'  e dall*  una  parte  e dal- 
r altra  di  questo  punto  si  prendano  le  CA  e CA'  eguali 
tra  loro  e alla  semidifierenza  tra  i due  raggi  FM,  F'M,  e 
sarà  AA'  l’ asse  trasverso  dell’  iperbole.  Il  rimanente  della 
costruzione  si  eOettuisca  come  nel  problema  V. 

516.  Problema  Vili.  Dati  il-  centro  e tre  punti  del- 
t iperbole.,  costruirla. 

Si  risolve  questo  problema  come  l'analogo  prob.  IV, 
relativo  all'  ellisse. 

517.  Problema  IX.  Dati  gli  asintoti  ed  un  punto  del- 
t iperbole,  descriveiia  per  assegnazione  di  punti. 

Sieno  bh',  kk'  (fig.  85)  i due  asintoti,  ed  M il  pun- 
to dati.  Si  conducano  per  M differenti  corde  come,  NMN'; 
si  tagli  NM=N'M',  e saranno  (teor.  LXXIX)  M,  M',  ec.  i 
punti  dell’  iperbole. 

Scolio.  Per  non  commettere  errori,  complicando  il  nu- 
mero delle  corde  che  passano  per  M , si  potrà  allora  ese- 
guire la  stessa  operazione  sopra  un  altro  punto  già  deter- 
minato. 

Parabola. 

518.  Problema  X.  Essendo  dato  il  parametro  d’ una 
parabola  rispetto  alf  asse  e la  direzione  di  quest'  asse, 
e il  vertice;  descriver  la  curva  per  assegnazione  di  punti. 

Soluzione  1.*  Sia  Ax  (6g.  91)  la  direzione  dell’asse 
ed  A il  vertice.  A partire  da  questo  punto  A prendasi  una 
parte  AB  eguale  al  parametro  dato;  indi  segnata  un’ascis- 
sa qualunque  AP  , e descritta  su  BP  , come  diametro,  la 
circonferenza  BQP,  che  tagli  in  Q la  retta  Ay,  perpendi- 
colare ad  Ax  ; si  conduca  per  Q la  QM  parallela  ad  Ax 
e da  P la  Pài  parallela  ad  Ay  ; il  punto  M ove  s’incon- 
trano queste  parallele  apparterrà  alla  parabola.  In  effetti  , 
dinotando  con  2/n  il  parametro  AB  , e 'facendo  AP=x , 
MP=y , avremo  dapprima  , secondo  la  costruzione  e per 
un  teorema  conosciuto  AQ'=^*=ABxAP,  e quindi  sosti- 
tuendo s’ avrà  y'=2mx.  Or  quest’  equazione  è quella  d' una 
parabola,  che  riferita  all’asse,  ha  per  parametro  2m. 

Soluzione  2.*  Prendasi  AF  eguale  alla  quarta  parte 
del  parametro  dato  , e sarà  F il  fuoco  della  chiesta  para- 
bola (teo.  XXII);  e presa  AD=AF,  e condotta  DH  perpen- 
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dicolare  ad  Xx , sarà  DII  la  dircUrice  (teo.  XXIII).  Fatto 
ciò  dal  fuoco  F,  come  centro,  e con  un  raggio  FM>FA 
descrivasi  un  arco  ; indi  presa  DP=:FM  , si  conduca  per 
P la  PM  parallela  a DH  , la  quale  incontri  in  M 1’  arco 
descri.tto.  Sarà  M un  punto  della  parabola,  perché  le  due 
distanze  MF,  MIl  dal  fuoco  e dalla  direttrice,  secondo  que- 
sta costruzione  sono  eguali;  e la  parabola  sarà  inoltre  quel- 
la cercala , perchè  la  distanza  dei  fuoco  F al  vertice  A è 
quarta  parte  del  parametro  dato. 

Soluzione  3.»  Per  molo  continuo.  Secondo  questa  co- 
struzione può  la  parabola  esser  descritta  con  moto  conti- 
nuato. In  cITetli  basta,  per  ciò,  prendere  una  squadra,  un 
lato  della  quale  s’adatti  lungo  la  direttrice  BIl,  e l'altro  lato 
sia  HML;  preso  quindi  un  filo  lungo  quanto  quest’  ultimo 
lato  , si  fissi  un  estremo  di  questo  filo  in  L e 1’  altro  nel 
fuoco  F;  poi  con  uno  stiletto  si  tenda  il  filo  contro  il  la- 
to HL  , mentre  la  squadra  si  muove  parallelamente  a se 
stessa,  scorrendo  sulla  BIl.  Lo  stiletto  andrà  descrivendo  un 
arco  della  parabola  cercata;  poiché  in  qualunque  sua  posizio- 
ne la  lunghezza  del  filo,  dallo  stiletto  ni  fuoco , come  MF, 
è sempre  eguale  alla  parte  del  lato  HL,  compresa  tra  Io 
stesso  stiletto  e la  direttrice  , come  IIM. 

Scolio.  Se  fosse  dato  il  fuoco  F e la  direttrice  DH, 
si  menerebbe  prima  per  F la  perpendicolare  indefinita  FO 
alla  direttrice,  e divisa  FD  per  metà  in  A,  sarebbe  questo 
il  vertice  del  parabola  (teo.  XXIll).  Quindi  sì  continuerebbe 
la  costruzione  come  qui  innanzi  é detto. 

519.  Problema.  XI.  Dato  il  diametro  con  la  cor- 
rispondente tangente,  ed  il  parametro  rispetto  a questo 
diametro,  oppure  un  punto  della  parabola,  costruirla. 

Sia  Ax  (fig.  92)  il  diametro  ed  At  la  corrispondente 
tangente.  S’elevi  la  perpendicolare  Ay  sulla  Ax  , e con 
queste  due  rette,  e col  parametro  dato  si  descriva  la  pa- 
rabola, come  nel  problema  precedente.  Quindi  dai  diversi 
punti  P,  P',  P",  ec.,  s'inclinino  le  ordinale  PN,  P'N',  P'N", 
ec.  parallele  alla  tangente  At,  ed  eguali  rispettivamente  al- 
le ordinate  rettangolari  MP,  M'P',  M''P*,  ec.  Sarà  NN'N* 
la  parabola  cercata. 

In  elFelti , chìaniato  2/7i  il  parametro  dato  , e po- 
sto AP=x  , NP=y,  si  avrà  per  costruzione  ^’=Ml*‘=y’ 
=2/nr.  Or  quest’  equazione  é quella  d’  una  parabola,  che, 

a8 
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riferita  al  diametro  Àx  e alla  tangente  At,  ha  per  pararne- 
tro  2/n,  o^sia  il  parametro  dato. 

Quando  , invece  del  parametro  , sia  dato  un  punto  N 
della  curva  , allora  si  condurrà  prima  1'  ordinata  NP  , e 
trovata  una  terza  proporzionale  in  ordine  ad  AP  ed  NP, 
sarà  questa  terza  proporzionale  il  parametro  della  curva  , 
come  si  rileva  dalla  sua  stessa  equazione  y*=2/na;.  Tro- 
vato il  parametro  , si  continuerà  a costruire  come  ora  si 
è detto. 

SEZIONE  CONICA  QUALUNQUE. 

Problema  XII.  Dati  cinque  punti  una  sezione  co- 
nica, descriverla  per  assegnazione  di  punti. 

520.  Sieno  A,  B,  C,  D,  E i punti  dati  (fig.  93).  Si  con- 
ducano le  corde  AB,  BC , CD,  e si  compia  il  trapezio 
GBGF,  menando  pel  quinto  punto  E la  EF  parallela  a BC; 
si  congiunga  AD  e si  conduca  la  corda  EH,  parallela  ad 
AB  e che  incontri  in  L la  AD.  Fatto  ciò  si  menino  per  C 
quante  si  voglian  rette  CM,  CM'  ec.  , che  prolungate  va- 
dano ad  incontrare  il  lato  £F , prolungato  se  occorre,  in 
a,  a.',  ec;  per  questi  punti  si  menino  le  , «'/?',  parai-, 
lele  ad  LF,  e che  incontrino  in  fi,  fi',  ec.  la  EH;  pel  pun- 
to A e pe’  punti  fi,  fi',  ec.  si  guidino  le  A. fi,  Afi',  ec.  che 
prolungate  incontrino  rispettivamente  in  M,  M',  ec.  le  Cc, 
C»',  ec.  Saranno  M,  M',  ec.  i ponti  della  sezione  conica 
cercata  (n.®  459)  ('). 

ARTICOLO  II. 

Determinazione  <f  un  qualunque  diametro,  del  centro,  degl*  atti, 
o tf  un  sittema  di  diametri  coniugeui,  duna  uzione  conica. 

521.  Problema  XIII.  Data  una  sezione  conica  qua- 
lunque, segnarvi  un  diametro. 

Si  menino  due  corde  parallele  nella  curva;  si  congiun- 
gano i punti  medii  , e la  congiungente  darà  il  diametro 
cercato  (n.°  449). 

Scolio.  Quando  il  diametro  dev’ esser  coniugato  d'un 
sistema  di  corde,  parallele  ad  una  retta  di  posizione  data, 

(*)  Newton— PAiJoiopàio»  naturaUs  principia— Lib.  primo,  prop.  22, 
prob.  II. 
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allora  le  due  corde  parallele,  menate  nella  curro,  come  ora 
si  è detto,  devono  essere  condotte  parallelamente  alla  retta 
data. 

522.  Problema  XIV.  Dato  il  contorno  d' un'  ellisse^ 
o quello  d un'  iperbole,  trovare  il  centro  della  curva. 

Si  segni,  secondo  il  problema  precedenté,  un  qualun- 
que diametro  nella  curva  , e si  divida  per  metà  : e sarà 
questo  il  centro  cercato  (n.°  375). 

Scolio.  Se  la  curva  non  fosse  disegnata , ma  ne  fos- 
ser  dati  solamente  cinque  punti  A,  B,  G,  D,  E (fig.  93)  , 
allora  si  menerebbe  la  corda  CK  parallela  ad  AB  e si  segne- 
rebbe il  punto  K della  curva,  come  nel  problema  XII;  in- 
di si  determinerebbe,  come  nel  problema  prec.  la  direzio- 
ne del  diametro  coniugato  di  queste  due  corde  AB  e CK. 
Fatto  ciò  , si  farebbe  la  medesima  costruzione,  rispetto  a 
quattro  de'  punti  dati  e al  sesto  K , e si  determinerebbe 
un  secondo  diametro  ; l’intersezione  di  questi  due  diame- 
tri sarebbe  il  centro  cercato  (teor.  XLIu). 

523.  Problema  XV.  Date  le  stesse  cose  del  proble- 
ma precedente  , e dippiìt  detto  il  centro  della  curva  , 
segnarne  gli  assi. 

Menato  un  diametro  DD'  (fig.  94  e 95),  si  descriva 
su  di  esso  la  circonfcren^  DED'E',  e si  conducano  le  cor- 
de DE,  ED';  indi  pel  centro  C si  menino  le  AA',  BB', 
parallele  rispettivamente  a D'E  ed  ED  , e saranno  AA'  , 
BB'  (fig.  94)  gli  assi  dell’  ellisse;  mentre  AA'  (fig.  95)  è 
r asse  trasverso  dell’iperbole,  essendo  BB'  la  direzione  del 
non  trasverso. 

In  effetti  DE,  D'E  son  due  corde  supplementarìe  ad 
angolo  retto,  e però  AA',  BB'  due  diametri  coniugati  an- 
che ad  angolo  retto  (teor.  LV)  e quindi  assi. 

Scolio.  Nel  caso  dell’  iperbole  l’ asse  non  trasverso 
rimane  fissato  soltanto  nella  posizione. 

524.  Problema  XVI.  Date  le  stesse  cose  del  pro- 
blema precedente,  trovare  due  diametri  coniugati,  fa- 
cienti  tra  loro  un  angolo  dato. 

Si  conduca  un  qualunque  diametro  DD'  (fig.  96,  97), 
e su  di  esso  si  costruisca  un  arco  DMD',  capace  a conte- 
nere r angolo  dato:  sia  M il  punto  d' intersezione  di  que- 
st’ arco  con  la  curva,  e si  congiungan  le  corde  DM,  D'M; 
indi  si  conducano  pel  centro  C le  due  rette  EE',  FF',  pa- 
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tallele  lispellivamente  alle  corde  D'M,  DM,  e saran  quel- 
le i diametri  dimandati , nel  caso  dell'  ellisse  (fig.  96),  e 
nel  caso  dell’ iperbole  (fig.  97)  sari  £E'  l'asse  trasverso, 
ed  FF'  indicherà  la  direzione  dell’  asse  non  trasverso. 

In  efletti  le  corde  DM , D'M  sono  supplementarie,  e 
le  rette  menate  pel  centro  sono  le  direzioni  di  due  dia- 
metri coniugati , facienti  tra  loro  il  medesimo  angolo  di 
quelle  corde  (teor.  LV), 

Scolio.  Il  circolo  descritto  sul  diametro  DD'  incon- 
tra, in  generale , la  curva  data  in  un  secondo  punto  M', 
e però  vi  saranno  due  altre  corde  DM',  D'M' , il  cui  an- 
golo DM'D'  è supplemento  di  DMD',  ma  che  determina- 
no un  altro  sistema  di  diametri  coniugati  facienti  l’ango- 
lo dato.  Sì  che  il  problema , in  generale  , ammette  due 
soluzioni;  perù,  richiamando  quanto  fu  detto  nel  n.°  476, 
si  conchiude  die , nei  caso  dell’  ellisse  , il  problema  può 
elTetlivamente  ammettere  due  soluzioni  , ma  può  ammet- 
terne una  sola  , e propriamente  quando  l’ angolo  dato  è 
quello  de’  diametri  eguali  , e può  non  ammetterne  alcu- 
na j quando  1'  angolo  dato  cade  fuori  dei  limili  notati  in 
detto  numero  ( 4’76 , 3®  )•  Nel  caso  poi  dell’  iperbole  si 
avranno  .sempre  due  soluzioni,  finche  l’angolo  dato  non 
è retto. 

523.  Abbiamo  fin’  ora  supposto  che  la  curva  fosse  in- 
teramente disegnata  : ora  ci  proporremo  risolvere  lo  stesso 
problema  quando  non  è dato  il  contorno  di  essa  ^curva. 
Egli  è chiaro  che  per  risolvere  il  problema  in  qup.sto  ca- 
so , basterebbe  conoscere  il  punto  M.  (fig.  98),  ove  s’ in- 
contrano le  corde  supplementarie,  parallele  ai  chiesti  dia- 
metri. Or  questo  punto  dovrebbesi  trovare  sull’  arco  AMA', 
capee  a contenere  l’angolo  dato,  e sulla  curva  nel  tempo 
stesso.  Supposto  dunque  che  sia  O il  centro  di  quell’ arco, 
e C quello  della  curva,  porremo  OC=m,  OA'— OM=r, 
CA=n,  CB=ò,  che  son  quantità  date  ; e rappresenteremo 
con  t ed  u le  due  coordinate  MN  , NC.  Avremo  così  le 
due  equazioni  di  condizione 

o’«’±òr=±a*5‘;  r-l-(m-|-M)’=r*,‘ 

eliminando  quindi  t ed  osservando  che  a*-f /n'=r,‘  si  avrà 
r equazione 
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le  radici  della  quale  sono  u=o],  e questa  corrisponde  ai 

• • I 11  I +2A*m  , , 

punti  A ed  A',  e 1 altra  corrispondente  al  punto 

cercato  M.  Pertanto  avremo 


.6* 


6* 

n+- 


m ; 


e questo  valore  è suiUciente  a determinare  il  punto  ri- 
chiesto. 

Quindi,  es.<èudo  AA' l’asse  maggiore  dell’ ellisse,  o il 
reale  dell’iperbole,  e BB'  l’asse  minore,  o l' immagina- 
rio, si  prenderà  CK  eguale  al  semiparametro  della  curva, 
ed  ON  quarta  proporzionale  in  ordine  ad  A'K,  AK  e OC, 
nel  case  dell’ellisse,  oppure  in  ordine  ad  AK,  A'K  e OC, 
nel  caso  dell’  iperbole;  finalmente  per  N si  menerà  paralle- 
lamente ad  AA',  una  retta,  la  quale  incontrando  l’arco  de- 
scritto sopra  AA',  come  più  sopra  si  h detto,  fisserà  il  pun- 
to di  riunione  delle  corde  supplementarie,  parallele  ai  dia- 
metri cercati.  Menando  in  seguito  pel  centro  due  parallele 
CT,  CT'  a queste  corde , si  avranno  i delti  diametri  deter- 
minati di  sito. 

Volendo  inoltre  determinarne  la  grandezza,  si  mene- 
ranno per  A ed  A'  le  perperdicolari  AT,  A'T',  che  saran- 
no le  tangenti  ai  vertici  della  curva;  indi  sulle  rette  CT, 
CT',  si  prenderà  CD=CD'  media  proporzionale  fra  CT  e 
CQ,  e CE=CE'  media  proporzionale  fra  CT'  e CQ',  e sa- 
ranno OD',  £C'  i diametri  dimandati  in  grandezza  ( teor, 
LXXI  ) e posizione. 

526.  Problema  XVII.  Dati  di  sito  e di  grandez- 
za un  diametro  dell’  ellisse  , un  punto  , e la  direzione  ■ ' 
del  diametro  coniugato  , determinare  la  lunghezza  di 
questo. 

Sia  AA'  (fig.  99)  il  diametro  dato  di  sito  e di  gran- 
dezza; sia  D il  punto  dato , e BCB'  la  direzione  del  dia- 
metro coniugato. 

Si  tiri  l’ordinata  DE  parallela  a BB';  indi  sul  diame- 
tro A A'  descrivasi  la  semicirconferenza  AFA',  e da  E s’in- 
nalzi la  EF  perpendicolare  ad  AA'  : fatto  ciò  si  trovi  una 
quarta  proporzionale  in  ordine  ad  FE , CA  e DE  , e sarà 
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quella  la  lunghezta  del  leinidiametro , la  quale  si  porterà 
da  G verso  B e verso  B'. 

In  efictti,  pongasi  AC=CA'=a,  CE=»,  DE=/3,  GB 
s=CB'=i.  Sarà  per  costruzione  FE=V^(a-)-*;(a — *)= 

Y a'— 9.' , CB=A=:^^^^=— . e quindi,  facendo 
EF  y a'—b' 

sparire  i radicali  e riducendo  si  avrà  a'^-\-b'n'=a*b* . Or 
quest’  equazione  esprime  che  il  punto  (a  , /3)  , cioè  O , 
appartiene  ad  un'ellisse  , riferita  ai  due  diametri  coniu- 
gati 2a=AA' , 26=BB'  Quindi  si  è fatto  quel  che  si  vo- 
leva. 

Scolio  I.  Mercè  questo  problema  ed  il  II  (384)  pos- 
siamo costruire  un’  ellisse,  quando  ne  sia  dato  un  .pun- 
to, la  grandezza  e la  posizione  d un  diametro,  e la  so- 
la posizione  del  suo  coniugato. 

Scolio  II.  La  stessa  soluzione  ha  luogo  ancora  quan- 
do fosse  dato  il  contorno  dell'  ellisse  , ed  allora  il  punto 
che  si  è supposto  dato  nel  problema  , sarà  un  qualunque 
punto  preso  a piacere  sulla  curva. 

527.  Problema  XVllI.  Dati  di  grandezza  e di  posi- 
zione un  diametro  trasverso  delP  iperbole , un  punto  di 
essa,  e la  direzione  del  diametro  non  trasverso , deter- 
minare la  lunghezza  di  quest'  ultimo. 

Sia  AA'  (fig.  lOO)*  il  diametro  trasverso  dato , G il  ' 
centro,  D il  punto  dell’  iperbole  e BB'  la  direzione  del  dia- 
metro non  trasverso. 

Si  tiri  l’ordinata  DE  parallela  a GD  ; si  descriva  la 
mezza  circonferenza  AFA'  sopra  AA',  e dal  punto  E si  con- 
duca la  tangente  £F;  indi  si  trovi  una  quarta  proporzio- 
nale in  ordine  ad  EF,  GA,  e DE , e sarà  quella  la  lun- 
ghezza del  diametro  non  ' trasverso,  la  quale  si  porterà  da 
C verso  B e verso  B'. 

In  effetti  ponendo  GA=GA'=a,  GB=GB'=S,  GE=a, 
DE=^,  si  avrà,  secondo  la  costruzione  EF=V^ (a+fl)(A— a) 

=y  A*— a*  , GB=6= — r-Tj— e quindi  facen- 

y A’— n* 

do  sparire  i denominatori  ed  ordinando  si  avrà  a'^ — 

= — a'b'. 


Digitized  by  Googlc 


musi  A nm  COOBBlRATt 


421 

Or  quest’  equazione  esprime  che  il  punto  («,  fi),  cioè  D , 
è quello  d'  un'iperbole,  riferita  ai  diametro  trasverso  2a= 
AA'  e al  diametro  non  trasverso  2é=fifi'.  Quindi  si  è fat- 
to ciò  che  si  dimandava. 

Scolio.  Valgono  qui  per  l’iperbole  due  scoli!  analoghi 
a quelli  del  problema  precedente. 

52S>*  Problema  XIX.  Dato  di  posizione  un  diametro, 
trovare  il  suo  coniugato. 

Soluzione  1.*  Sia  ££'  (fig.  96,  97)  il  diametro  dato: 
si  conduca  un  diametro  qualunque  DO',  e si  meni  la  cor- 
da^'M  parallela  al  diametro  dato:  indi  si  congiunga  la 
suj^ementaria  MD  , e pel  centro  si  meni  FF'  parallela  a 
questa  corda  ; sarà  FF'  il  diametro  dimandato  , il  quale  nel- 
r ellisse  sarà  determinato  di  grandezza,  e nell’ iperbole  sol- 
tanto di  posizione. 

In  effetti  i due  diametri  FF'  ed  £E',  paralleli  rispet., 
tivamente  alle  corde  supplementafie  MD',  MD,  sono  coniu- 
gati (teor.  LV)., 

Se  la  curva  non  è descritta^  ma  sono  dati  per  deter- 
minanti di  essa  i due  diametri  coniugati  DD',  GG',  si  ri- 
solverà il  problema  con  la  seguente 

Soluzione  2.*  Per  D'  si  meni  D'M  parallela  ad  EE',  e 
che  tagli  in  H il  semidiametro  GG';  si  prenda  CQ  terza 
proporzionale  in  ordine  a CH  e CG,  e congiunta  DQ,  l’ im 
contro  di  questa  retta  con  la  D'M  darà  mi  punto  M api 
partenente  alla  curva  (teor.  LXXVI) , e le  DM,  D'M  sa- 
ranno due  corde  supplementarie  ; si  che,  se  pel  centro  G 
si  meni  la  CFR  parallela  a DM,  la  retta  CFR  dinoterà  la 
direzione  del  diametro  coniugato  al  dato  EIE'.  Per  averne 
la  grandezza  si  prenda  GF  media  proporzionale  fra  DQ  e 
DK,  e sarà  CF  il  semidiametro  cercato.  In  effetti,  condotta 
|ier  D'  la  tangente  D'R,  e prolungatala  6no  ad  incontra- 
re in  R la  GR,  i due  triangoli  QOC.  RCD'  saranno  egua- 
li, perchè  GD=CD',  angolo  QDG=RCD',  e angolo  QCD 
=RD'G,  per  essere  QD  parallela  a GR  e QC  a RD';  laon- 
de GR=DQ  ; d’altronde  GL=MK=DK.  Ma  GF  è media 
proporzionale  fra  DQ  e DK,  dunque  lo  sarà  parimente  fra 
GR  e GL  e quindi  (teor.  LXXI  ) CF  è la  lunghezza  del 
semidiametro  FF'  coniugato  di  BE'. 

529.  Problema  XX.  Dati  di  grandezza  e di  posi- 
zione due  diametri  d' un' ellisse  non  descritta,  determina- 
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re  di  grandezza  e di  posizione  gli  assi. 

Sieno  DO'  ed  EE'  ( lìg.  101  ) i due  diametri  dati  di 
grandezza  e di  posizione , e supponiamo  che  ÀÀ'  e Bb' 
sieu  gli  assi  cercati  nella  loro  grandezza  e posizione.  Allora 
menando  per  E la  TS  parallela  a DO',  sarà  (teor.  XLV) 
ST  una  tangente  della  curva  , e quindi  ( teor.  LXXV  ) 
ESxET=:CD‘.  Or  r angolo  SCT  dovendo  essere  retto  , la 
mezza  circonferenza  descritta  sopra  CS,  come  diametro,  do- 
vrà passare  per  C ; ma,  nel  tempo  stesso  , se  perpendico- 
larmente ad  ST  si  conduca  EG;=CD,  dovrà  la  detta 
conferenza  passare  per  G (*).  Pertanto,  tirata  per  1’  qn^e- 
mità  E d’uno  dei  due  diametri  la  parallela  ST  all' altro 
DO* , e per  lo  stesso  punto  E,  e perpendicolarmentè  a que- 
sta parallela,  menata  un'altra  retta  EG,  eguale  al  semidia- 
metro CD , si  descriverà  un  cerchio,  il  quale  abbia  il  suo 
centro  sulla  ST  e passi  per  -C  e Gt:  quella  circonferenza 
taglierà  ST  in  due  punti  S e T,  i quali  congiunti  col  cen-'' 
tro  G dell'  ellisse,  daranno  la  posizione  degli  assi.  Allora 
menate  EP  parallela  a CS,  ed  £Q  parallela  a CT,  non  re- 
sta che  prendere  AC=A'C  media  proporzionale  tra  CT  e 
CP , e BC=B'G  media  proporzionale  tra  CS  e CQ,  o si 
avranno  le  grandezze  degli  assi  (teor.  LXXII). 

530.  Problema  XXI.  Dati  di  grandezza  e posizione 
due  diametri  coniugati  d’  un‘iperbole,  determinare  la  gran-> 
dezza  e la  posizione  degli  assi. 

Soluzione  1.*  Sieno  DD'  ( iìg.  102)  il  diametro  tra- 
sverso, EE'  il  coniugato,  e,  supponendo  risoluto  il  proble- 
ma, sieno  AA^  BB'  gli  assi  cercati.  Allora,  menata  per  D 
la  tangente  indefinita,  che  incontrasse  in  T ed  S i due 
assi,  questa  tangente  sarà  parallela  al  diametro  EE'  e dovrà 
essere  DSxDT=cE*:  nel  tempo  stesso  l’angolo  ACB'  essen- 
do retto,  sarà  iscritto  in  un  mezzo  circolo,  avente  ST  per 
diametro,  e quindi  il  suo  centro  su  questa  retta.  La  que- 
stione dunque  riducesi  a descrivere  un  circolo  che  abbia 
il  suo  centro  sopra  DS , passi  per  C,  e la  tangente  me- 
nata da  D sia  uguale  a CE.  In  ^questo  modo  si  fisseranno 
le  direzioni  degli  assi,  la  cui  grandezza  si  determinerà  co- 
me nel  problema  precedente. 

Soluzione  2."  Sieno  CD,  CE  (fig.  103)  i due  se- 

1‘)  Legcndre— di  Qcomtlria  -,  prop.  XXIII,  lib.  IH. 
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midiamctri  dati:  sì  compia  con  essi  il  parellelogrammo , e 
si  conduca  la  diagonale  Ck  , la  quale  sarà  ( teo.  V ) un 
asintoto.  Al  mudo  stesso  $i  / determinerà  1'  altro  asintoto 
Ck'.  Allora  preso  un  punto  qualunque  M,  e menata  l’or- 
dinata asintotica  MP  , si  prenda  GG  media  proporzionale 
tra  CP  e PM,  e per  G si  meni  AGF  parallela  a Ck',  che 
incontri  jn  A la  CA  , bisecante  l’ angolo  kAk'.  Si  congiun- 
ga CA  e sarà  questo  (teo.  LXXXI)  un  semiasse  ; e con- 
dotta Cy  perpendicolare  a CA,  la  porzione  GB  sarà  Taltro. 

Scolio.  Si  vede  che  per  risolvere  questo  problema  non 
è necessario  avere  tutta  la  curva  in  disegno,  ma  basta  co- 
noscerne soltanto  un  punto. 

531.  Problema  .XXII.  Data  una  parabola  condur- 
re un  diametro,  il  quale  passi  per  un  punto  dato. 

Sì  segni  nella  parabola  ‘data  un  diametro  qualunque 
(prob.  XIII),  e quindi  pel  punto  dato  si  meni  la  parallela 
a questo  diametro , questa  parallela  sarà  il  diametro  di- 
mandato ( teo.  Il  ). 

532.  Problema  XXIII.  Data  una  parabola,  assegna- 
re la  posizione  del  suo  asse,  e quindi  il  suo  Juoco. 

Sia  kAk'  (fig.  104)  la  parabola  data.  Si  meni  un  dia- 
metro qualunque  OC  ( prob.  XIII  ) ; indi  tirata  la  corda 
DD'  perpendicolare  a quel  diametro  ; divisa  questa  corda 
per  metà  in  E e per  questo  punto  condotta  AEx  paralle- 
la a DC,  sarà  ADx  1’  asse  dimandato. 

In  effetti  AEx  è dapprima  un  diametro;  ma  esso  inol- 
tre taglia  ad  angolo  retto  le  corde  coniugate  , dunque  è 
r asse. 

Per  assegnare  la  posizione  del  fuoco,  ricorderemo  che 
la  sua  distanza  dal  vertice  è la  quarta  parte  del  parame- 
tro (teo.  XXII)  e che  questo  è terzo  proporzionale  in  or- 
dine ad  una  qualunque  ascissa  e l' ordinata  corrispondente; 
quindi  trovata  la  terza  proporzionale  in  ordine  ad  AE  , e 
DE  , e presa  AF  eguale  alla  quarta  parte  di  questa  terza 
proporzionale  sarà  F il  fuoco. 
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ARTICOLO  111. 

Applicazione  della  tangente  ad  una  data  uzione  conica. 

^ e 

Ellisse. 


533.  Problema  XXIV.  Per  un  punto  dato  sull’  el- 
lisse condurle  la  tangente. 

Soluzione  I.*  Sia  ABA'B'  (fig.  105)  1’  ellisse  data  , 
ed  M il  punto  pel  quale  devesi  condurre  la  tangente;  sie- 
no  inoltre  AA',  BB'  gli  assi  della  curva,  e sia  AA'  il  mag- 
giore. Su  quest'  asse , come  diametro,  descrivasi  la  mezza 
circonferenza  ANA';  si  conduca  per  M l’ ordinata  MP  al- 
r asse  AA' , e la  si  prolunghi  sino  ad  incontrar  la  cir- 
conferenza in  N ; in  questo  punto  s’  applichi  la  tangente 
al  cerchio , la  quale  incontri  l'asse  4A',  prolungato  in  T; 
giungasi  finalmente  questo  punto  con  M,  e sarà  TM  la 
tangente  cercata. 

In  effetti,  dinotando  con  a il  semiasse  GA , e con  x 
1*  ascissa  CP,  ed  essendo  per  costruzione  GNT  un  triango- 


lo rettangolo,  avremo  PT==j^=- 


CN*— CP*  a*—x' 


c= . Or  que- 


CP  » 

st' espressione  (n.°  9,488)  rappresenta  la  suttangente  dcl- 
r ellisse  nel  punto  M,  e però  MT  è la  tangente  richiesta. 

Scolio.  Questa  costruzione,  come  si  ycde,  non  richie- 
de che  sia  disegnato  il  contorno  dell'ellisse,  ma  basta  che 
sien  dati  di  posizione,  per  suoi  ^determinanti,  gli  assi,  e fos- 
se nota  la  posizione  del  punto  ove  dev'  esser  applicata  la 
tangente. 

Soluzione  8.*  Si  conduca  pel  punto  dato  M il  diame- 
tro MN  , e dal  vertice  A la  corda  AE  parallela  a questo 
diametro;  si  meni  inoltre  la  eorda  supplementaria  A'£ , e 
per  M si  conduca  la  MT  parallela  ad  A'E,  e sarà  MT  la 
tangentu  cercata;  imperocché  questa  retta  essendo  parallela 
ad  A'E,  lo  è pure  al  diametro  coniugato  di  MM  (teo.  LV,), 
e dippiù  passa  pel  vertice  di  questo  diametro.  . 

Soluzione  3.*  Giungasi  il  punto  dato  M (fig.  69)  con 
i fuochi  F ed  F';  indi  si  prolunghi  uno  de'  raggi  vettori 
e sia  FM  d'iina  quantità  MG=MF';  si  meni  la  F'G  e di- 
visa questa  retta  pCr  metà  in  H,  si  conduca  per  M ed  II 
la  MlIT  che  sarà  la  tangente  cercata. 
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In  efTeUi  , secondo  questa  costruzione  , il  triangolo 
F'MG  è isoscele,  e perciò  la  retta  MH  divide  l’angolo  al 
vertice  F'MG  in  due  parti  eguali , talmente  che  F'MH= 
GMH;  ma  GMH=FMD,  dunque  F'MH=FMD  , e perciò 
MT  è tangente  dell’  ellisse  nel  punto  M ( teo.  LI.  ). 

Scolio.  Questa  soluzione  si  applica  ancora  quando  l’ el- 
lisse non  è descritta  , ma  son  dati  per  suoi  determinanti 
le  posizioni  de’ fuochi.  r 

534.  Quando  i determinanti  dell’ ellisse,  non  descritta, 
sono  due  diametri  qualunque,  si  risolve  il  problema,  facen- 
do uso  delle  seguenti  soluzioni. 

Soluzione  4.*  Sieno  AA',  BB'  (fig.  106)  due  diame- 
tri coniugati  ed  M il  punto  pel  quale  vudsi  condurre  la  tan« 
gente.  Si  meni  l’ordinata  MP  parallela  a GB,  e si  prenda 
CT  terza  proporzionale  in  ordine  a CP  e CA',  e si  con- 
giunga la  MT,  che  sarà  la  tangente  cercata  ( teo.  LXXl). 

Soluzione  5.’  Dal  vertice  A'  del  diametro  AA'(fig.  106) 
si  meni  la  A'D  parallela  al  coniugato  BB'  , per  1’  altro 
vertice  A e pel  punto  M si  conduca  la  AM , che  si  pro- 
lunghi in  D ; si  divida  AD  per  metà  io  E e giungasi  la 
ME  , che  sarà  la  tangente  cercata  (teor.  LXXIII). 

533.  Problema  XXV.  Menar  la  tangente  alT  ellisse 
per  un  punto  dato  fuori  della  curva. 

Soluzione  1."  Sia  AMA'  (fig.  69)  l’ellisse  data  e D 
il  punto  pel  quale  devesi  menare  la  tangente.  Si  congiun- 
ga il  punto  dato  con  uno  de*  fuochi  e sia  F' ; centro  D 
e intervallo  DF'  si  descriva  un  arco;  indi  dall’  altro  fuoco 
F come  centro,  e con  un  raggio  eguale  all’asse  maggiore  AA*, 
si  descriva  un  altro  arco  che  tagli  il  primo  in  G;  si  con- 
giunga la  GF',  e divisala  per  metà  in  H,  per  questo  pupto  e 
pel  punto  dato  si  conduca  la  DH,  che  sarà  la  tangente  cercata. 
In  effetti  , secondo  questa  costruzione  , il  triangolo 
F'DG  è iso.scele,  e la  retta  DH,  congiunge  il  vertice  col 
punto  medio  della  base.  Or  se  M è il  punto  d’intersezio- 
ne delle  FG  ed  HD,  e si  congiunga  MF',  sarà  pure  F'M 
=MG,  quindi  FG=FM-l-MG=Fiy|+MF';  ma  per  costru- 
zione FG=AA',  dunque  FM-|-MF'=AA',  e quindi  M è un 

funto  dell’ellisse  ( 420 ).  D’altronde  l’angolo  GMH= 
'MH;  ma  GMHs=FMD,  come  opposti  al  vertice,  dunque 
F'MH=FMO  e perciò  ( teo,  LI.  ) la  DMT  è tangente  del- 
r ellisse  nel  punto  M. 
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Scolio.  È chiaro  che  per  questa  soluzione  non  si  ri- 
chiede il  contorno  dell’  ellisse;  ma  soltanto  basta  conosce- 
re di  posizione  i fuochi  e la  lunghezza  del  grand’  asse.  la 
oltre  se  si  fosse  congiunto  il  fuoco  F col  punto  dato  D , 
si  sarebbe  trovata  una  seconda  tangente  DM,  ; in  modo 
che  il  problema  ammette  in  questo  caso  una  doppia  solu- 
zione, come  doveva  essere  ( teo.  XXXVI  ). 

Che  se  i determinanti  dell'  ellisse  non  descritta  sono 
due  diametri  coniugati  FF',  GG'  (Cg.  106),  allora  si  farà 
uso  della  seguente 

Soluzione  2.*  Sia  T il  punto  pel  quale  vuoisi  con- 
durre la  tangente.  Si  congiunga  questo  punto  col  centro 
C,  e la  CT  rappresenterà  la  direzione  d’  un  diametro,  del 
quale  se  ne  determini  la  lunghezza  AA'  , e si  costruisca 
il  suo  coniugato  BB',  mercè  il  problema  XIX.  Indi  si  co- 
struisca, rispetto  al  ponto  T , considerato  come  polo  , la 
polare  MPN,  prendendo  GP  terza  proporzionale  in  ordine 
a CT  e CA'  (teo.  XL.);  si  prenda  PH  media  proporzionale 
tra  AP  e A'P,  e per  H si  meni  HM  parallela  ad  A'B,  e 
sarà  M il  punto  di  contatto  cercato. 

In  efietti  si  ha  per  costruzione  PU*=APxA'P;  ma  per 
la  evidente  siraiglianza  de'  triangoli' BCA\  MPH  si  ha  la 
proporzione  PH:PM:;CA':CB,  ovvero  e 

ponendo  APxA'P  in  luogo  dell’equivalente  pH*,  si  avrà 
APxAT:PM*:.CA'-CB*,  ossia,  facendo  CA=CA'=a,  CB=i, 
AP=x,  MP=y, 

a?(2a — x):y':ia'ib*,  donde  y*=:-(2aa5— **), 

dunque  il  punto  M appartiene  all’  ellisse  che  ha  per  dia- 
metri AA',  BB';  ma  esso  dippiù  sta  sulla  polare  MN,  quin- 
di è il  punto  di  contatto  della  tangente  menata  pel  pun- 
to T. 

Prendendo  PN=PM,  si  avrà  un  altro  punto  N,  e quin- 
di un’altra  tangente  TN,  come  nella  soluzione  1*. 

536.  Problema  XXVI.  Ad  un'  ellisse  data  condurre 
la  tangente  parallela  ad  una  data  retta. 

Soluzione  1*.  Sia  1’  ellisse  Hata  ABA'B'  (lìg.  105)  si 
meni  la  corda  A'E  parallela  alla  retta  data  ; indi  si  con- 
duca il  diametro  CM,  coniugato  di  questa  corda,  e pel  ver- 
tice M di  questo  diametro  si  conduca  la  MT  parallela  al- 
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la  A'E  , e sarà  AT  la  tangente  cercata.  In  effetti  questa 
retta  è tangente  della  curva  nel  punto  M (teo.  XLV),  ed 
è parallela  alla  retta  data. 

Se  la  curva  non  è descritta,  ma  ne  son  dati  per  deter- 
minanti due  diametri  coniugati  qualunque  DD'  , GG*  (fig. 
96),  varrà  la  seguente 

Soluzione  2.*  Si  meni  per  D'  la  D'M  parallela  alla 
retta  data,  e sia  H il  puuto  in  cui  incontra  il  semidiametro 
CG;  si  prenda  GQ  terza  proporzionale  in  ordine  a CH  e 
CG,  e congiunta  DQ,  il  punto  M,  ove  questa  retta  incon- 
tra D'M  sarà  un  punto  dell'  ellisse  ( teo.  LXXIV  ) e le 
D'AI,  DM  saranno  due  corde  supplementarie.  Allora  con- 
dotte pel  centro  C due  rette  £E' , FF'  parallele  a queste 
corde  , s’  avranno  le  direzioni  di  due  diametri  coniugati, 
e se  ne  determineranno  le  lunghezze  come  nel  problema 
XIX.  Fatto  ciò,  pel  vertice  F del  semidiametro  CF  , si 
menerà  una  retta  parallela  a D'M,  e sarà  quella  parallela 
la  tangente  cercata.  In  effetti  essa  è tangente  della  curva 
nel  punto  F , ed  è parallela  a D'M , cioè  alla  retta  data. 

537.  Problema  XXVII.  Trovare  i punti  d’intersezio- 
ne <t  una  retta  data  con  un  ellisse  non  descritta. 

Soluzione.  Sia  MN  (fig.  106)  la  retta  data , e i due 
diametri  coniugati  FF',  GG'  sieno  i determinanti  dell’ellis- 
se. Si  conduca  pel  centro  C parallelamente  ad  MN  , la 
GB,  che  rappresenterà  la  direzione  d’un  diametro.  Si  de- 
termini (prob.  XIX)  la  posizione  e la  grandezza  del  dia- 
metro coniugato  AA',  e quindi  si  segni  il  polo  T rispetto 
alla  polare  MN  , col  prendere  CT  terze  proporzionale  in 
ordine  a CP  e CA'.  Fatto  ciò  si  trovino  (prob.  XXV,  so- 
luz.  2*)  i punti  di  contatto  M , N delle  tangenti  menate 
per  T«  e saranno  quei  punti  1 richiesti. 

Iperbole. 

538.  Problema  XXVIII.  Per  un  punto  dato  sull’  iper- 
bole menare  la  tangente  a questa  curva. 

Soluzione  1.*  Sia  AA'.  (6g.  107)  l'asse  trasverso  del- 
r iperbole  ed  M il  punto  dato  in  essa.  Si  meni  l'ordina- 
ta MP,  e si  tagli  CT  terza  proporzionale  in  ordine  a CP 
e CA,  e si  congiunga  MT  , che  sarà  la  tangente  cercata 
( teo.  LXXl). 
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Scolio.  Questa  soluzione  ha  luogo  ancora  quando  AA', 
invece  di  essere  1’  asse  trasverso , sia  un  diametro  trasver- 
so qualunque;  come  ancora  non  è necessario  cbe  la  curva 
sia  disegnata. 

Seduzione  2.*  Sieno  F,  F'  i fuochi.  Si  congiungano 
col  punto  M e si  divida  T angolo  FMF'  per  metà;  la  bi- 
segante  MT  sarà  la  tangente  cercata  ( teo.  LI.  ). 

Scolio.  Per  questa  soluzione  basta  che  sien  dati  co- 
me determinanti  dell’  iperbole,  le  posizioni  de’  fuochi. 

Quando  i determinanti  delPiperbole  sono  i suoi  asin- 
toti Cli,  Ck,  allora  si  risolve  il  problèma  con  la  seguente 

Soluzione  3.*  Si  meni  pel  punto  dato  M l’ ordinata 
MQ  parallela  all'  asintoto  Ck;  indi  si  tagli  QR=CQ,  e si 
congiunga  il  punto  M con  R,  e sarà  MR  la  tangente  cer- 
cata (n.“  502). 

539.  Problema  XXIX.  Per  un  punto  dato  fuori  f i- 
perbole  menare  la  tangente  alla  curva. 

Soluzione  1.*  Sia  R il  ponto  dato  (fig.  107)  , F ed 
F'  i fuochi  ed  AA'  l’ asse  trasverso  dell’  iperbole.  Centro 
R e intervallo  RF  descrivasi  un  arco,  e centro  l’altro  fuo- 
co F'  c intervallo  l’ asse  trasverso  AA'  descrivasi  un  al- 
tr’  arco  che  tagli  il  primo  in  G.  Si  congtunga  la  GF  e 
divisala  per  metà  in  H,  si  unisca  questo  punto  con  R,  e 
sarà  RH  la  tangente  cercata. 

Io  effetti  sia  M il  punto  ove  la  F'G  prolungata  in- 
contri RT  ; e poiché  per  costruzione  il  triangolo  GRF  è 
isoscele,  e la  retta  RH  ne  congiunge  il  vertice  col  punto 
medio  della  base,  così,  congiongendo  MF,  sarà  MF=MG, 
ed  MF' — MF=MF' — MG=;F'G=AA',  dunque  M è un  pun- 
to dell’  iperbole  cbe  ha  per  asse  trasverso  AA'  e per  fuo- 
chi F,  F'.  Inoltre  l'angolo  FMH=F'MH,  quindi  RMH  h 
tangente  l’ iperbole  nel  punto  M ( teo.  LI  ). 

Scolio.  Per  questa  soluzione  non  è nece.ssario  che  si 
abbia  la  curva  in  disegno,  ma  basta  conoscere  la  grandez- 
za deir  as.se  trasverso  e la  posizione  de’ fuochi.  Inoltre  po- 
tendosi parimente  descrivere  due  altri  archi  col  centro  R ed 
intervallo  RF'  , e col  centro  F ed  intervallo  AA' , così  vi 
sarà  una  seconda  tangente,  condotta  pe  lo  stesso  punto  R , 
come  doveva  essere  (teo.  XXXVI). 

Soluzione  2.*  Sia  D (Cg.  108  ) il  punto  dato  , e C 
il  centro  dell’ iperbole.  Si  congiunga  CD,  e questa  con- 
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giungente  poniamo  che  iacontri  la  curva  in  A ed  ÀJ,  per 
modo  che  AA'  sia  un  diametro  trasverso.  Allora  si  tagli 
CP  terza  proporzionale  in  ordine  a CD  e CA , e si  meni 
P ordinata  PM,  ossia  la  parallela  al  coniugato  trasverso  BB', 
oppure  alia  tangente  in  A,  e 'quest’ordinata  PM  incontre- 
rà la  curva  in  due  punti  M,  M'  che  congiunti  con  D da- 
ranno le  due  tangenti  DM,  DM*  ( teo.  LXXI  ). 

Quando  il  punto  D non  si  trovasse  sopra  un  diame- 
tro trasverso,  ma  fosse  invece  sopra  un  diametro  non  tra- 
sverso come  £;  allora  segnato  il  diametro  AA',  trasverso 
e coniugato  di  BB'^  si  menerà  per  E la  EM  parallela  ad 
A A',  e al  punto  M s’applicherà  la  tangente,  la  quale  incon- 
tri la  direzione  del  diametro  BB'  in  Q.  Per  questo  pun- 
to si  meni  M"QM'  parallela  ad  AA',  e l'incontro  di  que- 
sta parallela  con  l' iperbole  darà  due  punti  M" , M' , che 
congiunti  con  E determinano  le  tangenti  cercate.  In  elTetti, 
per  costruzione  ( teo.  LXXI  ) il  semidiametro  CB  è medio 
proporzionale  tra  CQ  e CE,  e quindi  per  lo  stesso  teore- 
ma ne  segue  che  EM',  £M*  sono  tangenti  della  curva. 

Scolio  I.  Quando  i determinanti  dell’  iperbole  non  de- 
scritta sono  due  diametri  coniugati  qualunque,  e il  punto 
dato  si  trova  sopra  un  diametro  trasverso  qualunque,  cioè 
cade  dentro  o fuori  l' angolo  degli  asintoti , si  risolverà  il 
problema  come  nel  caso  analogo  dell'ellisse  (prob.  XXIV, 
soluz.  4.*  ).  * 

Scolio  II.  Se  il  punto  dato  R (fig.  107)*sta  sopra  uno 
degli  asintoti,  si  dividerà  la  CR  per  metà  in  Q , e da  que- 
sto punto  condotta  la  QM  parallela  all’  altro  asintoto  Ck  , 
l'incontro  di  quella  parallela  con  la  curva  darà  il  punto 
di  contatto  M ( n.°  502  ).  In  questo  caso  vi  è una  sola 
tangente  RM  a distanza  finita,  l’altra  è lo  stesso  asintoto 
Rh , che  tocca  la  curva  a distanza  infinita. 

540  Problema  XXX.  Menare  alt  iperbole  una  tan- 
gente parallela  ad  una  retta  data. 

Soluzione.  Se  l’iperbole  è descritta  si  menerà  una 
corda  parallela  alla  retta  data , e condotto  il  diametro  con- 
iugato di  questa  corda  , si  tirerà  pel  vertice  di  esso  dia- 
metro una  seconda  parallela,  sia  alla  corda  sia  alla  retta  da- 
ta, e sarà  questa  seconda  parallela  la  tangente  cercata.  La 
dimostrazione  è la  stessa  che  quella  del  prob.  XXVI,  so- 
luz. 1*. 
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Scolio.  I.  Potendosi  per  ciascuno  de’  due  vertici  del 
diametro  menare  una  parallela  alla  retta  data,  ne  segue  che 
il  problema  ammetterà  due  soluzioni. 

Scolio  li.  Se  l’ iperbole  non  è descritta  , ma  ne  son 
dati  per  determinanti  due  diametri  coniugati  qualunque  , 
DD',  GG'  ( lìg.  109  ) allora,  si  risolverà  il  problema  come 
l'analogo  per  l’ellisse  (prob.  XXVI,  soluz.  2*);  per  questa 
ragione  abbiamo  segnata  nella  fig.*  109  la  medesime  let- 
tere che  trovansi  indicate  in  detta  soluz.  2.*,  prob.  XXVI. 

541.  Problema  XXXI.  Trovare  i punti  d interse- 
zione  d una  retta  con  una  iperbole  non  descritta. 

La  medesima  soluzione  come  nel  prob.  XX VII,  relati- 
vo al  caso  analogo  per  1’  ellisse. 

Parabola. 

542.  Problema  XXXII.  Per  un  punto  della  para- 
bola condurre  la  tangente  alla  curva. 

Soluzione  1.*  Sia  kAk'  (fig.  104)  la  parabola  data, 
D il  punto  in  essa,  ed  Àx  l’asse  della  curva.  Si  conduca 
l’ordinata  DE  ossia  la  perpendicolare  ad  Ax,  e presa  AT= 
A£ , si  congiunga  il  punto  T con  D , e sarà  DT  la  tan- 
gente cercata  ( teo.  XXXI  ). 

Soluzione  2.*  Si  meni  il  raggio  vettore  FD,  e presa 
FT=FO,  si  congiunga  DT,  che  sarà  la  tangente  cercala. 
In  elTetti,  secondo  questa  costruzione,  l'angolo  FTD=FDT; 
ma  condotto  per  D il  diametro  DC  risulta  parimente  GDC 
=DTF,  dunque  TDF=GDC  , e perciò  (n.®  461  ) DT  è 
tangente  della  parabola. 

Per  applicare  le  precedenti  soluzioni  bisogna  conosce- 
re la  posizione  dell’  asse,  o anche  quella  del  fuoco,  senz.i 
che  la  curva  sia  tutta  quanta  descritta.  Ma  quando  h de- 
scritta e non  si  conoscesse  la  posizione  dell’  asse,  si  risol- 
verà il  problema,  con  la  seguente 

Soluzione  3.*  Pel  punto  dato  D si  conduca  una  qua- 
lunque corda  DD'  ed  una  parallela  HH',  che  divisa  per 
metà  con  la  retta  Ax,  sarà  questa  un  diametro  della  cur- 
va, e però  presa  AT=AE,  e congiunto  T con  D,  sarà  DT 
la  tangente  cercata  (teo.  XXXI  ). 

Ma  quando  la  curva  non  è descritta  e sien  dati  un 
diametro  qualunque  Ax  (fig.  110)  con  la  corrispodente  tan- 
gente si  farà  uso  della  seguente 
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Soluzione  4-.*  Pei  punto  dato  D si  meni  la  DE  pa- 
rallela al  dato  diametro  Ax;  sia  £ il  punto  in  cui  quella 
parallela  incontra  la  tangente  Ay  , e divisa  AE  per  metà 
in  F , si  congiunga  questo  punto  col  dato  D , e la  DFT 
sarà  la  tangente  cercata.  In  effetti,  se  si  conduca  l’ordina- 
ta DP,  i due  triangoli  TPD,  TAF  risultano  simili,  e dan- 
no la  proporzione  TP;TA;:PD:AF  , ma  DP=AE=2AF  , 
dunque  ancora  TP  è doppia  di  TA  e quindi  di  AP,  e pe- 
rò la  DT  è tangente  della  parabola  nel  punto  T. 

543.  Problema  XXXIII.  Condurre  la  tangente  alla 
parabola  per  un  punto  dato  fuori  la  curva. 

Soluzione  1.*  Sia  D (fig.  71)  il  punto  dato;  F il  fuo-^ 
co  ed  HB  la  direttrice  della  parabola  data.  Centro  D ed 
intervallo  DF  descrivasi  un  cerchio,  che  tagli  la  direttrice 
in  B ; congiungasi  la  BF  , e divisala  per  metà  in  G , si 
congiunga  questo  punto  col  punto  dato  D_,  e sarà  DG  la 
tangente  cercata. 

In  effetti,  per  B si  meni  la  BM  parallela  all'  asse  AN, 
e si  congiunga  MF  ; e poichò  per^  costruzione  il  triangolo 
FDB  è isoscele  , e la  retta  DG  ne  congiunge  il  vertice 
col  punto  di  mezzo  della  base  , sarà  BM=^MF  , e quindi 
M è un  punto  della  parabola  (n.°  249  bis).  Inoltre  l'angolo 
BMG=GMF;  ma  DML=BMG  , come  angoli  verticali,  dun- 
que DML=:GMF  • e quindi  DM  è tangente  della  parabola 
nel  punto  M ( n.®  46!  ). 

Scolio.  Siccome  il  cerchio,  descritto  dal  punto  D co- 
me centro  e col  raggio  DF  , incontra  la  direttrice  in  un 
secondo  punto,  cosi  vi  sarà  un'altra  tangente,  e quindi 
una  doppia  soluzione,  come  doveva  avvenire  (teo.  XXXVI). 
Inoltre  per  la  presente  soluzione  ò necessario  conoscere  la 
posizione  del  fuoco  e quella  della  direttrice,  e quindi  l'as- 
se della  curva;  ma  se  ciò  non  avesse  luogo,  si  ha  l’altra 

Soluzione  2.*  Sia  D (Gg.  Hi)  il  punto  dato,  e si  me- 
ni nella  curva  un  diametro  qualunque  (prob.  XllI);  indi 
dal  punto  D si  meni  un  secondo  diametro  DAP,  parallelo 
al  primo  , e presa  AP=AD  , si  conduca  la  tangente  AE 
al  vertice  A del  diametro  AP , e per  P si  meni , paral- 
lelamente ad  AE  , la  MP  , la  quale  incontri  la  curva  in 
M ; congiunto  questo  punto  con  D , sarà  DM  la  tangente 
cercata  ; imperciocché  la  suttangentc  PD  è doppia  dell’  a- 
scissa  AP.  ' 

39 
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Qui  pure  vi  saranno  due  soluxioni,  ^crcbè  la  paralle- 
la MP  incontrerà  la  curva  in  un  secondo  punto  M', 

544.  Phoblbma  XXXIV.  Condurre  ad  una  data  pa- 
rabola una  tangente  parallela  ad  una  retta  anche  da- 
ta di  posizione. 

Questo  problema  si  risolve  come  gli  analoghi  (prob. 
26  e 29  ) relativi  All’  ellisse  e all’  iperbole. 

. 545.  PaoBLBHA  XXXV.  Per  un  punto  dato  sopra 
una  curva  conica  condurre  la  normale  alla  curva. 

Soluzione.  Si  meni  pel  punto  dato,  la  tangente  , se- 
condo i problemi  innanzi  risoluti,  e per  lo  stesso  punto  si 
conduca  la  perpendicolare  a quella  tangente. 

ARTICOLO  IV. 

Costruzione  d un  luogo  geometrico  del  secondo  grado , o anche  di 
due,  simultaneamente. 


546.  Il  procedimento  analitico,  tenuto  nei  n.”  361  e 
seguenti,  per  discutere  le  varie  specie  di  curve,  comprese 
nell’  equazione  generale  del  secondo  grado , può  servire  an- 
cora alla  composizione  graHca  delle  medesime  ; epperò  ri- 
chiameremo brevemente  le  operazioni  da  mettere  in  eOetlo, 
secondo  che  le  medésime  formole  Io  indicano.  Pertanto  sia 

(1)  ay‘+bxy+cx*-\-dy+ex+Jhzo, 

r equazione  proposta  a costruirsi , che  supporremo  riferita 
ad  assi  rettangolari,  perchè  se  tali  non  fossero  gli  assi  pri- 
mitivi, si  potrebbe  fare  una  trasformazione,  mercè  le  for- 
inole generali  (3  , 316)  e si  avrebbe  un'  equazione  della 
medesima  forma  della  (1).  Or,  se  la  (1)  rappresenta  una 
ellisse  o pure  un’iperbole,  si  porrà  (28,  372),  (36,  373), 
(37,  373) 

(2)  2a/3-f.6i»-t-rf=o,  bp-^ica-^e=xo. 


(4)  <l's=ì(a-fc)+}V  {a—cy+b',lr=i(a+c)—iY  {a—cy+b', 

/cN  ae^+cd*—bde  , , 

e in  luogo  dell*  equazione'  si  avrà  1’  altra 
(6)  aY-\-C'X'j=:::f'. 
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Posto  ciò  le  ei^uazioni  (2)  JetermiiiHno  lu  coordinate 
del  centro  della  curva  , e invece  di  calcolarle  numerica* 
mente  , si  costruiranno  i luoghi  geometrici  di  (juclle  due 
equazioni  , i quali  sono  due  rette  , e il  punto  d' incontro 
di  queste  rette  sarà  il  centro  cercato. 

Indi,  mercè  la  formula  (3)  si  fisserà  la  posizione  del  nuo- 
vo asse  delle  ascisse  x , e pel  centro  si  menerà  la  per- 
pendicolare a quest'  asse  , e si  avrà  quello  delle  ordinate. 
Finalmente  le  (4)  e (5)  determineranno  i tre  coefficienti 
a\  c', che  entrano  nella  (6),  la  quale,  dopo  tutto  ciò, 
si  costruirà  rispetto  ai  nuovi  assi  , come  nel  ii.°  377  , o 
cóme  nel  n.°  381,  secondo  che  essa  appartiene  ad  un’el- 
lisse , oppure  ad  un'  iperbole.  E s’  avverta  che  le  formule 
(4)  e (5)  si  possono  costruire  anche  geometricamente,  sen- 
za calcolarle  numericamente , sopratutto  quando  i coeffi- 
cienti della  proposta  (1)  fossero  algebrici. 

547.  Scolio.  Per  facilitare  la  costruzione  ora  indicata, 
giova  tener  presente  quanto  segue  : 

1. °  Se  nell’equazione  (1)  manchi  il  termine  noto,  al- 
lora questo  luogo  geometrico  passerà  per  l’ origine  delle 
coordinate  primitive. 

2. °  Se  mancassero  i termini  in  « ed  y a primo  gra- 
do, il  che  avverrà  se  sia  d—o,  e—o,  allora  le  (2)  ridur- 
rannosi  a 

2a/S-f-ioe=o,  b^-\-2cx—o  , 

e rappresenteranno  quindi  due  rette  che  passano  ambedue 
per  l'origine  ; per  modo  che  il  luogo  geometrico,  il  qua- 
le ammettesse  un’  equazione  della  forma 

ay'+bxy-{-ca:'+J=o  , 

e che  perciò  ammetterebbe  necessariamente  un  centro  (n.® 
374) , avrà  questo  centro  messo  nella  stessa  origine  delle 
coordinate  primitive. 

3. ®  Se  nella  (1)  manchi  il  termine  in  xy,  e perciò  se 
sia  6=0,  l’equazione  (3)  dà  ^=o  , e c’indica  per  conse- 
guenza che  il  novello  asse  delle'  ascisse  , che  è appunto 
un’  asse  della  curva,  è parallelo  all’  asse  delle  ascisse  pri- 
mitive ; e quindi  se  gli  assi  sono  rettangolari  , anche  il 
nuovo  asse  delle  ordinate  sarà  parallelo  a quello  delle  or- 
dinate primitive  ; e poiché  i nuovi  assi  coincidono  in  di- 
rezione con  gli  assi  della  curva  , così  uè  segue  che  la  coa- 
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dizione  b—o  esprime  che  gli  assi  della  curva  sono  pa- 
ralleli agli  assi  delle  coordinate,  e reciprocamente. 

4<*'  Se  un  solo  de’  termini  in  x o in  y manchi  nel- 
la (1)  insieme  al  termine  xy  , allora  le  (2)  saranno  della 
forma. 


2«/9=:o,  2c*-j-e=o,  o dell*  altra  2a/3-|-rf=o,  2c«=o  , 

secondo  che  il  termine  a primo  grado  mancante  è quello 
in  y , o quello  in  x ; in  tal  caso  queste  equazioni  c’  in- 
dicano essere  il  centro  della  curva  situato  o sull’  asse  del- 
le .r,  o su  quello  delle  y;  nel  primo  caso  ad  una  distanza 

= — — dall’ origine,  e nel  secondo  ad  una  distanza  = — 

dalla  stessa  origine.  Quindi  nel  primo  caso  l’asse  delle 
ascisse  primitive  sarà  l'asse  della  curva,  e su  di  esso  starà 
il  centro  , e nel  secondo  caso  sarà  quello  delle  originate. 

548.  Passiamo  ora  alla  costruzione  del  luogo  geome- 
trico della  (1),  quando  questo  è una  parabola.  In  tal  caso 
(o.°  361)  si  comincerà  per  determinare  l’angolo  mer- 
cè la  formola  (3)  , e si  fìsserà  il  nuovo  asse  delle  ascisse, 
e quindi  quello  delle  ordinate  , rimanendo  la  stessa  ori- 
gine; indi  si  determineranno  le  coordinate,  della  nuova  ori- 
gine, mercè  le  due  equazioni 

_ (2cH-6rf)‘  -a'"  ‘ $yV^c(a-|-c) 

(2tv/  — c(a-{-c)  ^cd  — be 

' ^ ^ 2cc-\-bd 

• .3*  2(a-l-c)V^c(a-f-c)  . 

elle  si  traggono  dalle  (24  , 370),  (IO,  361)  applicate  alla 
(1,546),  quando  rappresenta  una  parabola;  e l'equazione 
a costruirsi , invece  della  proposta,  sarà 


(«+c')y’4 


2cd — be 
2|/~  c(n-f  £•) 


x=o; 


e si  costruirà  per  conseguenza  come  nel  numero  518. 

Scolio.  Questa  medesima  costruzione  vale  ancora  per 
una  curva  conica  qualunque  , solo  che  le  formole  (7)  bi- 
sognerà trarle  dalle  (24,  370) , quando  in  queste,  in  luogo  di 
A'  e C',  si  saranno  sostituiti  i valori  di  a'  e c'  delle  formo- 
le (4,  546),  e,  invece  di  C' ed  £',  quei  valori  che  si  trag- 
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gono  dalle  formole  (10,  361),  dopo  aver  soslituilo  invece 
di  A,  B,  C,  ec,  i coellìcienti  a,  c,  ec.  della  (1,  546). 

549.  Le  costruzioni  die  qui  innanzi  abbiamo  accen- 
nate non  sempre  riescono  di  quella  eleganza,  die  si  ridiic- 
de  nella  costruzione  de’  problemi  , e dn^  consiste  appunto 
nel  minor  numero  di  operazioni  da  effettuarsi.  Or  è chia- 
ro che  si  risparmierebbero  costruzioni,  se  si  potesse  evitare 
r operazione  primitiva  di  passare  cioè  da  assi  obbliqui  a 
rettangolari,  quando  il  problema  sia  stato  da  principio  ri- 
soluto mercè  coordinate  oliblique.  D' altronde  nella  costru- 
zione dell’  ellisse  o dell’  iperbole  , tutto  riducesi  a fissarne 
il  centro  e due  diametri  coniugati  (|ualunque,  o pure,  per 
r iperbole  particolarmente , basterà  assegnarne  la  posizio- 
ne degli  asintoti  e quella  d'  un  punto  di  essa,  per  poter  p«i 
costruire  la  forma  della  curva , secondo  le  operazioni  gra- 
fiche indicate  ne’ n.‘  509,  517.  £ filialmente  per  la  parabo- 
la basterà  assegnarne  un  diametro,  la  corrispondente  tan- 
gente ed  un  punto.  Tutto  dunque  si  riduce  ad  assegnare 
questi  elementi  necessarii  alla  costruzione  d'una  curva  co- 
nica; epperò  qui  appresso  esporremo  a tal  fine  de’  modi  di 
costruzione,  non  meno  generali  de’  precedenti , tratti  dalla 
natura  stessa  del  soggetto,  e che  il  più  delle  volte  riesco- 
no di  somma  semplicità  ed  eleganza. 

550.  Supponiamo  pertanto  che  abbiasi  a costruire  il 
luogo  geometrico  dell'  equazione 

(1)  ny*-|-5xy‘-fcx*-f<7y-|-er-f/=o, 

la  quale  rappresenterà  l’ellisse,  se  5’<4nc  , l’iperbole  se 
b''>kac,  la  parabola  se  b'-=^ac  : nel  primo  caso  il  triiio- 
inio  ay'-\-bxy-\-cx'"  eguagliato  a zero  darà  radici  immaginarie, 
rispetto  a qualunque  delle  variabili  si  risolva;  nel  secondo 
caso  invece  darà  radici  reali,  e finalmente  nel  terzo  caso 
sarà  un  quadrato  perfetto.  Quindi  trattandosi  del  secondo 
caso  potrà  quel  trinomio  scomporsi  in  due  fattori  reali  del- 
la forma  my-f-nx,  m'y-fn’x',  e perciò  la  (!)  potrà  scriver- 
si anche  cosi  (*) 

(8)  , 

(*)  Paitula —Aoccotta  di  problemi  di  geometria  risoluti  coll'analisi  ed- 
gtbrica;  d.“  G. 
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e se  si  faccia 

(9)  my+7ia:=7  , oppure 

verrà 

I y(m'y+n'x)+^/y+ex+/=o , oppure 

' \ y'{my+ny)+dy-{-ex+/=o. 

Or  ciascuna  delle  equazioni  (9)  rappresenta  una  retta , e 
poiché  essa  , combinata  coll'  equazione  (8)  della  curva,  dà 
luogo  ad  un’  altra  retta  (10),  ne  segue  che  il  punto  in  cui  la 
(9)  incontra  la  (8)  , è quello  stesso  ove  s’ incontrano  le  ret- 
te (9),  (10)  ; ma  queste  non  s'  incontrano  che  in  un  pun- 
to , dunque  una  qualunque  delle  (9)  incontra  l’iperbole 
in  un  punto  , e perciò  è parallela  ad  uno  degli  asintoti. 
Quindi  se  nella  (9)  si  determinano  le  y e <y' modo,  che 
il  punto  d' incontro  di  ciascuna  di  queste  rette  colle  ri- 
spettive (10)  sia  situato  a distanza  infinita,  allora  esse  stes- 
se le  (9)  così  determinate  , saran  gli  asintoti.  Ma  perche 
la  prima  (9)  e la  prima  (10)  dessero  valori  infiniti  per 
X vd  y h necessario  che  sia  (') 

^ rn’+e  n ’ 

e perchè  lo  stesso  avvenga  per  le  seconde  (9)  e (10),  do- 
vrà parimente  essere 

(10-) 

Pertanto  , determinando  mercè  queste  due  equazioni 
i valori  di  Y e y‘,  e quindi  sostituendoli  nelle  (9)  avremo 
le  equazioni  degli  asintoti  , che  potrannosi  allora  grafica- 
ménte  assegnare;  e fissando  inoltre  un  punto  per  cui  dee 
passar  l’ iperbole , mercè  la  stessa  sua  equazione  , avremo 
tutti  gli  elementi  per  costruir  la  curva  ( prob.  IX  ). 

Scolio  1.  Quando  nell'equazione  data  (1)  manca  qual- 
cuno de' quadrati  delle  variabili,  e supponiamo  per  fissar 
le  idee,  che  sia  i’y‘;  allora  il  trinomio  ay’-j-à^-f-cx* 
sarà  ridotto  semplicemente  a òxy-^-cx'=:x(óy-f-cx),  e quin- 
di in  tal  caso  una  delle  (9)  si  ridurrà  semplicemente  ad 
x=y;  il  che  ci  fa  noto,  che  uno  degli  asintoti  è parallelo 
all’asse  delle  y.  Similmente,  se  nella  proposta  mancasse  il 
termine  in  .r’,  risulterebbe  per  equazione  d’ uno  degli  a- 

(')  d'Atidrca—  EUmcnli  dMgtbra  ; n.®  1C5. 
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sintoti  , e quindi  quest' asintoto  sarebbe  parallelo  al-^ 
r asse  delle  x. 

Scolio  li.  Quando  d=e=o , cioè  quando  nell’  equa* 
zione  mancano  i termini  contenenti  le  variabili  a primo 
grado,  allora  le  (9')  e (10')  divenendo 

y(m'n — nm')—o,  y'(/nn'— nm')=o , 
non  possono  verificarsi  altrimenti  che  ponendo  y=y'zrzo  ; 
sì  cbe,  secondo  questi  valori  y ey*,  eie  (9),  si  concbiude 
che  ciascuno  de'  due  fattori  di  primo  grado , ne’  quali  si 
scompone  il  trinomio  di  secondo  grado,  nell’  equazione  da* 
ta,  uguagliato  a zero  , dà  1'  equazione  d’  un  asintoto. 

Scolio  III.  Finalmente,  supponendo  che  uno  de’ fatto* 
ri  di'  primo  grado  risultasse  d'  una  sola  variabile , e sup- 
poniamo che  sia  m=o,  in  guisa  che  il  primo  fattore  del- 
la (8)  sia  soltanto  nx-,  allora  la  (9')  darà  y=z — , cosic. 

che  l’asintoto  corrispondente  è parallelo  all’  asse  delle  or- 
dinale. 

£ se  nel  tempo  stesso  fosse  d=o,  cioè  mancasse  dal- 
la proposta  il  termine  in  y , l' equazione  dell’  asintoto  ri- 
ducendosi ad  x=o  dinota,  che  questo  asintoto  è lo  stesso 
asse  delle  y. 

551.  Passiamo  ora  al  terzo  caso,  quando  cioè  &’=4ac; 
allora  come  più  sopra  si  è fatto  avvertire,  il  trinomio  ay' 
~^-òxy-^~cx'  riducesi  ad  un  quadrato  , e può  esser  perciò 
messo  sotto  la  forma  a(y-f*/nai)*,  e la  stessa  (1,546)  pren- 
derà il  seguente  aspetto 

(11)  . dy+ex-|-/=o; 

e fatto  I 

(12)  y-l-/Mx=o  , risulta  (13)  </y4-ex-f^=o  , 

il  che  vuol  dire  , come  pel  caso  precedente , che  la  retta 
(12)  incontra  la  parabola  (11)  in  un  sol  punto,  ed  è per- 
ciò un  diametro  di  essa.  Costruendo  dunque  la  retta  (12) 
e determinando  il  punto  in  cui  essa  incontra  la  curva,  mer- 
cè la  (13),  si  determinerà  in  seguito  la  posizione  della  tan- 
gente mercè  la  stessa  equazione  (11)  della  curva  ; e final- 
mente fissando  un  punto  per  cui  deve  passare  la  parabo- 
la, si  passerà  alla  sua  costruzione  ( prob.  XI  ). 

552.  Quando  I' equazione  (1)  appartiene  ad  un’ellisse, 
la  scomposizione  de’  primi  tre  termini  in  fattori  di  primo 
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grado  , nè  la  riduzione  di  essi  ad  un  quadralo,  può  aver 
più  luogo  ; in  questo  caso  si  applica  il  seguente  modo  di 
costruzione  , il  quale  può  applicarsi  egualmente  ali’  iper- 
bole. 

Supponiamo  che  nel  primo  membro  si  contenessero 
due  quadrati , funzioni  d’ a;  ed  y , e nel  secondo  vi  fosse 
una  quantità  costante  in  modo  che  sia 

(14)  (ma4-ny-)-p)‘-f(TO'x-}-/i'y+p')‘=9’: 

allora  , ponendo 

(15)  mx+ny-\-p=o,  oppure  (16)  m'x-\-n'y-\-p'=o 
risulta 

(17)  m'x-+n'y-^p'=±.q,  oppure  (18)  nwH-ny+p=±7'; 

il  che  ci  fa  vedere  che  la  retta  (15)  incontra  la  curva  in 
due  punti,  ond’ essa  è,  in  generale,  parallela  ad  un  dia- 
metro; e lo  stesso  avviene  della  (16).  Anzi,  poiché  la 

(18)  rappresenta  due  parallele  alla  (15)  , ciascuna  delle 
quali  incontra  la  curva  in  un  sol  punto,  che  è pur  quello 
ove  la  incontra  la  (17)  , quelle  parallele  saranno  le  tan- 
genti alle  estremità  del  diametro  ; lo  stesso  avviene  per 
le  (17).  Da  ciò  si  conchiude  che  le  (15)  e (16)  rappre- 
sentano i diametri  coniugati  dell’  ellisse  o dell’  iperbole 
( e questo  caso  ha  luogo  quando  il  primo  membro  della 
(14)  è una  differenza  di  quadrati  ) ; e le  (17)  e (18)  so- 
no le  equazioni  delle  tangenti  alle  estremità  di  questi  dia- 
metri ; per  modo  che  costruendo  tali  rette  avransi  le  po- 
sizioni e le  lunghezze  di  due  diametri  coniugati  ; e per- 
ciò determinando  un  punto  per  cui  passa  la  curva,  questa 
potrà  essere  descritta  in  tutta  la  sua  estensione.  | 

553.  Finalmente  , se  la  proposta  equazione  (1)  può 
mettersi  sotto  la  forma 

(19)  {a'x-\-b‘x-^c')(^mx.^ny-\-p)— 

(a"»-|- ó"y-f  c")(m 'jc-l-n'y-f-p') , 

si  potranno  facilmente  fissar  cinque  punti  della  curva.  In 
effetti  ponendo  nella  (19) 

a'x-{-ò’y-\-c'=o,  oppure  /nr-f-ny-j-p=zo, 

si  otterrà 

a"x-\-b''y-\-c"=o,  op])ure  ni‘x+n‘y-\-pf=o, 
e si  avranno  cosi  quattro  rette  , le  ideali  incontrandosi  a 
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due  a due  , determinano  quattro  punti  della  curva  , e se 
ne  avrà  un  quinto,  ponendo  nella  (19) 

con  che  risulterà 

mx-^-n}i-j-p=  iB'x+n'jf+p'. 

Or  queste  due . equazioni  appartengono  a due  rette,  che 
incontrandosi  assegnano  la  posizione  del  quinto  punto.  De* 
terminati  così  cinque  punti  della  curva  si  passerà  alla  sua 
costruzione , come  nel  prob.  XII. 

554.  Abbiamo  fin  ora  considerata  la  costruzione  d’  un 
solo  luogo  geometrico  del  secondo  grado,  il  quale  con  la 
sua  intersezione  con  altre  linee  già  date,  determina  i pun- 
ti dal  problema  richiesti.  Ma  potrebbe  avvenire  ancora,  che 
la  determinazione  di  questi  punti  dipendesse  dalla  costru- 
zione di  due  curve  coniche  ad  un  tempo;  allora  si  potreb- 
bero per  ciascuna  applicare  le  regole  qui  innanzi  esposte  , 
oppure  si  potrebbe  eliminare  tra  le  due  equazioni  date  una 
delle  incognite,  e ridurre  così  la  questione  alla  costruzio- 
ne d' una  equazione  determinata  , come  sarà  esposto  nel- 
r articolo  seguente.  Ma,  come  il  più  delle  volte  l’elimina- 
zione richiede  lunghi  calcoli  , e r risultamenti  ai  quali  si 
giunge  non  sono  di  quella  semplicità  che  si  richiede  nel- 
le costruzioni , cosi  conviene  cercare  mezzi  più  diretti  e 
più  spediti,  quali  sono  quei  che  qui  appresso  ci  faremo  ad 
esporre,  e che  son  dovuti  al  chia.  prof.  Paddi. a. 

555.  Sieno  adunque  z,  y le  coordinate  d’ un  punto, 
che  per  natura  del  problema,  deve  trovarsi,  ad  un  tempo, 
su  i due  luoghi  geometrici  del  secondo  grado 

(20)  ay'-^^6xy-^•cx'-^^dy-^-ex-^-f=o 

(21)  a'y'+b'xy+c'i^+d'y^e‘x+f=:o 

uno  de*  quali  può  essere  ancora  dato. 

Richiamando  il  principio  del  n.°  311,  cercheremo  de- 
durre dalle  due  proposte  equazioni  una  terza,  che  rappre- 
sentasse una  curva  di  più  semplice  costruzione,  per  sosti- 
tuirla ad  uno  de*  due  luoghi  geometrici  a costruirsi , la 
quale  curva  è chiaro,  che  non  potrebbe  essere  altrimenti 
che  un  circolo.  Supponendo  intanto , per  più  generalità, 
che  gli  assi  primitivi  fossero  obbliqui , e che  i quattro 
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punti  comuni  allo  due  curve  (20)  e (21)  sieno  allogati 
sulla  circonlerenza  d’ un  cìrcolo , sia  / 

r22^  y’+^+2^-2(7+'”;')y— n 

^ ^ +^+/>*+2/n;79-r‘ 

l’equazione  di  questo  cerchio,  riferita  agli  stessi  assi  obbli- 
qui , facienti  tra  loro  un  angolo,  Sveote  m per  coseno  , c 
nella  quale  p , ^ ed  r vi  rappresentano  le  coordinate  del 
centro  ed  il  raggio.  Moltiplicando  quest’  equazione  per  a 
cd  il  risultamento  sottraendolo  da  (20);  e similmente  mol- 
tiplicando la  stessa  equazione  per  a'  ed  il  risultamento 
sottraendolo  da  (21)  , otterransi  le  due  equazioni  : 

1231  (i-^ma)xy+(c—a)x'-^[d+2a(g-\-mp)]y  ì 

' ' +\e+2a{p+mq)']x+/—(^p'+q'+2mpq--r')ai  ’ 

1241  2ma')xy4.(c'— a')r‘+[rf'+2a'(7+mp)]y  J 

' ^ +[e'+^a\p+mq)]x+f—{p'-{-q'+2mpq—r')a'\  ’ 

le  quali  (n.°  286)  rappresentano  due  iperboli , e ciascuna 
ha  un  asintoto  parallelo  all'asse  delle  ordinate  (n.°  550  , 
scolio).  Queste  due  iperboli,  stando  al  princìpio  sopra  e- 
nunziato,  devono  passare  per  gli  stessi  quattro  punti , pei 
quali  passano  ad  un  tempo  le  curve  (20)  e (21).  Or  que- 
ste due  iperboli  dovendo  passare  tutte  e due  per  gli  stessi 
quattro  punti,  le  equazioni  (4)  e (5),  contenendo  lo  stes- 
so numero  di  coelbcienti  arbitrarli , eguale  appunto  al 
numero  de’  punti  pe'  quali  le  dette  curve  devono  passare, 
è necessario  che  sieno  identiche',  e perciò  eguagliando  i 
coefficienti  de'  termini  dello  stesso  grado,  e contenenti  le 
stesse  incognite  nelle  due  equazioni , ne  trarremo  le  se- 
guenti eguaglianze  : 

e — g C — a*  d-t-2a(}-Hnp)  d'-4-2n'(jf+mp) 

b — 2ma  h'—2maf  ’ b — 2ma  b' — 2m«'  ’ 


(25) 


e+2a{p+mq) e'4-2o'(p+m^) 

b — 2ma  b' — 2ino'  * 

f—[p*+q'+2mpq — r*)a f — (p*-f;*+2mpg— r*)a' . 

b — 2ma  b' — 2mo' 


Di  queste  eguaglianze  la  prima,  perchè  indipendente 
da  p , q , r,  sussisterà  qualunque  sieno  queste  quantità , 
purché  le  due  iperboli  (4)  e (5)  passino  nel  tempo  stesso 
pe’  quattro  punti  pe’quali  deve  pur  passare  il  circolo  (22): 
essa,  è dun(|tie  una  condizione  che  deve  aver  luogo  tra  i 
coefficienti  delle  proposte  (20)  e (21).  £ per  vedere  che 
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cosa  significhi  questa  condisiooe,  si  osservi  che  i ragiona- 
menti sin  ora  fatti  avran  luogo  ancora,  quando  gli  assi  delle 
coordinate  sono  paralleli  a quelli  d*  una  delle  due  curve 
date  , e supponendo  che  questa  fosse  la  (20)  sarà  m=o  , 
6=0  (547 , 3°)  e quindi  la  detta  prima  (25),  a meno  che 
non  si  volesse  supporre  a=sc,  caso  che  espressamente  esclu- 
diamo , e che  darebbe  un  circolo  , darà  6'=o , onde  an- 
cora gii  assi  della  seconda  curva  sono  paralleli  agli  assi 
delle  coordinate  , epperò  si  conchiude  il  seguente 

Teoheua  LXXXm.  Se  due  curve  di  secondo  grado 
s’incontrano  in  quattro  punti,  situati  stdla  circonferen- 
za d"  un  circolo  , { loro  assi  'son  paralleli , e viceversa. 
Le  altre  tre  eguaglianze  (25)  poi  serviranno  per  deter- 
minare le  tre  quantità  p,  q,  r,  con  che  rimane  fissato  il 
circolo  che  passa  pe’  quattro  punti  comuni  ai  due  luoghi 
(20)  e (21)  e che  può  per  conseguenza  essere  ad  uno  di 
essi  sostituito.  Osservando  inoltre  che  le  quantità  p-\-mq, 
q-^atp  rappresentano  le  porzioni , che,  a partire  da|l’  origi- 
ne , tagliano  rispettivamente  sull*  asse  delle  a;  e su  quello 
delle  y le  perpendicolari , abbassate  dal  centro  del  circolo 
su  gl'  indicati  assi,  allora  in  luogo  di  ricavarsi  p e q dàlie 
precedenti  eguaglianze,  sarà  meglio  , e condurrà  a costru- 
zioni più  semplici  , il  ricavarsi  immediatamente  i valori 
di  p-\-mq  , q-\-mp  dalla  seconda  e terza  delle  suddette 
eguaglianze  , il  che  darà 

2mo;— e(6'— 2mo';. 

^+"“7= ’ 

d'(6 — 2ma)—~d(b' — 2ma') 

’ 


(26) 


e portate  qu^te  lunghezze  rispettivamente  sull’  asse  delle 
X e su  quello  delle  y , si  eleveranno  da*  loro  estremi  le 
perpendicolari  a questi  assi , le  quali  colla  loro  intersezio- 
ne daranno  il  centro  del  circolo  (22).  Fatto  ciò  si  deter- 
minerà il  raggio  per  mezzo  dell’ultima  delle  (25),  tenen- 
do presente  che  la  quantità  p'-{-q*-}-'impq  rappresenta  ap- 
punto il  quadrato  della  distanza  dall’ origine  delle  coor- 
dinate al  sopraddetto  centro. 

556.  Si  è fin  qui  supposto  che  le  due  curve  date  (20) 
e (21)  ammettessero  quattro  punti  comuni , e questa  ipotesi 
rendeva  identiche  le  (23)  e (24)  , appunto  perchè  le  due 
iperboli  rappresentate  da  queste  equazioni  dovean  passare 
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per  gli  stessi  punti  comuni  alle  due  curve  ed  al  circolo. 
Ma  se  le  dette  curve  non  ammettono  che  tre  soli  pun- 
ti di  comune,  vi  sarà  in  questo  caso  sempre  un  circolo 
che  passa  per  questi  tre  punti  , e poiché  esso  deve  aver 
necessariamente  quattro  punti  comuni  con  ciascuna  delle 
curve  coniche,  cosi  questo  circolo  incontrerà  le  dette  cur- 
ve ciascuna  in  un  altro  punto.  Allora  , le  iperboli  (23)  e 
(24),  passando  ognuna  pe'  quattro  punti,  che  il  cerchio  ha 
di  comune  colle  date  (29)  e (21) , de’  quali  soli  tre  sono 
c(Hnuni  alle  dette  curve,  come  ora  si  è avvertito,  ne  segue 
che  le  (23)  e (24)  non  possono  più  essere  identiche  , e 
perciò  l’andamento  nel  n.*’  precedente  tenuto  non  avrà 
più  luogo. 

557.  Or , quando  due  curve  del  2*  grado  della  for- 
ma (20)  e (21)  ammettono  tre  soli  punti  di  comune,  l’ eli- 
minata di  quarto  grado  in  x,  che  da  esse  si  ottiene,  e che 
fu  trovata  nel  n.°  309  , deve  ridursi  al  terso  , e perciò 
tra  i coefficienti  di  queste  equazioni  deve  aver  luogo  la 
relazione 

(27)  (oc' — ca'Y — (aè‘ — òa'){bc* — ch')=o. 

Dippiù,  potendo  sempre  alle  equazioni  (20)  e (21)  sostituir- 
sene due  altre  mancanti  d*  uno  de’  quadrati , qualora  le  pro- 
poste tutti  e due  li  contenessero;  così  supporremo  le  det- 
te equazioni  ridotte  alle  forme  seguenti  : 

(28)  «y*  -f</y  -^.ex-f-/=o, 

(29)  c'x*+ò'xy-f£Ì'y-f.e'x-f-y'=:o, 

ed  in  tal  caso  la  condizione  (27)  riducesi  semplicemente 
ad  ac\ac' — ò4')=o,  e quindi  può  esser  soddisfatta  in  tre 
modi,  cioè  ponendo 

(30)  ac' — 66'=o,  oppure  a=:o,  oppure  c'=o. 

Or  perchè  dalle  (28)  e (29)  possa  trarsene  un’  equa- 
zione d’  un  circolo , sieno  a,  /3,  a',  /3'  delle  quantità  in- 
determinate, e moltiplichiamo  la  (28)  per  , e la  (29) 

per  e,  addizionando  i due  prodotti,  si  avrà  1’  equa- 

zione 

oa|xy*-t-é  a |x'y+ap  |y*+ila 

b'a'ì  -l-cV  I +(iv  I +6  p 
' • I +«'«' 
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la  quale,  perché  si  riduca  a quella  d*  un  cìrctdo,  deve  in 
primo  luogo  mancare  de’  termini  a terzo  grado;  inoltre  i 
coefficienti  di  z*  ed  jf*  debbono  essere  eguali,  e finalmen> 
te  quello  di  xy  deve  rappresentare  il  coseno  m dell’  an- 
golo degli  assi.  Or  essendo  appunto  »,  »',  quantità 

iodeterminate,  le  determineremo  mercè  queste  condizioni, 
ponendo 

Ì«a-|-6'«'=o , A«-l-c'»'=o , 

d»-f-  '+^'^'=2n»(a/3+d'»'), 

eor\-c‘^  ' 

le  quali  cadono  in  difetto , nel  caso  che  si  supponesse  ve- 
rificata una  delle  condizioni  a=o,  c'=o;  ma  lo  stesso  non 
avviene  quando  ha  luogo  la  prima  delle  (30).  Onde,  rite- 
nendo verificata  questa  condizione,  le  (31)  reggeranno  pu- 
re, e la  precedente  equazione  si  cambierà  nell'  altra 


(32)  (oH-«i  »')y 

+{ep+e’?‘+fi)x+fi+fp>=0, 

la  quale  rappresenta  un  circolo.  Per  meglio  intendere  la 
natura  di  questo  cerchio  , osserveremo , che  la  sua  equa- 
zione è stata  dedotta  , combinando  insieme  due  equazioni, 
una  delle  quali  era  il  prodotto  della  (28)  e d’ un  fattore 
«x-f/3,  e r altra  era  il  prodotto  della  (29)  e dell*  altro  fat- 
tore »'y-f-/3';  sicché  il  detto  circolo  incontrerà  la  retta 
»a‘-(-j3=o  , e la  curva  (28)  nell’  altro  punto  che  ha  per 


ascissa  — il,  mentre  incontra  questa  stessa  curva  in  tre 

altri  punti  ; e similmente  mentre  incontra  la  retta  data 
dall'equazione  x'y-^-P=o , e perciò  la  (29)  in  un  punto 

8' 

avente  per  ordinata  y= ^ , incontra  questa  stessa  curva 


in  tre  altri  punti,  che  soii  quegli  stessi  ove  incontra  la  (28). 
Pertanto  il  circolo  (32),  oltre  di  passare  pc’  tre  punti  eomu- 
ni  alle  due  curve  date,  e per  gli  altri  due  ora  detti,  pas- 


serà pure  per  l’altro  punto  come  può  verifi- 


carsi , ponendo  nella  (32)  — ^ in  luogo  di  x , ^ in 

luogo  di  y e quindi  riducendo  , col  tener  presenti  le  e- 
quazioni  di  condizione  (31). 
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Or  di  queste  ultime  equationi  (31),  le  prime  due  danno 


e quéste  equazioni , le  quali  ci  fan  conoscere  il  valore 

di -f-,  mcrcb  uno  de’ rapporti  ■—>  riproducono  nel 

tempo  stesso  la  condizione  oc' — bb'=^,  necessaria  affinchè 
le  curve  proposte  ammettessero  tre  punti  comuni.  Le  altre 
due  poi  delle  equazioni  (31),  dopo  avervi  sostituito  il  va- 
lore di  ft , dato  dalla  precedente  equazione  in  funzione  di 

a',  serviranno,  combinate  tra  loro  , a dare  i valori  dii-,  e 

a' 

Ci 

E tanto  basta  per  determinar  completamente  l’ equa- 
zione (32)  del  circolo  ; e per  fermo  , essa  può  dividersi 
per  ed  allora  i coefficienti  incogniti  che  contiene  sa- 

ranno  appunto  funzioni  di  “ , , che  abbiam  vedu- 

to come  determinarli. 

Questo  cerchio,  come  sopra  s*è  visto,  oltre  di  pas- 
sare pe*  tre  punti  comuni  alle  due  curve  proposte  , passar 

déve  ancora  pel  punto  ^ — — , — il  quale  può  esser 

determinato , o costruendo  le  espressioni  delle  coordinate 

— — , — -p-  , oppure  disegnando,  più  generalmente,  le  due 

8 a 

rette  nella  cui  intersezione  esso  si  trova,  e le  equazioni 
delle  quali  si  cavano  facilmente  dalla  terza  e quarta  del- 

Ci 

le  (31),  ponendovi  u in  luogo  di  — ^ , e t in  luogo  di 

i c 

— — , indi  riducendo  ^ mercè  le  prime  due  ee  si  troverà 


(34) 


d . 2md‘ 


e . d' 


—0 


“+r<+x+7r=o 


558.  Abbiam  veduto  più  sopra  che  le  (31)  cadevano 
in  difetto,  allorché,  per  stabilire  la  condizione  dell’interse- 
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zione,  ponerasi  o=o,  oppure  c^=o.  Or  in  questo  caso  par- 
ticolare le  duo  equazioni  date  sono  della  forma 

(35)  òxy~\-dy-i‘&c-^Ji=:o,  c'x*-\-b‘xy+d'y+e'x-{-J'=:o, 
oppure 

(36)  ay'-j-bxy-\-dy+ex+f-o  , b'xy+d<y+e'x+f=0’, 

e se  per  ottenere  1’  equazione  del  circolo  si  volesse,  com  e 
sopra  , moltiplicare  la  prima  delle  (35)  o la  prima  delle 
(36)  per  oar-f-jd,  e la  seconda  (35)  o la  seconda  (36)  per 
risulterebbero  nel  caso  delle  (35)  due  nuove  equa- 
zioni, delie  quali  la  seconda  conterrebbe  il  termine  in  xy*, 
die  non  conterrebbe  parimente  la  prima  ; come  nel  caso 
delle  (36)  risulterebbero  parimente  due  novelle  equazioni 
la  prima  delle  quali  conterrebbe  il  termine  in  xy*  , che  • 
mancherebbe  poi  nella  seconda.  In  tal  modo  non  potreb- 
besi  dall' equazione  somma  delle  (35)  o delle  (36),  molti- 
plicate come  ora  è detto,  fare  sparire  questo  termine,  sen- 
za cadere  in  assurdo.  Ma  se  nella  seconda  (35)  o nella 
prima  (36)  mancasse  il  termine  in  xy  , allora  ne’  prodotti 
indicati  mancherebbe  il  termine  xy‘,  o l' altro  x'y,  secon- 
do che  si  considerano  le  (35)  o (36).  Quindi  è,  che,  se- 
condo questa  osservazione  , e ragionando  particolarmente 
sulle  (35)  , si  potrà  fare  sparire  dalla  seconda  il  termine 
in  xy,  combinando  insieme  le  stesse  (35),  col  moltiplicare 
la  prima  per  b'  e la  seconda  per  b,  e quindi  sottraendo; 
in  tal  modo  ne  risulta  una  novella  equazione 
( 37)  bc'x'+(bd’—db  ')y-i-(be’  —ch')x-\-bf'—fb>=o, 
che  può  essere  sostituita  alla  seconda  (35). 

Quindi  per  trarre  l’ equazione  d' un  circolo  dalla  pri- 
ma (35)  0 da  questa  (37),  basterà  nelle  condizioni  gene- 
rali (31)  porre  a—o  e 6'=o,  e così  la  prima  diviene  iden- 

a S 6' 

tica,  e le  altre  tre  serviranno  a dare  i valori  di  — * "S",  T i 

che  entrano  nell*  equazione  del  circolo  ; bene  inteso  che 
nelle  dette  equazioni  converrà  in  luogo  di  c',  d',  e\  f 
porre  rispettivamente  bc\  bd'—db',  be'—eb\  bf'—fb',  che 
rappresentano  i coelBcienti  della  (37). 

559.  Se  nella  eliminata  ( 6,  309  ) fra  due  equazioni 
del  secondo  grado  fosse  nullo  l’ ultimo  termine , vi  sarebbe 
una  radice  eguale  a zero  , ed  in  tal  caso  uno  de’  quat- 
tro punti  d incontro  delle  due  curve  avrebbe  per  ascissa 
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zero.  Questo  punto  dunque  sarebbe  cognito  interamente, 
determinandone  l'ordinata  col  porre  x=o  in  una  delle  e- 
quazioni  date,  e si  tratterebbe  allora  di  determinare  l’equa- 
zione del  circolo,  che  passa  per  gli  altri  tre  punti  comuni  . 
alle  dette  curve.  Per  determinare  questo  circolo  osservia- 
mo , dapprima , che  potrebbesi  prendere  per  origine  delle 
coordinate  il  punto  determinato  come  ora  si  i detto,  e ciò 
col  passare  da  assi  ad  assi  paralleli  ; in  tal  caso  le  nuove 
equazioni  saran  mancanti  del  termine  noto  ( 547,  1°  ) ; e 
poiché  inoltre  si  può  fare  sparire,  come  sopra  si  è osser- 
vato, uno  de’ quadrati  da  ciascuna,  così  supporremo  i due 
luoghi  geometrici  a costruirsi  messi  sotto  le  forme 

(38)  fly*  -^bxy  dy-\-ex=o 

(39)  c'x'-^b'xy-\-d'y-{-e'a:=o: 

e così  passeranno  insieme  per  l’origine  delle  coordinate, 
ed  avranno  inoltre  tre  altri  punti  comuni.  Or  se  le  prece- 
denti equaiioni  si  mettono  sotto  la  forma  seguente 

(«y+<^)y=— 

* (^<E-l-d')y= — (c^x+e')x, 

e si  dividano  l’ una  per  l'altra,  nascerà  la  nuova  equazione 
ay+d  _ by+e 
b'x+d‘~~~ c'x+e'  * 

ossìa 

(40)  (flc' — bb')xy-\-(ae' — bd')y-^-{dc'  —eb')x+de' — ed'=o|, 
la  quale  apparterrà  ad  un’altra  curva,  che  passerà  per  gli 
stessi  punti  comuni  alle  (38)  e (39)  , escluso  però  quello 
che  è all’  origine , poiché  la  (40)  non  è verificata  dal  si- 
stema x=o,  y=o  ; ciò  avviene  appunto  perché  la  divisione 
delle  (38)  e (39)  ha  fatto  sparire  questa  soluzione  comii- 
pe  ad  esse.  Dunque  la  (40)  ha  tre  soli  punti  comuni  con 
una  qualunque  delle  (38)  e (39),  e perciò,  come  nel  n.” 
551  potrà  determinarsi  il  circolo  che  passa  per  questi  tre 
punti , che  son  pure  quelli  comuni  ai  due  luoghi  geome- 
trici dati  a costruire. 

560.  Abbiamo  fin’ ora  supposto  che  alle  due  curve 
coniche  a costruirsi,  si  volesse  sostituire  una  di  esse,  ed 
un  circolo.  Questo  metodo  è di  sommo  vantaggio,  quan- 
do una  delle  curve  fosse  quella  stessa  data  nelt'enun- 
ziato  del  problema.  Ma  si  può  ancora  più  generalmen- 
te , supposto  date  due  equazioni  generali  del  secon- 
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do  grado  , determinare  i punti  ove  le  curve  da  esse 
rappresentate  s’ incontrano  , per  mezzo  un  circolo  e 
cf  una  sezione  conica.  Per  risolvere  questa  questione,  os- 
serviamo dapprima,  che  ad  una  delle  date  equazioni  se  ne 
può  sostituire  un'  altra  priva  del  termine  noto  , qualora 
la  proposta  lo  ammettesse,  e ciò  si  farà  eguagliando  i ter- 
mini noti  delle  date  equazioni  e quindi  sottraendo.  On- 
d’  è che  supporremo  le  due  equazioni  proposte  ridotte  al- 
la forma  seguente 

(41)  ay'+bxy.{-cx'-\-dy.^ex=zo, 

(42)  a'y'+b'xy-\-c'x’-\-d'y+e'x+ J'=o. 

S'immagini  il  punto  (x,y),  comune  a queste  due  curve, 
unito  coir  origine  delle  coordinate  , e dinotando  con 

(43)  y=ax 

r equazione  di  questa  retta  congiungente,  essa  deve  sussi- 
stere insieme  alle  precedenti  (41)  e (42).  Or  se  tra  que- 
ste equazioni  si  eliminino  le  x ed  y,  ne  risulterà  un’  equa- 
zione di  condizione,  propria  ad  indicare  che  il  punto  (x, 
y)  comune  alle  (41)  e (42)  sta  pure  sulla  retta  (43).  Que- 
sta eliminazione  facilmente  si  esegue,  sostituendo  nelle  (41) 
e (42)  1'  y della  (43),  e verrà 

f (a»'-i-b(x+c)x+dK+e=o 

^ ^ \ («'■** -l-ó'«-|^')x*-f(rf'*-l-c')x-|^=o, 

e quindi,  eliminando  la  x tra  queste  due  equazioni  si  ot- 
terrà r indicata  equazione  di  condizione 

(fl'»*-l-ft'«-|-c')(rf«-l-e)*— (rf«-|-e)(rf'»-l-e')(a**4.6»-f-c)  ) 

+ f{au'+bx+cy  J— 

Inoltre  , se,  per  fissare  la  posizione  della  retta  (43),  dino- 
tiamo con  t ed  u le  coordinate  d’un  punto  qualunque  di 
essa  , dovremo  avere 

u=:*t,  e quindi  ! 

ma  questo  valore  di  « deve  soddisfare  ancora  la  preceden- 
te equazione , dunque  avremo 

(«'7  +6'7+c')(‘^*7+*^®1  +e')+/'  )•) 

(*5)  ‘ J.  ‘ ‘ . ‘ ' Wo 

—[dd'-jz-h(de>+ed').^+ee'](a^-hb^+c)  j 

Le  coordinate  t ed  u devono  dunque  soddisfare  questa  e- 

3o 
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quatione,  vale  a dire,  che  considerando  , come  altre  volte 
si  è fatto,  t ed  u variabili,  il  punto  (<,  it)  starà  situato  nel 
luogo  geometrico  di  quest’  equaiione,  il  quale  è ad  eviden- 
za il  sistema  di  quattro  rette  , che  sono  appunto  quelle 
che  congiungono  l’ origine  con  ciascuno  de’  punti  comuni 
alle  (41)  e (42).  E poiché  il  punto  (t,  u)  h stato  arbitra- 
riamente preso  sulla  retta  (43),  potremo  hssare  tra  le  eoor- 
dinate  t ed  u una  seconda  relazione,  che  unitamente  al- 
ia (44)  determinassero  completamente  la  posizione  del  det- 
to punto.  Chiamando  pertanto  m il  coseno  dell’  angolo  de- 
gli assi,  porremo 

(46)  — 2ntss:o, 

che  rappresenta  l' equazione  d’  nn  circolo  ; allora  cavando- 
si da  questa  relazione  il  rapporto-^,  che  trovasi  essere 

w*  2(i» — mu)  ^ 

p * ' 

e sostituendolo  nella  (44)  questa  diverrà 

+/-C  (*  - 2am)ii+(c-o)l+2an)  ) 

e apparterrà  ad  nna  curva  conica. 

Il  punto  (t,  u)  verrà  dunque  dato  dalla  intersezione 
del  circolo  (46)  e della  curva  conica  (47),  e congiungen- 
dolo,  come  sopra  ^ è detto , coll’  origine  delle  coordinate, 
avremo  la  posizione  della  retta  sulla  quale  deesi  trovare  il 
punto  comune  alle  (41)  e (43);  e poiché  l’ascissa  di  que- 
sto punto  soddisfà  le  (44),  coà  se  nella  prima  di  esse  por- 
remo in  luogo  di  a il  suo  valore  , ne  trarremo 


(hi+et 


(48)  _r~  " 

' 2a(n — mu] — at+òu+el 

Costruendo  dunque  quest’  ascissa  , ove  le  t ed  u sono  già 
cognite , perché  sono  le  coordinate  d’  uno  qualunque  dei 
sopradetti  punti  d’ intersezione;  e menando  1’  ordinata  cor- 
rispondente, r incontro  di  quest’  ordinata  colla  retta  che  con- 
giunge r origine  col  punto  (/,  u)  darà  i punti  cercati. 
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Cottruxione  delle  eqwitioni  deltrminalt. 

561.  Si  h detto  nei  n.*  554  che  talvolta,  per  fissare 
la  posizione  d’  un  punto , si  hanno  due  equazioni  a due 
incognite,  che  son  le  coordinate  di  quel  puuto,  e che,  se 
la  eliminazione  riuscir  dovesse  complicata,  o del  tutto  im- 
praticabile, varrà  meglio  costruire  i due  luoghi  geometri- 
ci di  quelle  due  equazioni.  Ma  se  1'  eliminata  potesse  fa- 
cilmente ottenersi  e risultar  di  forma  piuttosto  semplice  , 
gioverà  talvolta  prender  questo  partito  , per  ricavare  due 
altre  equazioni  di  luoghi  geometrici , di  pih  semplice  co- 
struzione che  non  sono  i due  proposti.  D'  altronde  v’  ha 
de*  problemi  i quali  ammettono  di  loro  natura  una  sola  in- 
cognita , che  nell’  equazione  finale  del  problema  può  ele- 
varsi ad  un  grado  superiore  al  primo.  Importa  dunque  a- 
ver  delle  regole,  come  eOettuare  la  composizione  del  pro- 
blema in  simili  circostanze,  e queste  regole  appunto  ci  fa- 
remo ad  esporre  nel  presente  articolo. 

562.  Poniamo  dunque  che  sia  in  generale,  l’ equazione 

(1)  -I-A.X—-H -fA^.r-|-A,,=o, 

la  proposta  equazione  del  grado  m,  la  quale  per  semplici- 
tà dinoteremo  con 

(1)  F(*)=o- 

II  primo  membro  di  quest*  equazione  , essendo  una  fun- 
zione di  X,  potremo  dinotarlo  con  un’altra  variabile  y,  in 
guisa  d’ aversi  1’  equazione 

(2)  y=F(*), 

che  possiamo  sempre  considerare  come  quella  d’un  luogo 
geometrico,  che  si  costruirà  secondo  il  metodo  generale 
esposto  nel  n.°  263;  e quando  si  vorran  trovare  i punti 
•v*  esso  incontra  l’ asse  delle  ascisse  converrà,  come  si  sa , 
porre  y=o,  ed  allora  si  avrà  1’  equazione 

F(x)=o, 

le  cui  radici  daranno  le  ascisse  de*  detti  punti  d’ incontro. 
Or  quest’  equazioner  è la  Stessa  proposta  (1) , dunque 

Teorema.  Le  radici  <f  un’  equazione  ad  una  incogni- 
ta X, . del  grado  m;  sono  le  ascisse  dé  punti  ove  incon- 
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tra  I asse  di  questo  nome , la  curva  che  avrebbe  per 
ordinata  il  primo  membro  della  equazione  data. 

Secondo  questo  teorema  , potremo  quindi  risoirere 
un'equazione  determinata  con  una  costruzione  grafica,  e 
perù  con  un  metodo  diverso  dall’  ordinario  algebrico.  In- 
tanto, trattandosi  di  dover  effettuare  delle  operazioni  gra- 
fiche, convien  cercare  dei  mezzi  onde  conseguire,  nel  mo- 
do il  più  semplice  che  si  possa,  la  soluzione  della  questio- 
ne proposta. 

563.  E perciò  si  rifletta,  che  un'  equazione  algebrica 
ad  una  sola  incognita  e di  qualunque  grado,  possiamo  sem- 
pre supporla  come  1’  eliminata  tra  due  altre  equazioni  a 
due  incognite  ; quindi  la  (1)  può  essere  riguardata  come 
l'equazione  che  dà  le  ascisse  de’ punti  comuni  a due  curr 
ve^  luoghi  geometrici  di  quelle  due  equazioni  a due  igno- 
te. Bene  è vero  che  il  sistema  di  due  curve  che  posson 
passare  per  gli  stessi  punti,  può  essere  infinito,  come  del 
pari  infinito  può  essere  il  numero  delle  equazioni  a due 
variabili,  dalle  quali  eliminatane  una,  ne  risulti  la  (1).  Co- 
sì essendo  , potremo  supporre  che 

(3)  :r=f.(y) 

rappresenti  una  delle  indicate  equazioni  a due  variabili  ; 
allora  1’  altra  dovendo  esser  tale  che  combinata  con  questa 
desse  per  risultamcnto  la  (1),  dev' esser  quella  che  ottien- 
si.  dalla  combinazione  ^elle  (1)  e (3).  Suppongasi  essere 

(4)  y=f(x) 

questa  nuova  equazione;  allora  avremo  nelle  (3)  e (4)  rap- 
presentati due  luoghi  geometrici,  che  hanno  de’punti  comuni, 
e questi  punti  hanno  per  ascisse  le  radici  della  (1).  Costru- 
endo pertanto  questi  luoghi  geometrici  , e cercando  le  a- 
scisse  de'  punti  comuni , avremo  le  radici  delia  proposta. 
Anzi  è da  riflettersi  che  se  questa  equazione  data  si  po- 
tesse metter  sotto  la  forma  seguente 

(5)  F.(x)=F.(x). 
allora  ponendo 

(6)  »=F.(a:),  verrà  y=F.(x), 

e si  avranno  subito  i due  luoghi  geometrici , che  colla  loro 
intersezione  determinano  le  radici  della  proposta;  e ciò  è 
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appunto  perche  ne’  punti  còmuni  alte  due  curve  si  ha 
F,(x)=F,(x),  cioè  F(x)=o. 

553.  Dovendo  fare  uso  del  metodo  generate  esposto 
in  questo  numero,  è d*  uopo  tener  presenti  alquante  osser- 
vazioni, per  riuscire  con  semplicità  e sicurezza.  E dappri- 
ma è chiaro  che  la  prima  equazione  di  posizione  , come 
la  (3),  debba  essere  scelta  in  modo,  che  essa  e l’equazio- 
ne (4)  , risultante  dalla  combinazione  della  (3)  e della 
(1)  presentassero  costruzioni  le  più  semplici  che  si  possa. 
£ per  fissar  meglio  le  idee  a questo  riguardo  scendiamo 
al  caso  particolare  d’  un’  equazione  del  secondo  grado 
Q)  **-t-A,x-fA.=:o. 

Se  per  equazione  di  posizione  si  prenda  la 

(8)  x'=ay, 

che  rappresenta  una  parabola  , combinandola  colla  (1)  si 
avrà  r altra 

(9)  ay-f.A.x+A.=o, 

la  quale  rappresenta  una  retta.  E quindi  per  determinare 
le  radici  della  (7)  saremmo  in  tal  modo  obbligati  a co- 
struire una  parabola  , mentre  già  sappiamo  , che  più  fa- 
cilmente posson  determinarsi  le  dette  radici,  mercè  la  in- 
tersezione d’una  retta  con  un  circolo. 

Ma  se  l’ equazione  di  posizione  fosse  stata 

(10)  x=ay , 

rappresentante  una  retta  , allora  combinando  quest’  equa- 
zione colla  (7)  ne  risulterebbe  1’  altra 

«*y’-f=A,ay-|-A.=o,'' 

esprimente  il  sistema  di  due  altre  rette  parallele  all’  asse 
delle  X.  In  questo  secondo  modo  dunque  la  costruzione  , 
se  non  riuscirebbe  più  facile,  per  essere  quest’ ultima  equa- 
zione della  stessa  forma  della  (7)  , non  sarebbe  neppure 
più  complicata,  come  si  presentava  con  la  posizione  (8).  ' 
Oltre  a ciò  l’ assunta  equazione  di  posizione  deve 
soddisfare  ad  un’  altra  condizione,  qual’  è quella  di  dare  , 
ad  operazioni  finite,  tutte  quante  le  radici  reali  della  pro- 
posta. Imperocché,  secondo  il  metodo  esposto  le  radici 
della  proposta  equazione  (1)  sono  le  ascisse  de’  punti  co- 
muni alle  due  euive  (3)  e (4)  ; or  ne’  punti  comU-ni  si 
hanno  ascisse  uguali  ed  ordinate  uguali  , e reciprocamen- 
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te  ; che  se  all'  opposto  ad  una  medesima  ascissa  non  cor> 
rispondessero  ordinate  eguali  per  le  due  curve  , o pure 
queste  ordinate  fossero  immaginarie , le  due  curve  per 
quell'  ascissa  non  s’ incontrerebbero  : la  stessa  cosa  ha  luogo 
supponendo  l’ordinata  come  ascissa  ed  all'opposto.  D’al- 
tronde le  radici  della  (1)  comunque  reali , sostituite  nel- 
le (3)  e (4)  potrebbero  non  dare  valori  eguali  per  la  y , 
oppure  darli  immaginarli,  quindi  alla  medesima  ascissa  x 
non  |corrispondendo  ordinate  reali  ed  uguali  per  le  due 
curve,  queste  non  s'incontrerebbero,  o i loro  incontri  sa- 
rebbero immaginarii,  nè  per  questo  potremmo  conchiude- 
re essere  immaginarie  ancora  le  radici  dell’ equazione  da- 
ta. Per  contrario  può  avvenire  che  le  curve  s' incontrasse- 
ro in  un  numero  di  punti , maggiore  delle  radici  reali  del- 
la proposta,  o pure  che  se  s' incontrano  in  tanti  punti  per 
quante  sono  queste  radici  reali  , pur  tuttavolta  le  ascisse 
de’  punti  d’ intersezione  non  sono  propriamente  i ^valori  del- 
le dette  radici.  Lasciando  da  parte  questa  questione,  piò 
curiosa  che  interessante  , e che,  se  taluno  il  volesse,  può 
leggere  in  una  memoria  di  Rolle  (*),  ci  contenteremo  a 
fare  un’  osservazione,  che  riguarda  il  soggetto  che  andiamo 
a trattare;  questa  osservazione  è la  seguente;  si  hanno  tut- 
te le  radici  reali  dell’  equazione  data  , se  la  nuova  inco- 
gnita y,  che  s’introduce  con  l’equazione  di  posizione,  è una 
funzione  uniforme  di  quella  x , che  entra  nell'  equazione 
data;  imperciocché  1*  incognita  y,  secondo  questa  forma,  non 
può  assumere  che  valori  reali , per  quelli  parimente  reali 
di  Xy  epperò  se  i due  luoghi  geometrici  dell’  equazione  di 
posizione  (3)  e della  dedotta  (4)  s’ incontrano,  le  ascisse 
dei  punti  d’ intersezione  devono  necessariamente  rappresen- 
tare le  radici  reali  della  proposta.  Se  , in  grazia  d’ esem- 
pio, questa  sia  del  quarto  grado , come 

a*-f-A.x*-j-A.x*-f-A^-4-A^=o, 
e r equazione  di  posizione  sia  quella  d’  una  parabola 
x'+hx^ay  , 

ove  la  y è funzione  uniforme  della  x,  la  dedotta  sarà 
n’y*+a(A,— 2^)xy-|-(A,-A,H‘^*)®’+(A>— A,5jx-J-Afly-J-A^=:o, 
la  quale  rappresenta  una  sezione  conica  qualunque  , che 

(*)  Bittoirt  de  l Aeaiièmie  dei  Settnen— Aonòe  1708;  pag.  339. 
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intersecando  la  parabola  , darà  necessariamente  le  radici* 
reali.  Ami , poiché  le  a e 6 sono  arbitrarie  , cosi  ne  se- 
gue che  vi  sono  infinite  curve  di  secondo  grado,  che  com- 
binate con  la  parabola,  danno  le  radici  d’ una  data  equazio-  ' 
ne  dal  quarto  grado,  e per  conseguenza  queste  varie  cur- 
ve dovendo  passare  per  i medesimi  punti  , ne  segue  che' 
si  possono  prendere  due  qualunque  tra  di  esse,  per  deter- 
minare sempre  quelle  radici. 

È da  osservarsi  però  che  queste  due  curve  coniche 
non  possono  essere  entrambe  cerchi;  imperciocché  questi,' 
riferiti  ai  medesimi  assi , come  richiede  il  metodo , sono , 
in  generale,  delia' forma 

y By-f-Cr-f-D=o,  y"  -f  ®*-f-Axy  -f-  B'y-|-C'a:-|-D'=o, 

e la  eliminata  tra  queste  equazioni  non  eccede  il  secondo 
grado. 

564.  Cominceremo  pertanto  ad  applicare  i principii 
precedenti  alla  costruzione  dell'  equazione  di  primo  grado 

(11)  ax-^ÌK=o. 

Se  a e 5 sono  espressioni  monomie,  allora  può  seguir- 
si la  regola  generale  data  per  la  costruzione  d’ una  frazio- 
ne (n.”  208);  ma  quando  i detti  coefficienti  a e 5 son  dei 
polinomi,  allora  la  (li)  potendosi  sempre  mettere  sotto  la 
forma 

(12) 

se  si  fa 

(13)  y=a'x-|-é’,  risulterà  (14)  yszM'x-f-ò*, 

e il  valore  di  x della  proposta  (11)  sarà  l’ascissa  del  punto^ 
comune  alle  due  rette  (13)  e (14).  Or  si  potrà,  in  gene- 
rale, fare  la  riduzione  della  (lì)  alla  (12)  in  modo  che  la 
forma  delle  (13)  e (14)  potesse  riuscire  quella  dì  rette  fa- 
cilmente assegnabile,  dietro  la  posizione  degli  altri  elemen- 
ti geometrici,  dati  dalla  natura  stessa  del  problema  ; come 
sarebbero,  per  più  chiarezza,  delle  rette  parallele  o perpen- 
pendicoiari  ad  altre  rette  date,  o che  passassero  per  pun- 
ti dati.  In  tal  modo  si  potrà  evitare  il  gran  numero  di 
terze  e quarte,  o medie  proporzionali,  che  si  devono  met- 
tere in  opera,  secondo  le  regole  del  n.*  210. 

565.  Dall’  equazioni  del  primo  grado  passiamo  a quel- 
le del  secondo , e comunque  se  ne  fosse  già  parlato  net 
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n.*’  213  , ne  tratteremo  anche  qui  , esponendo  un  nuovo, 
mezzo  di  costruzione  , dovuto  al  prof.  Pad  ut  a (').  Questo 
metodo  di  costruzione  è applicabile  a tutte  quelle  equazio- 
ni del  secondo  grado  , il  cui  primo  membro  sia  un  qua- 
drato, ed  il  secondo  sia  il  prodotto  di  due  fattóri,  necessa- 
riamente del  primo  grado;  vale  a dire  a tutte  quelle  equa- 
zioni riducibili  alla  forma  seguente 

— a)'=+ri‘(x—b){x — c)  (’*). 

Supponiamo  dapprima  che  abbia  luogo  il  segno  — , 
vale  a dire  che  s’  abbia  più  particolarmente 

( 1 5)  m‘(r— a)*=—  n'{x  —b){x—c)  : 

si  faccia 


— (* — b)(x — c)=y* , ovvero  (16)  y'-j-x' — (6-f-tf)x-}-6c=o 
e la  (15)  si  ridurrà  ad 

n*y*=m*(x — a)*,  ossia  ( 17)  — «)• 


Or  dei  luoghi  geometrici  (16)  e (17),  dalla  cui  inter- 
sezione dipendono  le  radici  della  proposta  (15) , il  primo 
rappresenta  un  circolo,  avente  il  suo  centro  situato  sull’  as- 

se  delle  ascisse  , ad  una  distanza  eguale  a — — dall’origi- 


ne  ; mentre  il  diametro  di  esso  circolo  è uguale  a c—b  (***). 
Quindi  supposto  che  Ox  ed  Oy  ( fìg.  112)  sieno  due  ret- 
te ad  angolo  retto , e sia  OÀ-=a  , OB=6  , OC=c , sarà 


(*)  Raccolta  di  problemi  a.°  363.  > 

(**)  Il  doppio  segoo  è messo  nel  secondo  membro  per  distinguere  i due 
casi  cioè  di  x*  positivo  o x*  negativo  in  questo  membro. 

(***]  Per  persuadersi  di  quest'ultima  asserzione  , basta  riflettere  che 
facendo  y=o  nella  (16)  se  ne  trae 

X* — (6+c)x+6c=o, 

eie  radici  x',x"  di  questa  equazione  daranno  le  ascisse  de' punti,  ove  il  cir- 
colo incontra  l'asse  delle  ascisse;  e poiché  su  quest’asse  si  trova  un  diame- 
tro. egli  ò chiaro  che  la  dilTorenza  di  queste  ascisse  rappresenta  appunto 
la  lunghezza  di  esso;  e poiché  ancora  questa  dilTercnta  é uguale  al  doppio 
del  radicale, 'che  fa  parte  di  ciascuna  dette  espressioni  di  x',x",  dedotte  dal- 
la precedente  equazione , cosi  chiamando  d l'indicato  diametro  sarà 

d=*'_*"=:2V  i(6+c)*-tc=(6— c). 

£ bisogna  riflettere  che  essendo  il  diametro  una  quantità  assoluta  co- 
me il  raggio,  cosi,  se  b— c risulta  negativo,  bisognerà  cambiare  il  segno  e 
prendere  invece  c—b. 
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D,  punto  medio  della  BC , il  centro  del  circolo  , c sarà 
BC=c— A il  suo  diametro. 

Il  secondo  luogo  geometrico,  quello  cioè  rappresenta- 
to dall’ equazione  (17)  e,  come  vedesi,  una  retta  che  passa 
pel  punto  A,  avente  a per  ascissa,  e forma  inoltre  coll'  as- 
se delle  ascisse  un  angolo,  che  ha  per  tangente  trigonome- 
trica ~ 6 perciò  se  prendasi  AF=:n,  e dal  punto  F s’ in- 
nalzi la  perpendicolare  FG=m,  indi  si  congiunga  AG,  sa- 
rà questa  retta  il  luogo  geometrico  della  (17)  ; e poiché 
essa  incontra  il  circolo  descrìtto  col  diametro  BC  ne’  pun- 
ti H,  I,  le  ascisse  OE,  OL  di  questi  punti  saranno  i va- 
lori delle  radici  della  (15). 

Scolio.  Propriamente  nella  (17)  avrebbesi  dovuto  ri- 
tenere il  segno  ± ; ma  non  perciò  avremmo  avuto  risul- 
tamenti  diversi,  facendo  uso  di  un  segno  piuttosto  che  del- 
l’ altro  ; imperocché,  se,  prendendo  il  segno  -f- , abbiamo  a- 
vuto  la  retta  AG,  ritenendo  il  segno  — , avremmo  avuto 
una  retta  AG'  simmetrica  della  prima  e che  avrebbe  per 
conseguenza  date  le  stesse  radici  OE,  OL. 

Supponiamo  ora  che  1’  equazione  a costruirsi  fosse  la 

(18)  m'(x — ay=n'(x — b)(x — o). 

Se  si  volesse  seguire  lo  stesso  metodo,  come  nel  caso  pre- 
cedente, quello  cioè  di  eguagliare  il  prodotto  (x—6)(x — c)  al 
quadrato  d’una  nuova  variabile  y,  allora  ne  nascerebbe  un 
luogo  geometrico  che  non  sarebbe  più  un  circolo,  ma  in- 
vece un’  iperbole  equilatera , avente  per  uno  degli  assi  la 
BC;  onde  in  questo  modo  la  costruzione  delle  radici  ri- 
chiederebbe delle  operazioni,  molto  più  difficoltose  e lunghe 
di  quel  che  efiettivamente  non  richieda  ; poiché  si  sa  che 
le  dette  radici  si  possono  sempre  òttenere  per  mezzo  della 
intersezione  d’  un  circolo  con  una  retta.  Ecco  pertanto  iu 
qual  modo  il  prelodato  professore  sìa  pervenuto  a costruire, 
mercé  la  retta  e il  circolo  , 1’  equazione  (18) , facendo  la 
medesima  sostituzione. 

Ponendo 

(x— 6)(»— o)=y* , 

e supponendo  che  sia  ( fig.  113)  OM=x,  OB=6,  OC=c, 
sarà  MB:=:x— -5,  MC=x — c;  c perciò  se  sulla  BC  come  dia- 
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metro  si  descrive  il  circolo  BNC  , e si  meni  la  Unsente 

MN  sarà  

MN’=BM.CM=(*-6)(*— c)=y* , 
e quindi , secondo  la  (18),  si  avrà 

m’(» — fl)*=»*.MN*,  m(ar— a)=n.MN. 

Or  presa  OÀ=a,  sarà  ÀM=x— a,  e menata  pel  punto  A 
la  AD  perpendicolare  ad  OM  , e prolungata  la  tangente 
MN  sino  ad  incontrare  la  AD  in  D,  si  avranno  i due  trian- 
goli rettangoli  ADM,  £NM  evidentemente  simili,  che  per- 
ciò daranno 

AM:NM::AD:EN,  ovvero  ar— /»;MN::AD;EN; 
quindi  se  si  avesse  AD:EN  ; ; nini,  ovvero  AD:|(c- — 6)  : ! n:m, 
sarebbe  parimente  x— a:MN::n:m 
ossia 

X— a;y::n:oi;  »»(x— a)=ny 

/»•(» — «)*=n*(x— «X* 

Donde  si  vede  che  il  valore  OM  verifica  la  proposta 
equazione  (18).  Ed  è chiaro  che  1’  altra  tangente  DN' 
determina  sulla  stessa  OM  un*  altra  porzione  OM' , soddi- 
sfacente egualmente  alla  stessa  (18)  , e u’  è perciò  la  se- 
conda radice. 

Pertanto,  quando  l’equazione  del  secondo  grado  trova- 
si ridotta  alla  forma 

m*(x — a)*=B*(x — fl)(» — d), 

se  ne  troveranno  le  radici,  prendendo  le  tre  distanze  OA 
=a , OB=h , OC—c  ; descrivendo  sulla  BC  il  circolo 
BNC;  tagliando  sulla  AD^  perpendicolare  ad  OM,  una 
parte  AD  quarta  proporzionale  in  ordine  ad  m , n , 
e alla  metà  di  BC  ; e J^nalmente  dal  punto  D menando 
le  due  tangenti  DM,  DN*  al  circolo,  le  quali  determi~ 
neranno  sulla  Ox  le  porzioni  OM,  OM*,  che  saranno  le 
radici  richieste. 

566.  Passiamo  ora  alia  costruzione  delle  radici  della 
equazione  dei  terzo  grado 
(19)  d:*-|-aj*-|-6x-l-c=o. 

Mercò  r elegante  soluzione  data  dal  Prof.  Padola  , 
per  determinare  cioè  i punti  d’ intersezione  di  due  cur- 
ve del  secondo  grado,  che  si  tagliano  in  tre  punti  sol- 
tanto, m«-cè  una  di  esse  ed  un  circolo,  si  ottiene  ancora 
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la  soluzione  dell’equazione  determinata  di  terzo  grado,  sen- 
za più  elevarla  al  quarto  grado,  come  una  volta  si  richiedeva. 
£ per  fermo,  se,  seguend^o  il  metodo,  generale  ( 552  ), 

' si  prenda  un’  equazione  del  secondo  grado,  e si  combini  con 
la  (19)  ne  risulterà  un  altro  luogo  geometrico  del- secondo 
grado,  così  che  questo  e il  precedente,  dovendo  con  le  loro 
intersezioni  dare  le  tre  radici-  della  proposta , non  possono 
ammettere  più  di  tre  punti  di  comune,  e perciò,  seguen- 
do il  metodo  del  n.”  557,  si  potrà  invece  costruire  uno  so- 
lo di  essi  ed  un  circolo. 

557.  Poniamo  dapprima  che  l’ equazione  di  posizione 
sia  quella  della- parabola 

(20)  »*=pjf  ; 

• allora  la  (19),  mercè  questa  relazione,  diverrà 
(2!)  pxy-J-npy-l-ò»+c=o, 

e rappresenterà  un’  iperbole  , che  .incontrerà  la  parabola  , 
come  sopra  si  è detto,  in  tre  soli  punti.  Per  trovare  ora 
quel  circolo  che  passa  pe*  medesimi  f^ti,  e sostituirlo  in 
conseguenza  ad  uno  de' luoghi  (20)  e (21),  basterà  para- 
gonare le  (20)  e (21)  colle  (28)  e (29)  del' ff.*' 557,  e si 
troverà  che  o=o,  6=p,  d=uxp  e~b,  f~c,  V-=z«f—f—Q , 
c'=l  p ; e con  ciò  le  (31,.  557)  diverranno 

p«-f-«'=:o , ap»-|-p|fc= — 2mpa';ò»+|^=:^— p»'. 

La  prima  di  queste  equazioni  dà 


e ponendo  nelle  altre  due^in  luogo  di  • il  suo  valore  trat- 
to da  quest’  ultima,  avremo  le  altre  due  equazioni 
— a»'-f-pP= — 2m»’p,  — òi'4-i3'p=— p**'; 
dalle  quali  si  trae 


(23) 


P'  h — p*  p 0 — 2wp 

/>  • ’ P 


Nel  tempo  stesso  l’equazione  (32,  357)  del  circolo  diviene 


p^^'(y•-f•2nM^-^^^•)-^-(p^'— app')y— (6^-}..c»)a!— <^=o , 


o meglio 

,-+w+^+(^_4),_(1^/.7) 


Digitized  by  Google 


460 


PÀtttZ  SECOHDA 


la  quale,  sostituendo  per  ^ ^ ^ * loro  valori  (22)  e (23) 
si  ridurrà  finalmente  a 


(24)  j/*+2ff»x-f-niB’-t 


6 — o*— p*+2mp  J(o — 2mp)- 


P 

-2mp)__ 


P“ 

Questo  àrcolo  pertanto  può  sostituirsi  alla  parabola  (20) 
o all’  iperbole  (21),  e la  sua  intersezione  con  una  di  que- 
ste curve  darà  le  radici  della  (19).  Ma  come  si  è visto 
nel  n.°  557,  esso  incontrerà  le  dette  curve  in  altri  punti 
che  non  sono  comuni  ad  entrambe.  Cosi  incontra  T iper- 

bole  in  un  punto  avente  per  ordinata  y=z — ^ ==? , c 

perciò,  secondo  la  (21),  avente  per  ascissa  x= — — a.  E 
similmente  incontrerà  la  parabola  (20)  in  un  punto  che  ha 
per  ascissa  *= — — Smp,  e conseguentemente  per  or- 
dinata Questi  punti  , come  si  è detto  sono 

estranei  alla  questione , ma  la  loro  conoscenza  può  in 
qualche  caso  servire  a determinare  più  facilmente  la  posi- 
zione del  circolo,  qualora  la  determinazione  del  raggio  mer- 
cè l’equazione  (24)  risultasse  molto  complicata.C^sì  deter- 
minati il  centro  il  quale  ha  per  coordinate 


(25) 


c — i(a — 2mp)  _ o*+p*— é — 2mp 

“ ^ 


2p* 


e uno  dei  due  anzidetti  punti 
aò  c 


(26) 

(27) 


» ^ 

x=a — 2mp , 


p*—b 

(o— 2mp)* 


si  avranno  i dati  sufficienti  per  poterlo  descrivere. 

568.  Potrebbero  darsi  altre  forme  all’  equazione  di  po  - 
sizione  (20),  e dedurne  quindi  un’  altra  forma  per  l’ equa- 
zione del  cìrcolo  (24);  ma  è sufficiente  questo  solo  esetn- 
j)io  per  far  chiara  l’ ajiplicazionc  del  metodo.  Anzi  si  può 
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dippiù  osservare  che,  nell’  esempio  attuale,  si  è supposto  che 
la  costruzione  si  effettuasse  rispetto  ad  un  sistema  di  assi 
obbliqui,  (scienti  tra  loro  un  angolo,  che  ha  per  coseno  m; 
che  se  gli  assi  sieno  ortogonali , le  formole  precedenti  di» 
verranno  ancora  più  semplici,  perchè  bisognerà  in  talea* 
so  supporre  m=o,  il  che  riduce  l’ equazione  (24)  del  circo- 
lo alla  seguente 

. . . . — “*  \ — c oc 

(28) 

e le  (25),  (26),  (2T)  alle  altre  più  semplici 
c— o*+P*-^ 

ab — C h 

(30)  x=— ; — a,  y=p-~  , 

(31)  x—a,  y=j. 

569<  Da  ultimo  è importantissimo  il  tener  presente 

che  p è una  quantità  arbitraria,  e quindi  potremo  nei  ca- 
si particolari  assegnarle  tale  valore,  da  far  risultare  queste 
equazioni  della  forma  la  più  semplice  che  si  possa,  e che 
conducessero  per  ciò  alla  più  elegante  costruzione. 

570.  Passiamo  ora  al  caso  che  l’ equazione  di  posizio- 
ne appartenesse  ad  una  sezione  conica,  ellisse,  o iperbole; 
perchè  può  alle  volte  avvenire  che  la  proposta  equazione 
del  terzo  grado  siesi  ottenuta  dalla  soluzione  d*  un  proble- 
ma, che  fra  i dati  conteneva  pure  una  di  queste  curve  ; ed 
è chiaro  che  se  si  potesse  ad  una  delle  curve  che  risolvono 
la  proposta,  sostituire  quella  data  nel  problema,  questo  ri- 
sulterà di  più  facile  composizione  , poiché  si  tratterà  allo- 
ra di  hssare  soltanto  la  posizione  d’ un  circolo. 

Sia  pertanto 

(19)  x*-^ax'-^hx-^c=^o 

1’  equazione  da  costruirsi,  e pongasi 

(32)  x=»z, 

essendo  z una  retta  incognita  come  la  x , ed  « un  rap- 
porto arbitrario,  e che  in  conseguenza  può  esser  determi- 
nato in  prosieguo,  in  modo  da  soddisfare  a qualche  condi- 
zione necessaria  a semplificar  le  formole  risultanti  : allora 
la  (19)  diverrà 

(33)  «‘z‘-}-fl«*a*-f-6«z-f-c=o  ; 
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ed  è chiaro  che  se  si  «tetenninassero  le  rette  e,  proprie  a 
soddislàre  quest’  equazione,  allora  si  avrebbero  le  » della 
pcopoeta,  descrrvendo  un  triangolo  rettangolo  che  avesse  per 
cateto  z e per  angolo  obbliquo,  adiacente  a questo  cateto, 
quell’angolo  che  ha  per  tangente  trigonometrica  a. 

Sia  parimente 


(34)  y*s=2/»*+na!f 

l' equazione  della  curva  conica  data;  e poiché  « è un  rap- 


porto potremo  rappresentarlo  con 


essendo  t,  u le  coor- 


dinate d'  un  punto  di  qaeUa  retta,  che  passando  per  l’ori- 
gine, fa  coir  asse  delle  ascisse  un  angolo  di  tangente  tri- 
gonometrica a ; anzi , come  che  questo  ponto  puh  essere 
uno  qualunque  di  quelli  delia  retta , supporremo  partico- 
larmente che  sia  quello  , ov’  essa  incontra  la  curva  data 
(3i).  In  questo  modo  le  coordinate  t ed  u dovranno  sod- 
disfare quest’  equazione;  e quindi  facendo , come  si  è detto 


(35)  •=- , 
la  (33)  e (84)  diverranno 

(36)  ^’z‘-H*-ra*+6^ffc=n, 


(37) 


e ponendo  nella  prima  in  luogo  di  ^ il  valore  equivalen- 
te preso  dalla  seconda,  se  ne  trae 

a’-f  y*-h?=o, 

che , dividendo  per  z*,  si  può  scrivere  coà  : 

OS) 


Or,  dovendosi  determinare  tre  quantità  cioè  *,  t,  u,  e non 
avendo  che  due  sole  equazioni,  quali  sono  le  (37)  e (38). 
potremo  stabilire  una  terza  equazione  : così  ponendo 

(39)  nz*-f6=o, 

avremo  questa  equazione  che  ci  determinerà  t,  e nel  tem- 
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po  slesso  Ja  (38),  faceodo  sjiaiiire  i denominatori , si  ridu* 
ce  all'altra 

(40)  ) ^+2amt-^-2mzu=o. 


ove  per  s devesi  intender  messo  il  valore  dato  dalla  pre- 
cedente (39).  Questa  equaiione  (40)  unitamente  alla  (37) 
serviranno  a determinare  le  < ed  u:  or  la  (37)  rappresen- 
ta la  curva  data  , e la  (40)  una  parabola  , alia  quale  si 
può  sostituire  un  circolo.  E per  fermo  addizionando  la 
(40)  con  la  (37),  dopo  aver  fatti  sparire  i denominatori 
da  quest’ ultima  e averla  divisa  per  1+n,  si  trae 


(44) 


2m(a**- 


onx*+c 


2m(n+l)s* 

i — «=o. 

o»**+c 


G>struendo  pertanto  questo  circolo  , esso  incontrerà  ' la 
curva  data  in  quei  punti , che  hannp  per  ascissa  t e per 
ordinata  n,  di  modo  che  il  rapporto  tra  queste  coordina- 
te, relative  a ciascun  punto  d' intersezione , ci  darà  i va- 
lori di  a ; la  (39)  poi  d darà  i valori  numerici  di  z , e 
finalmente  la  (32)  quelli  di  se  , proprii  a verificar  la  pro- 
posta. Ma  invece  di  effettuare  questo  calcolo  numerico,  si 
osservi  che,  determinati  i punti  d’ incontro  del  circolo  col- 
la curva  data , le  congiungenti  questi  punti  coll*  origine  for- 
meranno con  r asse  delle  x angoli , aventi  per  tangente 

trigonometrica  — ; e quindi  le  perpendicolari  a queste  con- 
giungenti formeranno  con  quello  delle  y,  lo  stesso  angolo 
di  tangente  laonde  se  le  parti  tagliate  da  queste  per- 
pendicolari sull’  asse  medesimo  ed  a partire  dall*  origine  , 
fossero  lunghe  quanto  le  z della  (39),  allora  si  verrebbe  a 
formare  quel  tale  triangolo  rettangolo,  dì  cui  più  sopra  si 
è parlato  , e di  cui  1’  altro  cateto  darebbe  i valori  di  x. 

In  conclusione,  dopo  aver  menate  le  congiungenti  l’o- 
rigine co’  punti  d' incontro  del  circolo  e della  curva , de- 
scritti com’  è detto , e prese  sull'  asse  delle  y , ed  a partire 
dall’  origine,  delie  lunghezze  eguali  a quelle  dedotte  risol- 
vendo la  (39),  si  meneranno,  dagli  estremi  di  queste  di- 
stanze all’  origine , le  perpendicolari  alle  dette  congiungen- 
ti , ed  esse  prolungate  andranno  ad  incontrar  1'  asse  delle 
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ascisse  in  quei  punti  le  cui  distanze  all’  origine  saranno 
appunto  le  radici  della  proposta. 

571.  È da  avvertirsi  intanto  clic  i valori  di  z , dati 
dalla  (39)  sono  due,  eguali  e di  segno  contrario,  e di  essi 
non  può  prendersene  che  un  solo  ; poiché  chiamando  z', 
z"  queste  radici,  una  positiva  e l’altra  negativa,  e sosti- 
tuendole successivamente  nell'equazione  (41)  del  circolo, 
quest’  equazione  ora  rappresenterà  un  circolo  , ed  ora  uu 
altro,  pel  cambiamento  che  avverrà  nel  segno  del  termine 
in  u , ove  trovasi  la  z elevata  a potenza  impari.  Quindi 
è che  quella  parte  che  devesi  tagliare  sull’  asse  dèlie  or- 
dinate , come  più  sopra  si  è detto  , verrà  pure  nel  senso 
delle  y positive  , o in  quello  delle  y negative  , secondo 
che  nella  (41)  si  sarà  messa  la  radice  positiva  o la  nega- 
tiva della  (39). 

^laoltre  le  dette  radici  potrebbero  divenire  immagina- 
rie, ed  in  ■ tal  caso  scomparirebbe  ogni  soluzione.  Questo 
fattoi  dipende  unicamente  dai  segni  di  n e di  b , come 
dalla  stessa  (39)  si  rileva;  vale  a dire  dipende  dalla  par- 
ticolare specie  di  curva  conica,  e dal  coefficiente  in  x al 
primo  grado,  nell'  equazione  proposta.  Nè  si  potrebbe  d’al- 
tronde conchiudere,  dalla  immaginarietà  delle  ràdici  della 
(39),  quella  delle  radice  della  proposta;  poiché  come  altrove 
è stato  spiegato  (553)  le  radici  dì  -quest’  ultima  posson  bene 
esser  tutte  reali , e le  intersezioni  de’  due  luoghi  geome- 
trici essere  ìnimaginarie  ; il  che  avviene  propriamente 
quando  l’estensione  di  uno  di  essi  non  è contenuta  fra  i 
limiti  delle  radici  della  proposta.  Intanto,  quando  uno  dei 
due  luoghi  geometrici  è dato  di  specie,  grandezza,  e po- 
sizione , come  fin’  ora  si  è supposto , e vogliamo  fare  uso 
di  «sto , si  potrà  fare  una  trasformazione  sulla  proposta 
^«quactone,  aumentando  o diminuendo  le  radici  in  modo 
velie  quelle  della  trasformala  avessero  limiti  tali  da  con- 
' tenere  in  essi  anche  le  ascisse  tutte  del  dato  luogo  geo- 
metrico. 

w 572.  Volendo  intanto  fare  la  indicata  trasformazione 
converrà  porre  x-^%  in  luogo  di  x,  nella  (19) , e si  avrà 

(42)  x'-\-(3x-^-a)x'+(Z*'+2a*  -f-  &)o!-|-«’-f-fl»’4-6«-|-c=o, 

0 

di  modo  che  il  coefficiente  di  x al  primo  grado  , e che 
formerà  da  termine  noto  nella  (39)  sarà  3*‘-j-2a*-f-5  , e 
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però  , affine  di  aver  sempre  per  z valori  reali , bisognerà 
dare  ad  » tal  valore , che  questo  trinomio  risulti  positivo^ 
se  n è negativo , e risulti  negativo  , se  « è positivo.  Or, 
.secondo  ciò  che  si  è dimostrato  in  Algebra  ('),  il  detto  tri- 
nomio sarà  positivo,  per  tutti  quei  valori  di  « che  sono 
o minori  della  più  piccola , o maggiori  della  più  grande 
radice  dell'equazione 

(43)  a’-|- — r=o,  * 

supposto  che  queste  radici  fossero  reali;  e quando  risulta- 
no immaginarie,  potrà  prendersi  qualunque  valore  di  «, 
c il  detto  trinomio  risulterà  sempre  positivo.  Se  per  con- 
trario il  detto  trinomio  vuoisi  rendere  negativo , converrà 
dare  ad  » que’  valori  che  van  compresi  tra  la  più  piccola 
e la  più  grande  delle  radici  della  (43),  quando  esse  son 
reali;  che  se  poi  sono  immaginarie,  non  si  potrà  giammai 
render  negativo  il  detto  trinomio.  Quindi  si  couchiude 
che  tutte  le  volte  che  la  curva  data  è un'  ellisse,  nel  qual 
caso  avviene  appunto  che  sia  n<o,  sarà  sempre  possibile 
costruire  secondo  il  metodo  ora  indicato;  ma  quando  la 
curva  data  fosse  un’iperbole,  potrà  non  aver  luogo  la  del- 
ta costruzione. 

573.  Per  trovare  intanto  una  trasformazione  die  po- 
tesse valere  in  tutti  i casi , pongasi 


t 

■ ~z 
u 


(44)  a:: 

nella  (19)  x’-f-ox*-f-Ax-t-c=o , quindi  si  ordini  rispetto 
ad  -^,  e si  avrà 


(45) 

e poiché  per  ipotesi 

(46) 

sostituendo,  si  avrà 
/2n» 


M . 

C— hz 


<* 


+az'j—z^=o. 


m’  2m 

T=-7:+"’ 


(")  d'Andrea— * A'/emenfi  iÀlgtbra;  n.°  I9C,  2.  edii. 
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ed  eguagliando  a zero  il  coefiiciente  col  porre 


(47)  cn-\-az'=o, 

si  otterrà  , dopo  aver  moltiplicalo  per  t', 

* z{z*  Jf-bn)C -\-'3jnbzt — 2mcu=o 

e perciò,  addizionando  quest'equazione  divisa,  per  2(z*-f*ò*)> 
con  la  (46)  divisa  per  i-^n,  ne  risulterà  l'equazione  del 
circolo 


2m(6 — z')  2cm(l+ij^ 

(48)  a'H-t’H 7T — T7“=o. 

' ^ ' nò+*  i(6»+z  ) 

il  quale  incontrerà  la  curva  proposta  in  quattro  punti, 
compresa  i'  origine  ; ed  è chiaro  che  la  (44)  rappresenta 
ie  parli  che,  sull’asse  delie  ascisse,  tagliano  le  rette  me> 
nate  ad  una  distanza  eguale  a z dall’  orìgine  sull'  asse  del- 
le y,  e parallelamente  alle  congiungenti  l’orìgine  co’ pun- 
ti d' incontro  del  cerchio  e della  curva  data,  e quelle  par- 
ti saranno  appunto  le  radici  della  proposta.  Or  la  (47)  ci 
mostra  che  z riuscirà  pure  immaginaria,  qualora  la  quan- 


tità — non  risulti  negativa;  ma  facendo  prima  sulla  pro- 


posta (19)  quella  trasformazione  elTettuata  nel  n.”  570,  i 
coeilìcienti  del  .secondo  termine  e dell’ ultimo  della  trasfor- 
mata, e che  entreranno  nella  (47)  in  luogo  di  a e c sa- 
ranno rispettivamente  (42,572) 

a'=3«-l-rz, 

e perchè  z risulti  reale  c necessario  che  queste  quantità 
risultassero  dello  stesso  segno  o di  segno  contrario,  secon- 
do che  n è negativa  o positiva  , e però  convien  cercare 
qual’  è il  valore  della  quantità  arbitraria  a.  che  soddisfa  tal 
condizione.  Pertanto , eguagliando  a zero  , le  precedenti 
espressioni,  otterrassi 


(49)  3«-}-a=o,  (50)  »'-pa*’-f-A*-l-c=o, 

e per  render  completa  la  discussione,  supponiamo  che  nel- 
la proposta  equazione  (19)  sieno  a e n dello  stesso  segno, 
e propriamente  ambidue  positive^  Allora  la  (50)  ammette- 
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rà  uecessariamente  una  radice  reale  negativa , die  dinote- 
remo con  ; or  se  questa  radice  tu'  ha  ua  valore  assolu- 
to maggiore  di  die  è quello  di  « della  (49),  allora  mes- 

^ ai 

so  — — in  luogo  di  « nella  (50),  il  primo  membro  diverrà 
o 

positivo  (*),  e sarà  andie  tale  per  altri  valori  negativi,  ma 
assolutamente  maggiori  di  mentre  questi  valori  poi 

rendono  negativo  il  primo  membro  della  (49).  Ma  se  la  det- 
ta radice  a'  abbia  un  valore  assoluto  minore  di  allora 

ó 

ponendo'  nella  (50)  de’ valori  negativi  e in  valore  assoluto 
minori  di  i >i  primo  membro  di  essa  diverrà  negativo, 

mentre  questi  stessi  valori  rendono  positivo  il  primo  mem- 
bro della  (49):  pertanto  in  entrambi  i casi  a' e c'  saran- 
no di  segno  contrario.  Che  se  fosse  a.'=. — i primi  mem- 

o 


(*)  Si  può  in  effetti  osservare  che  dinotando  con  a",  a'"  le  tre  ra- 
dici della  (50),  e la  prima  essendola  negativa,  le  altre  due  dovranno  nell'i- 
potesi ammessa  di  c<o  aver  lo  stesso  segno,  oppure  essere  immagìuarie  ; 
per  modo  che  essa  potrà  assumere  una  delle  tre  forme  seguenti 


(1) 

(«+«')(«— ^")(o— a'")— 0 

(2) 

(a+a'}(a  + a'')(a+a'")=0 

(3) 

(a  + a')M*=0 

essendo  M'  una  quantità  essentialmente  positiva.  La  prima  di  queste  Ire 
espressioni  mostra  evideutemeole  che  il  primo  membro  è positivo,  quando 
per  a vi  si  ponga  qualunque  valore  negativo  ed  in  valore  assoluto  minore 
di  a';  poiché  di  fallo  il  primo  fattore  per  tali  valori  resterà  positivo  , e gli 
altri  due  saraniK'  negativi. 

Quanto  alla  (2)  si  osservi  che  la  somma  delle  tre  radici  è uguale  a — a, 
e perciò  , se,  in  valore  assoluto  , la  prima  radice a'> 4,  le  altre  due  a" 
e a'",  escluso  il  caso  irreducibile,  saraooo  eguali  a ciascuna  ; onde  la 
aostituiione  dì  ^ , o di  qualunque  altro  valore  maggiore  a$$olutamtnte  di  — 

e minore  di  a',  renderà  il  primo  membro  della  (2)  anche  positivo.  Sa  poi 
la  (50)  si  trovasse  nel  caso  irreducibile, o le  altra  due  radici  a",  a'"  fossero 
immaginarie,  il  primo  membro  di  essa  Iroverebbesi  ridotto  alla  forma  (3) , 
ove  4f*è  uua  quantità  easensialmeote  positiva , e perciò  la  aoslituiiouo 

di— ^ in  luogo  di  a,  o la  sostituzione  di  qualunque  altro  valore  assoluta- 
mente  maggiore  di  — , ma  minore  di  ronderà  positivo  il  primo  mem- 
bro della  (3)  e quindi  ancora  quello  della  (30). 
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bri  delle  (49)  e (50)  diverranno  nulli,  e la  proposta  (19), 
trasformata , prende  la  forma  x’+a'a:=o , che  si  scompo- 
ne nelle  due  x=o,  a:’-f-a'=o,  c quest’ ultima  è costruibi- 
le colla  retta  e il  circolo. 

Da  quest’  analisi  risulta  che , essendo  a e c ambi- 
due  positive  ed  «>o  , vi  saranno  sempre  de’  valori  di  *, 
che  permetteranno  la  costruzione  della  proposta  (19)  cop 
una  data  iperbole  e un  cerchio.  Questi  valori  di  « so- 
no facilissimi  a trovarsi  ; poiché  se  posto  nella  (50) 


in  luogo  di  « , si  abbia  un  risultamento  positivo , allo- 
ra si  prenderà  un  valore  qualunque  <—  che  renda 
positivo  il  primo  membro  della  (50)  ; e se  all’  opposto  la 
sostituzione  di  — in  luogo  di  * rendesse  negativo  que- 
sto  primo  membro,  si  prenderà  allora  per  * qualunque  va- 
lore , > ^ , che  rende  quel  primo  membro  negativo. 

3 

573.  Supponiamo  ora  che  a e c sieno  ambedue  ne- 
gative , ed  n continui  ad  esser  positiva;  allora  la  (50)  am- 
metterà necessariamente  una  radice  ec'  reale  positiva,  e 


quindi  se  la  detta  radice  »'  é maggiore  o minore  di 
vi  saranno  per  «,  nel  .primo  caso,  dei  valori  maggiori 
di  ^ e minori  della  detta  radice,  i quali  renderanno  ne- 

O I 

gativo  il  primo  membro  della  (50),  mentre  questi  medesi- 
mi valori  renderanno  positivo  il  binomio  e nel  se- 
condo caso  vi  saranno  de’ valori  ma  maggiori  di 

che  renderanno  positivo  il  primo  membro  della  (50),  men- 
tre renderanno  negativo  quello  della  (49).  Dunque  anche 
in  questo  secondo  caso  a'  e c'  son  di  segno  contrario  c 
può  essere  operata  la  succennata  costruzione  , prendendo 

per  a uno  qualunque  di  que’  valori  maggiori  di  —,  e che 


rendono  positivo  il  primo  membro  (49)  , o uno  di  quelli 
minori  di  , clic  lo  rendono  negativo. 

O 

314,  Supponendo  finalmente  che  a e c abbiano  segni 
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contrarli,  e propriamente  che  sia  c negativa  , allora  la  (49) 
sarà  sempre  positiva  per  qualunque  valore  positivo  si  desse 
ad  » ; e nel  tempo  stesso  la  (50)  ammetterà  una  radice  «' 
positiva  e le  altre  due  a'',  a'"  saranno  dello  stesso  segno, 
e perciò,  se,  in  valore  assoluto,  a' è minore  di  »"ea"', 
qualunque  valore  <>',  renderà  negativo  il  primo  membro 
della  (30).  Se  poi  fosse  all’opposto  a negativa  e c positiva, 
si  prova  egualmente  che  vi  saran  sempre  per  a,  de’  valori 
propri!  a rendere  di  segno  contrario  i primi  membri  delle 
(49)  e (50)  e quindi  ancora  a'  e c' . 

Applicando  l' analisi  precedente  al  caso  di  n<a , si 
troverà  esser  possibile  rendere  a'  e c'  dello  stesso  segno  , 
e però  ò sempre  possibile  la  costruzione  d’un’ equazione  dei 
terzo  grado  per  mezzo  d’  una  data  ellisse  o d.’  una  data  iper- 
bole.ed  un  circolo,  trasformando  prima  la  proposta  nella  (42), 
e su  questa  applicando  l’  esposto  nel  n.  573.  Quando  la 
curva  data  è una  parabola,  n=o,  e le  equazioni  (39)  o (47) 
danno  z infinito  o nullo;  sicché  l’andamento  tenuto  nei  nu> 
meri  precedenti  non  è applicabile  alla  parabola  ; ma  abbiamo 
veduto  nei  n.°  567  , come  si  operi  in  questo  caso. 

575.  È da  notarsi  che  nel  caso  in  cui  è necessario  di 
fare  la  trasformazione  precedentemente  indicala  sulla  pro- 
posta , col  porre  cioè  ar-f-a  in  luogo  di  »,  allora-  >fe'  perpen- 
dicolari (n.®  570)  o le  parallele  (n.®'  573)  che  devonsi  me- 
nare alle  congiungenti  l'origine  coi  punti  d'incontro  della 
curva  e del  circolo,  dovranno  esser  menate  dui  punto  del- 
l’asse  delle  y,  che  ha  per  ordinate  z e per  ascissa  ». 

576.  Finalmente  , se  la  curva  data  fosse  un’  iperbole 
riferita  agli  asintoti , per  modo  die  la  sua  equazione  sia 

(51)  , 

allora  combinando  quest’  equazione  con  la  data 
(19)  x^-\-ax' 

se  iie  trae  1’  altra 

(52)  x'-^ax+  -}.-y+b=o  (‘) 


facile  ottenere  questa  cliniiiiata,  osservando  chelaiiitldaj;:^— , a 
d'x‘  d'x  y 

perciò  sosbUiiti  questi  valori  nella  (19),  e mol- 

tiplicando per  y,  il  termine  bx  diverrà  bry  ossia  bd\  e,  dividendo  lutto  per 
d',  ti  otterrà  la  (52). 
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la  quale  appartiene  ad  una  parabola , che  incontra  l’ iper^ 
bole  (51)  in  tre  punti;  e perciò  , seguendo  1’  esposto  nel 
n.°  560  potremo  determinare  il  circolo  che  passa  per  quei 
tre  punti.  Descritto  questo  circolo , prendendo  per  assi 
gli  asintoti  deir  iperbole  , si  meneranno  pe'  punti  d’  in- 
contro di  queste  due  curve  delle  parallele  a quello  degli 
asintoti  preso  per  asse  delle  y,  e le  parti  che  queste  pa- 
rallele, a partire  dall’origine,  taglieranno  sull’ altro  asinto- 
to saranno  le  radici  cercate. 

577.  Da  ultimo  è da  notarsi , che  pria  che  i metodi 
ora  esposti  si  conoscessero,  la  costruzione  d’ un'equazione 
del  terzo  grado  si  faceva  dipendere  da  quella  d'  un’  altra 
del  quarto;  elevando  la  proposta  equazione  al  quarto  gra- 
do, col  moltiplicarla  per  un  fattore  del  primo  grado,  estra- 
neo perciò  alla  questione. 

578.  Passiamo  intanto  ad  esporre  la  costruzione  di 
un’  equazione  del  quarto  grado 

(53)  .r'*-ffla:*-|-6j;’-}-cx-f-<f=o , 

e supponiamo  che  1’  equazione  di  posizione  sia  la 

(54)  x'-\-iax=py, 

appartenente  ad  una  parabola:  elevandola  a quadrato  c to- 
gliendola dalla  (53),  si  otterrà  l’altra 

(55)  p'y'+{b—W]j<^'+cx-\-d=o, 

la  quale  può  ridursi,  in  generale,  a rappresentare  un  cir- 
colo, osservando  che  p è arbitraria,  e perciò,  qualora  sia 
6>ia%  si  potrà  fare  e così  la  (55)  avrà  egua- 

li i coeflìcienti  di  y'  cd  x',  e divisa  tutta  1'  equazione  per 
questo  coéilicicnte  si  avrà  1'  equazione 

(56)  ■ y'S^x'+yX+y=o, 

che  appartiene  ad  un  circolo. 

579.  Ma  se  non  fosse  6>*a’,  non  si  potrebbe  più 

porre  perchè  si  cadrebbe  nell’  immaginario. 

Intanto,  anche  in  questo  caso,  è possibile  costruire  la  pro- 
posta per  mezzo  d' una  parabola  e d’ un  circolo:  in  effet- 
to diamo  all’equazione  della  parabola  la  forma  piu  generale 

(57)  x'+inx-\-lb=^py  ; 
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indi  si  cleri  a quadrato  quest’ equasioue , é si  sottragga  , 
come  sopra , dalla  (53);  c si'  otterrà 
(58)  p'f—ia'x* — (jai — c)a:4-<i — 

Or  addizionando  la  (58)  con  la  (57),  moltiplicala  per  ' 

n’  emergerà  I’  equazione 

+ib{p'+\a^)+d-ii'  . 

la  quale  appartiene  ad  un  circolo.  Anzi,  come  la  p è in- 
teramente arbitraria  , se  ne  potrà  disporre  in  modo  cbe 
quest'  ultima  equazione  assuma  una  forma  semplice. 

580.  È da  notarsi  che  nell’  equazione  del  circolo  si 
può  fare  entrare  ancora  il  termine  in  xy , purché  gli  assi 
rispetto  ai  quali  si  costruisce  sono  obbliqui,  e facienti  tra 
loro  un  angolo  di  coseno  m.  In  effetti  ponendo 


(60) 


e combinando  quest'equazione  colla  proposta  (53)  ne  e- 
mergerà  l’ altra 

. • a . , lem’  . Idm* 

V*+2miy-f yH ^x+  -t"=o, 

a a a 

che  addizionata  colla  (60)  dà  1’  altra 
(61) 


che  appartiene  ad  un  circolo  , riferito  agli  assi  obbliqui 
summentQvati. 

581.  In  tutti  e tre  i numeri  precedenti  abbianui  sup- 
posto , che  r equazione  data  del  quarto  grailo  non  fosse 
mancante  del  secondo  termine,  per  dedurne  la  sua  costru- 
zione coll’impiego  d’ una  parabola  e d’ un  circolo.  Questo 
metodo  non  trovasi  negli  ordinarii  trattati  di  geometria  ana- 
litica ove,  al  contrario,  si  dà  per  regola  cbe  si  debba  fare 
svanire  il  secondo  termine;  ma  noi  abhiam  voluto  esporrà 
quanto  dal  più  volte  mentovato  prof.  Padcla  è stato  fattu 
a questo  riguardo.  Ed  or  si  vede  che  il  fare  svanire  il  se- 
condo termine  da  un’ equazione  , se  non  è un'operazione 
intricala,  ò superflua. 

582.  Passiamo  ora  a costruire  la  data  equazione  per 
mezzo  d’ una  qualunque  curva  del  secondo  grado 

(62)  y'=z2mx^nx'  ; 
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«pria  d'accingersi  a qualunque  operazione,  cerchianno  ve> 
dere  se  I’  andamento  tenuto  nel  caso  che  la  curva  conica 
era  una  parabola,  possa  egualmente  applicarsi  nel  caso  attua- 
le. E per  ciò  si  osservi  che  1’ equazione  del  circolo , che  se 
ne  deve  trarre  combinando  la  (62)  colla  proposta 

(53)  x'*-\-ax^-3cbx'-\-cx-{-d=o 

sarà  sempre  ed  in  generale  della  forma 
y -|- Ay -|- A'® 0 , 

essendo  h.  A,  / delle  funzioni  indeterminale  delle  coordi- 
nate del  centro  e del  raggio  , e sottratta  dalla  (62)  darà 
un  risultamento  della  forma 

^ x'+px-\-q=i'y, 

di  guisa  che  combinando  quest’equazione  colla  stessa  (62) 
per  eliminarne  la  y,  si  avrà  1’  equazione 

(63)  — r'n)x'-\-{2pq  — 2r’i»)®-|-9’=o, 

Questa  equazione  adunque  dovrà  risultare  identica  alla 
(53j  , e per  ciò  dovrà  essere 

2p=a,  p'+2q—nr'=zb,  2pq — 2r'm—c,  q'=d  ; 

or  queste  equazioni  sono,  in  numero,  più  che  le  incognite 
a determinarsi,  cioè  le  coordinate  del  centro  ed  il  raggio 
del  circolo;  dunque  non  può  la  identità  stabilirsi,  a meno 
che  qualche  condizione  particolare  non  riduca  quelle  equa- 
zioni a tre  sole.  Quindi  non  si  può  sempre  la  proposta 
(53)  costruire  con  una  qualunque  curva  conica  data  ed 
un  circolo,  seguendo  1’  andamento  tenuto  pel  caso  della  pa- 
rabola. Ma  eseguendo  sulla  proposta  In  trasformazione  ope- 
rata su  quella  di  terzo  grado , col  porre 


ci  sarà  facile  eseguire  la  costruzione  dell’equazione  di  quar- 
to grado  ^ facendo  uso  d’ una  curva  conica  data  e d’ un 
circolo.  In  efletti  in  virtù  della  (64),  la  (53)  prenderà  la 
forma 


(65) 


a u 


..  , « , A n 

F 7 


Or  essendo  come  nel  n,"  560  t,  u le  coordinate  d' un  pun- 
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to  della  curva  data,  esse  devono  soddisfare  alla  equazióne 
(62)  di  essa,  e perciò  sarà 

t*‘  2m 

(66)  T=T+"’ 

e mercè  questa  relazione  la  (65)  assumerà  la  forma 
4«i*  . 4»nn 


. . a /2m  , \u  , b /2m  \ , « « , 

"+tCt+V7+?(t+")  +.-T+?-'’’ 


ovvero 
4m' 


. 2mA\l  , /o»  , c \ tt  2amu  d , 4»  , 

7-+(*”"+— )t  +V7+?  h+—r-  +?+r+»  - », 

la  quale  resterà  priva  del  termine  in  ~ , ponendo 

(67)  anz’+c=o;  (*) 

iàtta  questa  ipotesi  svanirà  dalla  precedente  equazione  il  det- 
to termine  in  -j,  e,  facendo  sparire  i denominatori,  s*avrà 

(68)  (n'+^ 

Or  combinando  quest’  equazione  colla  (66),  se  ne  può  fa- 
cilmente dedurre  quella  d’  un  circolo.  In  effetti , ponendo 
la  (66)  sotto  la  forma 

u’=2m/-f-nt* 

indi  moltiplicandola  per e addizionan- 
do il  risultamento  con  la  (68),  se  ne  trae 

, 2om  , , , 

-J — — u-+-4m  =0, 

che  rappresenta  un  circolo. 

Pertanto  , ricavandosi  i valori  di  z dalla  (67)  e po- 
nendo o l’uno  o l’altro  nella  (69)  si  avrà  1’  equazione 
d'  uno  o d’  un  altro  determinato  circolo,  atteso  che  il  tcr- 


(*)  Se  gli  assi  fossero  obbliqni.  si  porrebbe  allora 
ana*+c=2m , 

essendo  m il  coseno  dell'  angolo  degli  assi  e cosi  si  potrebbe  ritenere  nella 
equazione  del  circolo  il  termine  in  «r, 
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mine  ih  u contiene  t a potenza  impari  ; indi  costruendo 
uno  di  questi  circoli  , esso  incootreri  la  proposta  curva 
in  quattro  punti,  i quali  congiunti  coll’origine  delle  coor- 
dinate determinerannno  la  posizione  di  quattro  rette  aven- 
ti per  equazione 

(70)  • 

Se  quindi  sull’  asse  delle  ordinate  , a partire  dall*  origine 
si  tagli  una  porzione  eguale  a quel  valore  di  z che  si  è 
messo  nella  (69),  per  avere  l’equazione  del  circolo,  e per 
)’  estremo  di  quest’  ordinata  , tagliata  sull’  asse , si  menino 
quattro  rette  perpendicolari  alle  (70),  queste  perpendicola- 
ri avranno  per  equazione 


e le  parti  che  taglieranno  queste  rette  sull'  asse  delle  x 
saranno 


cioè  i Valori  delle  radici  della  proposta  (42) 

583.  Per  tutto  ciò  che  concerne  discussione  dell’equa- 
zione (67),  relativamente  ai  valori  che  essa  dà  per  z,  ci  ri- 
mettiamo ad  una  simile  discussione  eseguita  nel  n.°  573 
in  ordine  all’  equazione  del  terzo  grado. 

ARTICOLO  VI. 

Applicazione  delU  teoriche  precedenti  alla  risoluzione  di  alquanti 
problemi.  Teoremi  che  ne  discendono. 

584.  Problema  XXXVI.  Menare  ad  una  curva  co- 
nica la  normale,  per  un  punto  dolo  non  sulla  curva. 

Sia  D (6g.  114)  il  punto  dato;  Aa;  l'asse  della  cur- 
va, ed  Ay  la  corrispondente  tangente  in  A;  rmalmente  sia 
DM  la  normale  richiesta.  Presi  per  assi  delle  'coordinate 
le  Ax  ed  Ay,  e dinotando  con  oc  e le  coordinate  AB,  BO 
del  punto  D,  con  t ed  u quelle  del  punto  M , avremo  le 
due  equazioni 

(1)  (2)  (l-f-n)<«-f-(m — jc)m — n^t — /3m=o 
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che  serviranno  a risolvere  il  problema.  La  prima  dino- 
ta che  il  punto  M sta  sulla  curva  , la  cui  equatiooe  è 
y'=2mx-\-na:',  e la  seconda  è quella  che  indica  che  la  nor- 
male (lassa  perMeO,  e che  si  ottiene  rimpiazzando  nella 
(26,  445)  X',  y'  con  Z ed  u,  e x",  y"  con  » e (3. 

Abbiamo  dunque  due  luoghi  geometrici  (1)  e (2),  che 
intersecandosi  daranno  il  punto  M , pel  quale  dev’  esser 
condotta  la  normale  dimandata;  il  primo  di  questi  luoghi 
è la  stessa  curva  data’,  epperò  rimane  a costruire  il  secon- 
do , il  quale  rappresenta  un'  iperbole  ( n.°  286  ).  Messolo 
sotto  la  forma 


(3) 


u[(l  — »] — ^('”+«0— 


ne  determineremo  gli  asintoti , i quali  sono  in  questo  caso 
paralleli  agli  assi,  (0.°  551,  scol.),  ponendo  (n.  551) 

(*)  u=y,  (l+/i)Z-l-/» — *=y‘, 

e le  equazioni  che  determinano  queste  costanti  y e y'  si 
hanno  dalle  (9')  e (IO')  del  n.”  551,  applicate  alla  prece- 
dente equazione  (3),  o deduconsi  direttamente  dalle  (4)  e 
(3),  e sono 

y(l+n)— /3n=o,  y'=o, 

e quindi  le  equazioni  (4)  degli  asintoti  saranno 

fin  « — m 


(5) 


u= 


1+n’ 


Per  Ossame  la  posizione  , si  rifletta  che  da  queste  equa- 

e nfa — m) 

1 — — t — i.  e pero  se 


zioni  si  ha  pure  |3— » — ni — t—  . , 

1+n  1+n 

si  prenda  BC=m  , cioè  ai  semiparametro  della  curva  , e 

si  dividano  le  AG  e BD  in  £ ed  F nella  ragione  di  ra:l, 

sarà  AE  1’  ascissa  t,  e BF  1’  ordinata  u delle  formole  (5), 

(*)  e però  la  Eh  parallela  ad  Ay  ed  Fk  parallela  ad  Ax 

saranno  gli  asintoti  cercati.  Inoltre,  poiché  messo  Z=x  neU 


(*)  Id  eOetti  meno  AE=t,  sari  AC=AR — BC=a — in,  ed  EC=-AC — 
AE=a — tn — <;  or  per  costruzione  AE:CE;:n:l,  0 componendo  AE+CE,  ov- 
vero AC;C£::l+i);n,  e quindi 

«— m:a— m— t:;l+n;ii, 

1+n 

Similmente  si  dimmtra  DF=BD— BF=f— 
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la  (4),  si  ottiene  u=/3,  ne  segue  che  l'iperbole  pass«  pel 
punto  dato  D. 

Riflettendo  intanto,  che  se  la  curva  data  è un’  ellisse 
o un’  iperbole , ed  A'R  è la  regolatrice , la  tangente  del- 

l'angolo  RAx  è uguale  ad  n (n.°  397)  in  guisa 

=n,  e perciò  RA':  AA'::  n:  1 , se  ne  conchiude  la  se- 
guente 


COMPOSIZIONE  DEL  PROBLEMA. 

a 

Menata  la  DB  perpendicolare  alP  asse  della  cur- 
va, e presa  BC  eguale  alla  metà  del  parametro , si  con- 
duca la  regolatrice  A'R,  e si  dividano  le  AC  e BD  nella 
ragione  di  A'R  ad  AA',  e pei  punti  di  divisione  E ed  F 
si  menino  la  perpendicolare  Eh  e la  parallela  Fk  at- 
V asse  Ax  , e si  descriva  un*  iperbole  che  passi  per  D 
e abbia  per  asintoti  'le  Oh,  Ok.  Quest'  iperbole  taglierà 
la  curva  ne'  punti,  come  M,  che  congiunti  con  D deter- 
minano le  posizioni  delle  normali  richieste. 

Scolio.  Quando  la  curva  data  è un'iperbole  rt  è po- 
sitiva, e le  AC  e BD  van  divìse  come  ora  si  è detto;  quan- 
poi  la  curva  è un'  ellisse,  n è negativa  e dalle  formole  (5)  si 
deduce  che  i punti  E e D cadono  su  i prolungamenti  di 
AC  e DB,  ma  sempre  in  modo  che  le  distanze  che  il  pri- 
mo serba  da  C ed  A,  e il  secondo  da  B e D sieno  nella 
ragione  di  A'R  ad  AA'.  Finalmente  nel  caso  della  para- 
bola, n=o  e la  prima  delle  (5)  ci  mostra  che  l'asintoto  £k 
coincide  con  l'asse  della  curva. 

575.  Risoluto  in  questo  primo  modo  il  problema,  pas- 
siamo ad  esporre  un  secondo  modo  di  soluzione  , a fine 
di  applicare  le  teoriche  esposte  per  la  costruzione  delle 
equazioni  determinate.  Si  elimini,  per  ciò,  la  u tra  le  due 
equazioni  (1)  e (2)  e si  avrà  1'  altra, 

(6)  /3’(n»-J-n<)*=(2mr-f  rit*)[(l-f-n)t-l-»»— «]■, 

la  quale  , osservando  che  2mi-f  nl’=-^[(»i-j-nr)’ — m*]  si 
può  scrivere  anche  così  ; 

[(l-f»)/-fOT— »)’ — /jjS’](m-}-nQ’=m’[(l-l-n)/-l-m— »]*, 
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e fatto  per  scmplicitit  di  calcolo 

, , li  X+a— m 

(7)  (l-}-n)r+m — »=x,  donde  , 

e sostituendo  nella  precedente  equazione  , essa  si  cambia 
nell'  altra 

(x*— n/3')(nx-j-  m+n<*)’=w*(l+n)***, 
ovvero,  sviluppando,  nella  seguente 

(8)  n*x'+2n(m+«*)*^+[('”+"»)*— '»■(*+")* — 

— 2n*i3*(/w+n«)x=n(j*(m+n*)* 

Or  per  costruire  quest’equazione,  si  paragoni  con  la 
formola  generale  (53,  579),  e tenendo  presente  quanto  si 

è esposto  nel  n.“  582,  bisognerà  porre  x=— z,  (64,  582) 

ove  il  z ba  il  valore  determinato  dalla  formola  ( 67 , 
582  ) , la  quale  col  sostituire  '±n{m-\-na)  in  luogo  di  e 
— 2n’^*(»n-l-n«)  in  Inogo  dì  c,  diviene  z*=P*,  e quindi 

z=^.  Pertanto  ponendo  ìt=-j7-  nella  precedente  (8)  a- 

vremo 

nT  ^|^2Pn(m+n*)^[(m+n»)*-in*(n+l)*  — 

— 2n*P(m-|-  =n(ro+n»)*, 


e poichà  V , li'  s’ intendono  essere  le  coordinate  d*  un 
punto  della  curva  data , e perciò  devono  soddisfare  1*  e- 
quazione  di  questa  curva,  si  avrà  pure  u'*=2mt'+m' *,  ov- 
vero Sostituendo  dunque  questo  valore  nella 

precedente  equazione , ed  ordinando  il  risultamento  si  avrà 


2[(/n-Hw»y-m'(l+»)‘+n*^]^,  4j3(w-fn«)  4w/T 

i7»n(l+n)  m(l-|-n)  (!+«)*  ’ 

c addizionando  quest’equazione  con  l’ altra  u'*=2mt'-|-nr, 
divisa  per  1+n,  e riducendo,  si  avrà  finalmente  l’equazione 

2(2»i*+n»*— ni’-l-n*/3*)  4^(m4-n»)  4n^*_^ 

spettante  ad  un  cerchio  che  intersegando  la  curva  darà 
de'  punti,  che  uniti  con  l’ origine  determinano  delle  rette, 
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sulle  quali  bisogna  abbassare  le  perpendicolari  da  qnel 
punto  dell’  asse  delle  y che  ha  per  ordinata  /3,  e queste 
perpendicolari  poi  prolungate  andranno  ad  incontrare  l’asse 
delle  X in  punti,  le  cui  distanze  all’  origine  determinano  le 
radici  della  (8) , e trovate  queste  si  avranno  quelli  di  t 
della  (6),  mercè  la  relazione  (7).  Ma  appunto  in  virtù  di 
questo  relazione  (7),  l’equazione  (3,  584)  diviene  ux= 
^(/n+ut)  , e dà  per  conseguenza 


ovvero 


«' m+nt 

T u ■ 


Or  y— u= — (x — t)  è l’equazione  della  normale  alla 

curva  nel  punto  (t,u)  (11,437),  quindi  le  rette  che  hanno 

per  tangente  trigonometrica  — sono  perpendicolari  (39, 337) 

alle  normali  richieste.  E però  si  eviterà  di  determinare  il 
valore  di  t,  dopo  trovato  quello  di  x,  come  sopra  si  è 
detto,  perchè,  una  volta  assegnate  le  rette  che  congiungono 
r origine  coi  punti  d’ intersezione  della  curva  e del  cir> 
colo  (9)  , si  meneranno  pel  punto  dato  le  perpendicolari 
a queste  congiungenti,  e quelle  perpendicolari  saranno  le 
normali  cercate. 

586.  Per  costruire  intanto  il  cerchio  (9),  osserviamo 
che  le  coordinate  del  suo  centro  sono 


(IO)  p= =**-»+ 

r ascissa , e 


(it) 

l’ordinata,  ed  il  raggio 


’ m(l+n) 


2^(« — m) 
«•(1+n) 


(12)  '=Vp'+9‘+^- 

Posto  ciò,  la  parte  intera  2^  delle  ordinate  (11)  è il 
doppio  di  DB,  e perciò  sul  prolungamento  di  questa  retta 
si  prenderà  DB'r=DB.  Quindi  osservando  che  se  si  prenda 
AG=:m  , e si  meni  la  GH  parallela  alla  regolatrice  All' 
sarà  HB=:GB.  tan  HGB=  (•  « — m)n;  d’altronde  BL= 
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AB.  tanLAB=j(n,  duDijns  la  parte  frazionaria  della  (11)  di* 

viene  — ; sì  che  prolungala  la  BB'  d'  una  Quantità 

B'T  quarta  proporzionale  in  ordine  ad  AG-^HL,  BB'  a 
HB,  sarà  BT  la  lunghezza  dell' ordinata 

' Per  costruire  1’  ascissa  p (10)  si  osservi  che  la  pre* 
cedente  espressione  di  B'T  serba  alla  parte  frazionaria  di 

p,  un  rapporto  espresso  da nf~'  punto 



, a-*-m 

D si  abbassi  sulla  direttrice  AR  la  perpendicolare  DK  e si 
prolunghi  sino  ad  incontrare  AÀ',  sarà  BKzsDB.  tanBDK 
= DB.  tan  RAA' = j8n  ; d’altronde  «*>-i»=BG,  dun* 

que  - — - = ^ , e quindi  presa  Gl  quarta  proporzio- 
nale in  ordine  a BG  , BD  , BK  , il  precedente  rapporto 
sarà  espresso  da  Pertanto  tirala  TQ  parallela  ad 

AA'  e condotta  la  IB'N,  sarà  TN  la  parte  frazionaria  della 
forinola  (10);  e quindi  presa  NQ=BG=«— m,  l’ascis- 
sa del  punto  Q sarà  appunto  quella  dinotata  da  p (10) 
e conseguentemente  Q sarà  il  centro  del  cerchio.  Final- 
mente per  determinare  il  raggio  r (là)  si  costruisca  dap- 
prima la  frazione , contenuta  sotto  il  radicale , la  qua- 
le dinota  un  quadralo  che  sta  al  quadrato  4/3%  cioh  al  qua- 
drato di  BB'  come  n:  n-fl,  ossia  come  RA':  RA'-j-AA'. 
Indi , trovato  questo  quadrato  , si  congiunga  la  ÀQ , e 
sarà  AQ'=p‘-1*^*,  e perciò  menata,  perpendrcolarmente  ad 
AQ  , la  AS  , eguale  al  lato  del  precedente  quadrato  , e 
congiunta  SQ,  sarà  questa  retta  il  raggio  cercato.  Pertanto 


C0XP0SIZI05B  su.  PROBLEMA. 


Pel  punto  dato  D si  meni  la  perpendicolare  DB 
all'  asse  A A'  della  curva,  e sul  prolungamenio  si  pren- 
da DB'— DB  ; indi  si  conduca  la  regolalrice  A'R  , si 
tagli  AG  eguale  al  semiparametro  e si  meni  GH  pa- 
rallela ad  AR;  si  prenda  B'T  quarta  proporzionale  in 
ordine  ad  AG-^HL,  BB'  ed  IIB  , e si  meni  per  T la 
TQ  parallela  ad  A A'.  Si  prenda  parimente  Gl  (morta 
ptvporzionale  in  ordine  aÙe  tre  rette  BG,  BD,  BK,  e 
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si  conduca  la  IB'N , e tagliata  NQ—BG  sarà  Q il 
centro  del  cerchio.  Finalmente  congiunta  AQ,  e mena- 
ta la  perpendicolare  AS  eguale  al  lato  del  quadrato 
che  sta  al  quadrato  di  BB'i  •.RA'-\-A'R-.  AA',  si  unisca  ' 
SQ,  e sarà  questo  il  raggio  del  cerchio,  che,  incontran- 
do la  data  curva  conica,  determina  que' punti  che  con- 
giunti con  D fissano  la  posizione  di  quattro  rette  , alle 
quali  menate  le  perpendicolari  pel  punto  dato  D danno 
le  normali  cercate. 

Scolio.  In  tutte  le  forinole  precedenti , che  han  con- 
dotto a questa  soluzione,  si  è supposto  n positiva,  e però 
essa  soluzione  si  riferisce  al  caso  dell*  iperbole.Nel  caso  dell’el- 
lisse, essendo  n negativa,  vi  saranno  le  modificazioni  seguen- 
ti: i.°  il  punto  T dev’  esser  preso  da  B'  verso  B,  e le  di- 
stanze da  B e B'  devono  essere  nella  ragione  di  AG  — 
HL:BH;  2.°  la  Gl  deve  tagliarsi  da  G verso  A';  e il  qua- 
drato del  raggio  dev'  essere  uguale  alla  difierenza  de’ qua- 
drati di  AQ  e di  AS,  essendo  quest’ultimo  quel  quadrato 
che  sta  al  quadrato  di  BB'  come  RA':AA' — RA'. 

Nel  caso  della  parabola  n=o,  e allora  nell’  equazione 
(9)  mancando  il  termine  noto  , vuol  dire  che  il  cerchio 
passa  per  A;  ma  questa  è una  soluzione  estranea  alla  que- 
stione, poiché  nel  caso  che  consideriamo  le  equazioni  (1) 
e (2)  n.°  584  riduconsi  a tali,  che  eliminandone  t,  si  ot- 
tiene un’  equazione  del  terzo  grado  in  u;  il  che  c’  insegna 
che  da  un  punto  dato  non  sulla  curva  si  possono  me- 
nare sole  tre  normali  alla  parabola. 

Per  altro  si  possono  in  questo  caso  della  parabola 
ricavare  delle  soluzioni  più  semplici  ed  eleganti,  come  può 
vedersi  nella  più  voìft  mentovata  Raccolta  di  problemi  ; 
pag.  84  e seg. 

587.  La  composizione  precedente  del  propostoci  pro- 
blema conduce  all'  importante  e nuovo 

Teorema  LXXXIV,  Le  perpendicolari  condotte  dai 
vertici  d’  una  curva  conica , sulle  normali  alla  curva  , 
menate  da  un  punto  dato,  incontrano  la  curva  data  in 
punti  allogati  sulla  circonferenza  d'  un  cerchio. 

Questo  teorema  è dovuto  allo  stesso  prof.  Padula,  al 
quale  è dovuto  ancora  l' intero  andamento  analitico  pre- 
cedente. 

588.  Problema  XXXVII.  Date  due  curve  coniche. 
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trovare  rispetto  ad  una  la  polare  (cioè  il  luogo  de’ poli) 
delle  rette  che  toccano  1'  altra. 

Sieno  ÀBA'B',  SO  (fig.  115)  le  due  curve  date  ; 
si  prendano  in  esse  due  punti  O e B talmente,  che  la  tan- 
gente Oy  alla  curva  in  O risulti  parallela  al  diametro  BB', 
condotto  per  B.  Si  meni  per  O il  diametro  Ox,  e si  pren- 
dano per  assi  le  Ox  ed  Oy:  allora  , dinotando  con  m il 
semiparametro  della  curva  SO,  con  n il  rapporto  dei  qua- 
drati de'  semidiametri  coniugati,  e parimente  rappresentando 
con  I»',  n'  le  analoghe  quantità  per  la  curva  ABA'B',  e 
con  s e Me  coordinate  OG,  GB,  le  equazioni  di  queste  cur- 
ve saranno 

(1)  y*=Amx-^nx' 

(2)  (x— »)*=2m'(y— p)-l-n’(y-p)*  (*). 

Posto  ciò,  dinotiamo  con  r ed  u le  coordinate  d’ un  pun- 
to qualunque  della  curva  polare  richiesta,  che  supporremo 
essere  rispetto  alla  conica  (1),  e l'equazione  della  retta  po- 
lare corrispondente  alla  (1)  sarà  la  ( 8,  444  ),  quando  vi 
si  rimpiazzano  x\  y'  con  t ed  u,  cioè  sarà 

(3)  «y=(m-|-n<)»-l-/nf , 

e perchè  questa  risulti  tangente  alla  curva  ABA'B',  avente 
per  equazione  la  (2) , dev'  essere 

(4)  n'[(*n-|-m)^ — ^u-l-(X77i]’-f2m’[(*n-f-J7i)< — /3a-j-«m]u 

+m'*(m-i-nO’=o  (”). 

(’)  Quest' oUima  equazione  si  ottiene  dietro  le  osservazioni  seguenti: 
l.°  se  la  curva  fosse  riferita  al  diametro  BB'  e alla  tangente  in  B,  prenden- 
do il  primo  per  asse  delle  x e la  seconda  per  quello  delle  y,  l'cquazìuna 
della  curva  sarebbe 

y*=3m'x+»'x*. 

Or  se  si  facesse  una  permutazione  negli  assi,  prendendo  BB'  per  asse  del- 
le y e la  tangente  in  B per  asse  dello  x,  l' equazione  precedente  secondo  le 
formolo  (13,320)  si  cambia  in 

®*=2m'y-H»'y*. 

Finalmente  se  l'origine  da  B si  porta  in  0,  passando  dagli  assi  BB'  e cor- 
rispondente tangente  in  B,  a due  assi  paralleli  Ox,  Oy,  converrà  nella  pre- 
cedente equazione  porre  ( 12,329  ) x — « in  luogo  di  x ed  y — p in  luogo  di 
y;  fatto  ciò  si  avrà  la  (2). 

(**)  Ottiensi  quest'  equazione,  seguendo  il  metodo  esposto  nel  n.*’  447, 
cioè  eliminando  la  y tra  le  (2)  e (3),  e quindi  stabilendo  la  condizione  perchè 
le  radici  dell'  equazione  ad  un^incognita  in  x ohe  oc  risulta , sieno  eguali. 

3z 
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Or  quest'  equazione  è del  secondo  grado,  dunque  la  chie- 
sta polare  è un’altra  curva  conica. 

589.  Poniamo  che  la  curva  SO  sìa  parabola  , in 
guisa  che  essendo  la  (1)  l'equaziune  di  questa  curva,  de- 
v'  essere  n=o,  e quindi  la  (4)  si  riduce  a 

che  rappresenta  un’iperbole,  i cui  asintoti  hanno  per 
equazioni  (a.°  550,  scol.  2.'’) 

(6)  in<— Pu-f-/«»=o;  «'/n<— (n'^— 2/n';u-l*n'/««=o, 

e poiché  entrambe  queste  equazioni  per  u=t,  danno  (= 
— «,  ne  segue  che  tutti  e due  gli  asintoti  passano  pel  punto 
H che  si  fìssa  prendendo  OH=OG.  Inoltre  se  pongasi  u=m, 
la  prima  delle  precedenti  (6)  darà  , e la  seconda 

ma  , ponendo  ar=«  nella  (2)  si  ha  pure 

2/71* 

y=?— — 7 , e queste  ordinate  sono  appunto  le  GB  , 

GB'  , quindi  , se  si  tagli  GF  aguale  al  semi  parametro  , 
si  prenda  GK=GH,  e condotta  per  F la  FN  parallela  ad 
Oaj,  sì  tagli  FL=KB',  FN=KB,  saranno  L ed  N (")  i due 
punti  che  congiunti  con  li  fissano  la  posizione  degli  asin- 
toti HL,  HN. 

Fissati  COSI  gli  asìntoti,  bisognerà  assegnare  un  pun- 
to delia  curva,  e questo  s'  ottiene  facilmente  , poiché  po- 
nendo u=o  nella  equazione  (5)  di  essa  curva,  se  ne  trae 

Or  dinotando  con  aedi  semidiame- 
tri C/V'  CB  , della  curva  ABA'B',  supposta  ellisse,  si  ha 

fTI** 

— —^—a'  (*')  ; e però  t=za — »,  quindi  presa  HM=CA', 

sarà  M il  punto  corrispondente  a quest’  ascissa  t e all’or- 
dinata u=o,  cioè  sarà  un  puntn  dell’  iperbole.  Pertanto 

(*]  Io  effetti  il  punto  N per  csrmjiio  ha  per  ordinata  nna  retta  usualo 
a OF  cioè  =m  e per  ascissa  OG+FN=»-|-KB=ri«-t-GB— GK— »-l-p — 2ai= 
p— a,  e,  secondo  la  forinola  t+i=^,  ai  vede  che  <=(}— « è appnnto  l'ascis- 
sa corrispondente  ad  u— m. 

(**'/  Io  effetti  essendo  GC=(J—^,  se  nella  (2)  si  ponga  y=p— , 
ai  avrà  r — «=  ma  essendo  a=OG,  sarà  pure  te  ^oaeCA'sa- 
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COMPOSIZIONE  DEL  PROBLEMA. 

Pel  centro  C si  conduca  il  diametro  A A'  paralle- 
lo ad  un  diametro  della  parabola,  alla  quale  si  adat- 
ti la  tangente  Ojr , parallela  al  diametro  BB'  Coniuga- 
lo di  A A',  e si  tiri  il  diametro  Ox.  Fatto  ciò,  si  pro- 
lunghi BB'  sino  ad  incontrare  in  G la  Ox , e si  pren- 
da OH=OG,  GK=GH,  e GF  uguale  al  semiparame- 
tro della  parabola',  per  F si  meni  la  FN  parallela  ad 
Ox,  e presa  FL—KB' , FN=KB , si  congiungano  le 
HL  , HN  ; finalmente  si  tagli  HM—CA',  e V iperbole 
che  passa  per  M ed  ha  per  asintòti  IIL' , II N sarà  la 
polare  richiesta. 

Scolio.  Ckiraunque  si  fosse  supposto  che  la  curva  ABA'B' 
sia  un’  ellisse,  ciò  non  pertauto  regge  ancora  la  preceden- 
te cOQiposicione  quand'  anche  si  supponesse  la  detta  cur- 
va essere  un’  iperbole,  il  cui  semidiametro  trasverso  sia  GB. 
£ per  fermo  in  questo  caso  il  valore  di  t-\-u  risultando 
immaginario,  indica,  che  la  retta  CA'  e con  essa  PIM  è 
immaginaria,  sì  che  HM  sarà  un  semidiametro  immagina- 
rio della  iperbole  (3),  e si  potrà  costruire  la  curva;  impercioc- 
ché se  per  M si  conduca  la  MQM'  parallela  all'  asintoto 
HL,  si  prenda  QM'=QM  e si  congiunge  HM',  questa  ret- 
ta sarà  il  semidiametro  trasverso  e coniugato  di  HM. 

590.  Ma  se  si  suppone  essere  CA'  il  semidiametro 
trasverso  e GB  l' immaginario,  allora  la  P che  dinota  l’or- 
dinata del  punto  B,  estremo  dei  diametro  GB,  diviene  im- 
maginaria, e però,  le  equazioni  (6)  degli  asintoti  divenendo 
immaginarie , la  curva  (5)  non  è più  un*  iperbole.  In  que- 
sto caso,  se  si  chiami  l’ordinata  GC  del  centro,  sarà 

CB=/3'-|-  — (*)  , sì  che  sostituendo  questo  valore 
w 

nella  (5)  essa  si  cambia  nella  seguente 

{mt-\-m*—p'uy—^^'-\-m'-^—o, 
ovvero  ponendo  CA'==a,  Ci'R=by~ZI\,  ed  osservando  che 
per  essere  , è pure  » e d’ altron- 
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de  —=—«*,  così  la  delta  equazione  diviene 

(7)  (m/+m»-p'M)’+6V=a’/n*, 

e quindi  (n.°  552)  rappresenta  un'  ellisse  , i cui  diametri 
coniugati  son  dati  dalle  equazioni  (15)  e (16)  (n.'’  552), 
applicale  al  nostro  caso,  cioè  dalle  equazioni 

(8)  mt — /3'K-j-nj«=o  , u=o; 

c le  tangenti  ai  vertici  son  date  dalle  altre  due  equazio- 
ni (17  , 18  , 552)  che  nel  nostro  caso  divengono 

(9)  «=Ì^  1 ìnt—^'u-\-mx=z+am\ 

€ poicliì;  le  (8)  s’ incontrano  nel  punto  che  lia  per  or(finata 
u=o  e per  ascissa  <= — *,  sarà  II  questo  punto,' il  quale 
sarà  il  centro  dell’  ellisse.  Inoltre  se  nella  prima  (8)  si 
ponga  r/=m,  si  avrà  t=/3' — »,  e poiché,  GF=m  e CK= 
— 2*  , ne  segue  che  se  si  prenda  FR=CK  e si  congiun- 
ge  HR  questa  retta  indicherà  la  direzione  d’  un  diametro 
coniugato  dell’ ellisse,  l' altro  coincidendo  con  la  Ox,  come 
lo  mostra  la  seconda  (8).  Per  6ssar  le  grandezze  di  que- 
sti diametri , bisognerà  costruire  le  rette  (9)..  La  seconda 
dando  <-|-»=+a  , per  ii=o  , ne  segue  che  prese  HG'z=: 
HM=GA',  saranno  G'  ed  M i punti  in  cui  la  tangente  in- 
contra l’asse  Ox,  e poiché  il  diametro  coiTÌspondente  a que- 
sta tangente,  come  abbiamo  più  sopra  veduto,  coincide  in  di- 
rezione con  Ox,  sarà  MG'  la  grandezza  d’uno  de’  diametri.  Per 
aver  quella  dell'  altro  si  osservi , che  si  dovrebbero  «ostruire  le 
due  parallele  dinotate  dalla  prima  (9),  e supposto  che  sia 

GP=^ , si  dovrebbe  menare  per  P la  parallela  ad  Ox  , 

che  sarebbe  la  posizione  d’ una  tangente,  e l’incontro  M' 
di  essa  con  la  direzione  HR  del  corrispondente  diametro 
darebbe  un  vertice  di  questo  diametro;  ma  siccome  si  ha 

evidentemente  HM':HR;:CP;GF:;^  ne  segue 

che  prese  HM*=HN'~**'^^ , sarà  M'HN'  il  secondo  dia- 
metro. Pertanto  si  ha  la  seguente 

COMPOSIZIONE  DEL  PROBLEMA. 

Si  tagli  OH=OG,  ed  IIM=HG'=:CA'\  indi  presa 
CF  uguale  al  semiparametro  delta  curva,  si  meni  la  FN 
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parallela  ad  Ox,  e parimente  presa  GK—GH^  si  tagli 
FB—CKt  e congiunta  la  /IR  si  taglino  le  due  porzio- 
ni HM\  UN'  uguali  tra  loro  e alla  terza  proporziona- 
le in  ordine  a CB , CA'  ed  HR.  lì  ellisse  che  ha  per 
diametri  coniugati  G'M,  M'N'  sarà  la  locale  cercata. 

Scolio  I.  Supponendo  ebe  CB  e CA'  rimanessero  del- 
ia slessa  grandezza  ne’  tre  casi  ora  contempleLi,  cioè  che  la 
curva,  ebe  ha  queste  rette  per  semidiametri,  sia  o un’ellisse, 
o un’  iperbole  avente  BB'  per  diametro  trasverso  ed  AA' 
per  diametro  immaginario,  o un*  altra  iperbole,  avente  que- 
st' ultimo  per  diametro  trasverso  e il  primo  per  diametro 
immagtuariu , e perciò  un’  iperbole  coniugata  delia  prima  ; 
allora  risulta  che  se  coi  medesimi  diametrì , uno  de'  quali 
sia  parallelo  a quelli  della  parabola,  si  costrtùscaMO  un'el- 
lisse e le  due  iperbole  conittgate,  le  polari  rispetto  alla 
parabola  saran  pure  un'  ellisse  e due  iperbole  tuiniuga- 
te,  e il  loro  diametro  pMvllelo  a quelli  della  parabola 
è uguale  al  corrispondente  nella  curva  data. 

Scolio  11.  Se  nella  prima  (8),  appartenente  alla  IIR 

fi'* 

SI  ponga  u=:/3‘ , n’emergerà  t-pas: — ; e se  nel  tempo 

tn 

stesso  nell'equazione  y'—ìmx,  appartenente  alla  parabola 

fi.** 

SO  , si  ponga  y=/3',  si  otterrà  ar=^:  questi  risukainen- 

ti  c’  insegnane  che  se  si  prolunghi  il  diametro  AA’  lino  ad 
incontrar  la  parabola  in  S e la  HR  prolungata  in  T,  l’a- 
scissa di  questo  punto  sarà  doppia  dell' ascissa  di  S meno 
OG,  e quindi  CT=2GS,  TS=CS. Questo  risuitamenlo  mostra 
che  la  tangente  in  S è parallela  alla  HT  {*},  e ebe  per  de- 
terminare la  posizione  di  questa  retta  UT,  indicante  k»  di- 
rezione del  diametro  coniugato  dì  G'M,  basterà  protungarc 
il  diametro  A A'  parallelo  a quelli  della  parabola  , e 
prendere,  a partire  dal  punto  d*  incontro  S,  una  parte 
•ST,  eguale  atta  distanza  SC  del  centro  C,  e congiutt- 
gere  T col  centro  U. 

Scolio  111.  Poniamo  clic  la  curva  rispetto  alla  <(ualc  si 


(*)  In  eHelti  condutta  per  S la  parallela  ad  HT  e sia  V it  punto  d'in' 
contro  con  l'asse  Ox,  « parimenic  menala  pei  S l'orcKiiala,  parallela  a C(>. 
e che  incontri  l'asse  in  U,  sari  llVi=ST,  lìti— CS.  e <|nindi  OV=;OlI.  dun- 
que UV  è la  Bullangcnte  riipello  al  punto  S.  e la  SV  l aralldd  ad  HT  è U 

taageite. 
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cerca  la  curva  polare  sia  l’iperbole  avente  per  setnidiameiro 
trasverso  H.\I=a  e per  immaginario  e che  la  curva 

alla  quale  debbono  essere  tangenti  le  rette  polari  deU’iperbole 
sia  tuttavia  la  parabola  SO.  In  questo  caso  la  curva  polare 
richiesta  sarà  un’  ellisse,  che,  secondo  la  composizione  pre- 
cedente e gli  scolii  I e 11,  si  determina  menando  alla  pa- 
rabola la  tangente  parallela  ad  HM'  , la  quale  tangente  , 
come  abbiam  veduto  ha  il  punto  di  contatto  in  S ; indi 
menato  per  S il  diametro  ST,  si  dovrà  prendere  SC=ST 
e C sarà  il  centro  dell’ellisse  (scol.  II  ) , e presa  CA'= 
sarà  CA'  un  semidiametro  (scol.  I);  in  seguito 
presa  OG=OH,  e congiunta  GC,  sarà  questa  retta  la  di- 
rezione del  diametro  coniugato  (scol.  II).  Finalmente  pre- 
sa TF'  uguale  al  semi  parante iru  rispetto  al  diametro  ST , 
e menata  F'K'  parallela  ad  AT,  si  prenderà  una  terza  pro- 
])orzionale  in  ordine  ai  semidiametri  IIM’,  H.M  e CR',  che 
sarà  la  lunghezza  del  semidiametro  coniugato.  Or  secondo 
quest’  ultima  costruzione,  chiamando  p questa  quarta  pro- 


porzionale sarà  p=r. 


HMxCR'  a.CR'  . CR' 


HM' 


■«.HR  HR 


Ma  ( teore 


ma  LXIX)  TF’;  GF;:sen’XGH:sen*XHG;:HX’:GX‘  : : TX’: 
CX‘::TF’’:CR”  e quindi  CR'*=GFxTF';  e poiché  HR.FG 
::TF';CR',  donde  FGxTF'=HRxCR',  saràCR'*=HR 
XCR'  e quindi  CR'=HR  , e p=b=CB',  Vale  a dire  che 
Tbobeua  LXXXV.  Date  una  parabola  (P)  ed  un'  el~ 
lisse  (£),  la  locale  de'  poli,  rispetto  all'  ellisse,  delle  tan- 
genti alla  parabola,  è un  iperbole  (/),  e la  locale  de' poli, 
rispetto  a quest'  iperbole,  delle  tangenti  alla  medesima 
parabola,  è l’  ellisse  primitiva  {£)• 

591.  Per  questa  loro  proprietà  l’ellisse  (E)  e l’iperbo- 
le (I)  sono  state  denominate  dal  Powcelet , po/art  recipro- 
che. Questo  distinto  geometra  ha,  il  primo,  data  la  teorica 
delle  polari  reciproclic  nel  caso  generale  d’  una  qualunque 
curva,  non  che  delle  superficie  nello  spazio,  come  può  ve- 
dersi nella  sua  classica  opera  intitolata  Traiti  des  proprié- 
tis  projectives.  Ma  chi  bramasse  aver  contezza  de' belli 
teoremi  sulle  polari  reciproche  coniche,  può  consultare  la 
liaccoUa  di  problemi  del  prof.  Padula  , ( prob.  28,  pag. 
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190)  ed  una  dotta  memoria  (*)  del  distinto  prof.  Trudi  , 
die  con  rigore  ed  eleganza  tutta  geometrica  ha  esposto  i sur* 
riferiti  teoremi.  Noi  intanto  ci  faremo  qui  appresso  a prò* 
vare  la  generalità  del  proposto  teorema,  dimostrando  che 
Tborema  LXXXVI.  La  polare  reciproca  d’ una  cur- 
va conica  è un'  altra  curva  conica. 

Sia  (C)  una  curva,  conica  e prendansi  il  suo  asse  e 
la  corrispondente  tangente  per  assi  delle  coordinate  , in 
modo  che  la  sua  equazione  sia 

(10)  y’=2mx-{-ru': 
sia  parimente 

(11)  oy*-f-Axy+cx’-f  dy+ex4:/=o 

r equazione  della  conica  alla  quale  sono  tangenti  le  polari 
della  (10).  Rappresentino  x',  y'  le  coordinate  del  polo  d’  una 
qualunque  di  queste  tangenti,  rispetta  alla  curva  (C);  que- 
ste coordinate  saranno  in  pari  tempo  le  coordinate  d' un 
punto  della  curva  (C)  polare  di  (C)  : si  dinotino  similmen- 
te con  t ed  u le  coordinale  del  punto  di  contatto  della  po- 
lare coniugata  di  (x',  y')  con  la  curva  (11)-  Posto  ciò,  que- 
sta retta  , come  polare  di  C avrà  per  equazione  (8,  444) 

y'y=z(m-{-nx’yr-\-mx' , 

e come  tangente  della  curva  (11)  avrà  per  equazione 
(^'ìcur{-hl-\-é)y-\-^,%at-\-bu.\-d)x-\-dl-\-eu-\-'ìf:=o  ; (**) 

laonde  queste  due  equazioni , dovendo  rappresentare  una 
medesima  retta , dovranno  essere  identiche  , e perciò  sarà 

y'  m+nx'  m _ 

2cu+6t-t-e  2ot+Ju-t-d  dt-l-eu-t-2/' 

ma  essendo  nel  tempo  stesso  t,  u le  coordinate  d' un  pun- 
to della  curva  (11)  dev'essere 

(13)  </«-f-e/-f^=o, 

dunque  eliminando  Z ed  u tra  quest’  equazione  e le  due 
precedenti  (12)  s’avrà  un’equazione  in  x\  y'che  sarà  quel- 
la della  chiesta  polare  (C'),  e poiché  questa  equazione  ri- 

(*)  Problema  fondamentale  per  le  polari  coniche  reciproche  geometrica- 
mente rieoluto  da  Nicola  Tnidi— iVo/>oli  1840. 

(’*)  Quest'equazione  si  ottiene  con  un  procedimento  analogo  a quello 
esposto  nel  n.”  443 


(12) 
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sulta  del  secondo  grado,  così  rimane  provato  ciò  che  si  vo- 
leva dimostrare 

592.  Problema  XXXVIII.  Dati  tre  punti  M,  M\  M" 
(fig.  116)  e tre  rette  MA'B^  M'B'A,  AM^B,  che  girano 
rispettivamente  intorno  a questi  tre  punti,  talmente  pe- 
rò che  il  punto  d’ intersezione  A delle  due  BA,  B'A 
scorra  sulla  retta  fissa  Ox  , e il  punto  d'  intersezione 
B delle  due  AB , A'B  scorra  sull'altra  retta  fissa  Oy; 
trovare  la  locale  de'  punti,  come  N,  intersezioni  delle  due 
rette  AB',  A'B. 

Si  assumano  per  assi  delle  coordinate  le  rette  fisse 
Ox,  Oy,  e sieno  a,  e /3  le  coordinate  di  M ; a'  , j3'  quel- 
le di  M';  p"  quelle  di  M",  ed  in  fine  t eà  u quelle  di 
N.  Si  dinotino  inoltre  con  t'  l’ascissa  del  punto  variabile 
A',  con  t"  quella  di  A';  e con  u'  ed  u"  le  ordinate  anche 
variabili  di  B e B'.  Posto  ciò  le  equazioni  delle  tre  rette 
A'B,  AB',  AB  saranno 

(14)  t'y-\-t£'x=t'u^,  t>y-\-u'x=l'u', 

e poiché  la  prima  deve  passare  per  M,  la  seconda  per  M', 
e la  terza  per  M”,  s'  avranno  le  equazioni  di  condizione 

(15)  u'. 
D’altronde  il  punto  N deve  trovarsi  sulla  A’B  e la 

AB',  dunque  le  due  prime  delle  (i4)  devono  esser  verifi- 
cate dalle  coordinate  t,  u di  questo  punto,  e perciò  avre- 
mo le  altre  due  equazioni  di  condizione 

Or  se  fra  queste  equazioni  e le  (15)  eliminiamo  le  quattro 
indeterminate  t',  t“,  u’,  u" , il  risultamento  sarà  un’equa- 
zione in  t ed  u , e perciò  quella  del  luogo  richiesto.  Per- 
tanto ricavandosi  dalia  prima  e terza  della  (15)  i valori 
di  t"  e t',  e dalla  seconda  quello  di  u"  espressi  tutti  in 
funzione  di  u',  avremo 

U'— p ’ ~U'— p"  ’ “ a»  (a"— a')u'+«'|5" 

e sostituiti  questi  valori  nellé  (16)  si  otterrà 
(t-x)u'=l5t—M,  l^'(t—x")  -(»"—»'  )«]u'=|3"(/3 
e quindi  dividendo  1’  una  per  l' altra  queste  due  equazioni 
avremo  finalmente 

(17)  [/3'(t-«")  /3/-««]-/5''(/3'f_«'w)(t-«) 
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che  sarà  l' equazione  della  chiesta  localci  la  quale,  per  es* 
ser  quest’  equazione  del  secondo  grado  , è una  curva  co- 
nica. E poiché  ponendo  nella  (17)  t=o  , si  ha  u=o  ed 

, . , of"— pa" 

u=z  — ; ponendo  u=o , si  ha  t—o,  po- 
nendo si  ha  u=jS,  e finalmente  ponendo  i=»'y  si  ha 

u=p\  ne  consegue  che  la  detta  curva  passa  pc'  due  punti 
dati  M,  M',  per  l’origine  O,  e pe’ punti  Q e Q',  in 
cui  le  congiungcnti  B1"M , M"M'  incontrano  le  rette  fis- 
se Ox.  Oy. 

593.  Si  rifletta  che  ABN  è un  triangolo  variabile,  due 
vertici  del  quale  percorrono  le  rette  fisse  Ox,  Oy,  mentre 
i tre  lati  sono  obbligati  a girare  intorno  ai  tre  punti  an- 
che fissi  M,  M',  M";  ed  in  questo  movimento  il  terzo  ver- 
tice N va  descrivendo  la  curva  conica,  che  passa  pe'  cin- 
que punti  O,  M,  Q,  Q',  M';  e però,  se  consideriamo  una 
particolar  posizione  di  questo  triangolo,  e sia  la  ABN,  al- 
lora i precedenti  cinque  punti,  uniti  al  sesto  N,  costitui- 
scono un  esagono  (*)  iscritto  nella  conica  , e i Ire  punti 
A,  M",  B sono  quelli  del  concorso  de’  lati  opposti  di  det- 
to esagono  ; laonde  si  ha  il  seguente  teorema  dovuto  a 
Pascal 

Teobema  LXXXVII.  I tre  punti  di  concorso  de*  lati 
opposti  d'un  esagono  iscritto  in  una  curva  conica  stanno 
per  dritto. 

594.  Sia  ABCDEF  (fig.  118)  un  esagono  iscritto  in  una 

conica  , e pe’  vertici  A , B , C , ec.  si  menino  le  tangen- 
ti alia  curva,  in  modo  da  formare  l’esagono  circoscritto 
A'B'CD'ET':  in  questo  modo  i vertici  di  questo  secondo 
poligono  saranno  poli  de’  lati  del  primo,  così  A'  c polo  di 
AB;  B’  di  AF;  ec.  Si  prolunghino  due  lati  opposti  F'E,  BC 
dell’esagono  iscritto,  finché  s’incontrino  in  P,  e chiamando 
A , ^ le  coordinate  di  C',  /3'  quelle  dì  F'‘,  le  equazioni 

delle  FE,  BC  saranno  (8,  444) 

^=(m-|-na)x-f-m«,  p'y=(m-f-n»')a:-l-w»'. 

(’j  Qui  l'esagono  non  a'intendc  che  debba  esser  convesso,  ma  suto  tur- 
mato  comunque  (6g.  117)  con  sei  cordo  consecutive  menale  in  un  senso  o 
nell'altro,  ed  io  modo  da  ritornare  al  punto  d'onde  a' era  parlilo:  co»)  a 
partire  da  M'  si  congiunga  la  corda  M'Q',  poi  Q'O,  OQ,  QM,  MN,  NM', 
e si  forma  un  esagono  iscrillto  che  si  suol  dire  ancora  etagramma. 
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e quindi  le  coordinate  del  loro  punto  di  concorso  P sa- 
ranno 

m[a^' — pi')  «*(a— a') 

‘ n(p»'— a^'+m(^^')  ' y~n{pa'— ap')+m(p-p')  ’ 

SI  che,  secondo  la  ripetuta  formola  (8,  444),  nella  quale  si 
sostituiscono  questi  valori  in  luogo  di  x',y' , si  troverà 'la 
polare  di  P essere  quella  che  ha  per  equazione 

• a— a'  ' a — a'  ’ 

cioè  la  retta  C'F';  il  che  ci  dà  questo  teorema  relativo  al- 
le polari  rispetto  ad  una  conica,  cioè 

Tjbobeua  LXXXVllI.  Se  per  un  punto  si  menino  due 
qualunque  seganti  una  curva  conica,  e pe'  punti  d' inter- 
sezioni di  ciascuna  si  conducano  le  tangenti,  la  congiun- 
gente i due  punti  di  concorso  delle  due  coppie  di  tangenti 
è polare  del  punto  dato,  rispetto  alla  medesima  curva. 

Or  siccome  i punti  di  concorso  de’  lati  opposti  del- 
r esagono  iscritto  sono  in  linea  retta,  e ciascuna  diagona- 
le che  congiuiige  i vertici  opposti  del  circoscritto  è pola- 
re di  ciascuno  di  questi  punti,  ne  segue  che  queste  dia- 
gonali devono  incontrarsi  in  un  medesimo  punto;  e quindi 
si  ha  il  seguente  teorema  dovuto  a Briarcuon 

Teorema  LXXXIX.  Tre  diagonali  che  congiungono 
i vertici  opposti  d’ un  esagono  circoscritto  ad  una  curva, 
conica,  si  tagliano  in  uno  stesso  punto. 

Scolio.  Se  due  vertici  consecutivi  dell’  esagono  iscrit- 
to si  riuniscono  in  un  solo,  il  lato  che  li  congiuiigeva  di- 
viene una  tangente;  nel  tempo  .stesso  ì due  lati  corrispon- 
denti dell’  esagono  circoscritto  si  confondono  in  una  sola 
retta;  eppérò  un  pentagono,  un  quadrilatero  cd  un  trian- 
golo , iscritto  o circoscritto  ad  una  curva  conica  , godoivo 
delle  medesime  proprietà  deU'esagono  iscritto  o circoscrit- 
to, qui  innanzi  dimostrate,  purché  però  i lati  che  manca- 
no si  sostituiscano  con  le  tangenti,  nel  caso  che  la  fìgura  è 
iscritta  , e i vertici  che  mancano,  quando  la  figura  è cir- 
coscritta, si  rimpiazzino  con  punti  di  contatto.  Da  qui  ne 
seguono  i due  corollariì  : 

Corollario  I.  Jn  ogni  triangolo  iscritto  in  una  cur- 
va conica,  i tre  punti  d intersezione  de'  lati  c delle  tan- 
genti ai  vertici  opposti  stanno  per  dritto. 
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595.  CoROLLABio  II.  In  ogni  triangolo  circoscritto 
ad  una  curva  conica,  le  rette  che  congiungono  i verti- 
ci co'  punti  di  contatto  de’ lati  opposti  passano  per  un 
medesimo  punto. 

596.  Col  mezzo  de’ precedenti  teoremi  suU’esagramma,  e 
corollarii,  si  possono  risolvere  parecchi  problemi  relativi  al- 
la costruzione  d'  una  curva  conica,  che  debba  toccare  ret- 
te date  e passare  per  punti  dati. 

597.  Finalmente  si  osservi  che  se  nella  figura  118  si 
supponga  che  le  tre  rette  Oi,  Oy,  C'F'  rimatigan  fisse , e 
lo  stesso  avvenga  de’  vertici  D’ , £' , mentre  poi  il  lato 
A'B’  si  muova  rimanendo  tangente  alla  curva;  le  altre  due 
diagonali  A'D',  £'£'  gireranno  esse  pure  intorno  ai  pun- 
ti fissi  D',  £' , tagliandosi  sempre  sulla  medesima  retta 
C'F',  epperò 

Teorema  XC.  Se  si  abbia  un  triangolo  GA'B',  i cui 
vertici  sieno  obbligati  a scorrere  su  tre  rette  date  di 
posizione  Ox  , Oy,  CF',  e se  nel  tempo  stesso  due  dei 
suoi  lati  A'G  , È'G  sono  obbligati  a girare  intorno  a 
due  punti  fissi  D\  E‘,  il  terzo  lato  resterà  costantemen- 
te tangente  ad  una  curva  conica. 

FINE  DELLA  PARTE  SECONDA  E DEL  VOLUME. 


AVVERTIMENTO 


Dopo  che  i principi  fondamentali  del  metodo  delle 
coordinate  sono  stati  applicati  allo  studio  della  proprietà 
d’ un  particolar  genere  di  curve,  quali  sono  le  coniche; 
avremmo  dovuto  generalizzare  le  varie  teoriche  su  le  tan- 
genti , asintoti , diametri , ec.  relativamente  ad  una  curva 
qualunque;  ma  come  tutto  ciò  avrebbe  accresciuta  la  mole 
del  presente  volume,  e d’altronde,  per  una  parte  elemen- 
tare , crediamo  sufficiente  quanto  si  è fin  qui  esposto , co- 
si le  dette  teoriche  le  tratteremo  nel  volume  che  conter- 
rà l’analisi  a tre  coordinate,  ove  si  parlerà,  per  quanto 
si  può,  estesamente  delle  curve  algebriche. 


Digitized  by  Google 


Digilized  by  Google 


INDICE  DELLE  MATERIE 


Preambolo pag. 

Introduzione 

CAP.  I.  Nozioni  PBEUMinARI 

Abt.  I.  Obbietta  della  trigonometria 

Art.  n.  Maniera  di  rappresentar  gli  archi  o gli  an- 
goli eoa  numeri , . 

Art.  III.  Katura  delle  linee  trigonometriche^  loro  de- 
finizioni ^ e simboli  coi  quali  ti  rappre- 
sentano   : . 

Art.  IV.  Progresso  de"  valori  delle  linee  trigonome- 
tricke  ^ e legni  delle  stette  ; seni  e cose- 
ni degli  (irehi  negativi:  formale  che  com- 
prendono tutti  gli  archi  corrispondenti  ad 
un  dato  uno  o coseno  ....... 

CAP.  II.  ForHOLE  TMGOnOMETBICUE 

Art.  1.  Formale  eie  servono  a dare  una  linea  tri- 
gonometrica in  funzione  di  altre  . . . 

Art.  II.  Formale  del  uno  e del  coseno  d‘  un  arco 
somala  o differenza  di  due  archi  datij  in 
funzione  dei  uni  e coseni  di  questi  archi 

medesimi.  

Art.  in.  Formale  del  seno  e del  couno  d"  un  arco  dop- 
pio triplo^  ec.j  non  che  del  seno  e del  co- 
seno iTpn  aree  metàj  terza  parte  ec,  d"un 

arco  dato 

Art.  IV.  Formale  per  la  divisione  d' un  arco,  per  mez- 
zo del  seno  e del  coseno 

Art.  V.  Formale  della  tangerUe  e della  cotangente 
d"  un  arco  somma  o diiferenza  di  due  ar- 
chi dati  j in  funzione  delle  tangenti  o 
delle  cotangenti  di  questi  ultimi.  . 


I 

i 


U 

12 

13 


i6 

» 

SO 

38 


42 


44 

49 


AU 


tkVOLK  DELLE  DATERIE 


Abt,  vi. 


Art.  vii. 
CAP.  HI. 
Art.  I. 
Art.  II. 

CAP.  IV. 

Art.  I. 


Art.  II. 
Art.  hi. 
Art.  IV. 


CAP.  V. 
Art.  I. 

Art.  II. 

Art.  in. 


CAP.  VI. 
Art.  I. 
Art.  II. 

Art.  III. 

CAP.  VII. 
Art.  I. 
Art.  II. 


Art.  ih. 


CAP.  1. 


Formale  per  la  moltiplicazione  e la  divì- 
tione  d"  un  arco  per  mezzo  della  tua  tan- 
gente o cotangente.  Farie  altre  formale 
relative  alle  tangenti  e alle  cotangenti  . 50 

Varie  altre- formale  trigonometriche  ...  63 

CaHOKE  TRIGOnODETRICO » 

Corruzione  delle  tavole  dei  geni  naturali  . 56 

Etpoiizione  ed  uto  delle  tavole  dei  logarit- 
mi delle  linee  trigonometriche  ....  60 

Appucaziohe  delle  forsole  di  trigokoxetrja 

ALLA  RISOLUZIOSE  DEI  TRIAHGOU  RETTILI.XEI  . » 

Princìpi j e formale  analitiche  , che  da  ceti 
ti  deducono,  per  la  riioluziaue  dei  trian- 


goli rettilinei,  . . . 67 

Ritoluzione  numerica  dei  triangoli  rettili- 
nei  80 

Formale  particolari  per  la  ritoluzione  del 

triangolo  rettangolo 94 

Etprettioni  diverte  dell’  area  del  triangolo, 
del  parallelogrammo  e del  poligono  rego- 
lare   99 

TrIGOROHETRIA  sferica a 

Teoremi  fondamentali,  e formale  analitiche 
che  te  ne  deducono 103 


Riduzione  delle  forinole  precedenti  al  cato 
dei  triangoli  tferici  rettilinei  ....  114 
Tratformazione  di  talune  delle  formale  pre- 
cedenti , perchè  comodamente  vi  ti  patta 
applicare  il  calcolo  logaritmico.  . . .116 

Risolgzioue  mmERiCA  de’iriargou  sferici.  . 133 

Triangoli  tferici  rettangdi a 

Ritoluzione  numerica  de’  triangoli  tferici  ob- 

bliquangoli . .138 

Ritoluzione  d’  un  triangolo  iferico  in  alcu- 
ni cati  particolari 155 

Analisi  gedxetrica  determliata > 

Quettioni  geometrico-numeriche 162 

Corruzione  geometrica  di  quelle  formale  o 
equazioni  algebriche,  che  richiedono  t’im- 
piego della  retta  e del  cerchio  . . . .170 

Ritoluzione  di  alquanti  problemi  geometri- 


co-grafici  determinati  .......  181 

PARTE  SECONDA 

Analisi  a due  coordinate 203 

Principii  geherau a 


Digitized  by  Coogle 


TAVOLA  DEUK  NATEKIE 


498 


Art.  I.  Coordinate  rettilinee  e polari  d‘  un  punto.  » 

Art.  11.  Equaxione  d' una  Unta Sii 

Art.  111.  Luogo  geometrico 229 

Art.  IV.  Ettentione  de"  principi  precedenti -Clattifiea- 

sioae  delle  curve 250 

Art-  V-  Formole  per  la  tratformasione  delle  coor- 
dinate   265 


Art.  vi.  Equazioni  particolari  d‘  una  retta  che  deve 
todditfare  talune  condizioni,  ed  eipreuio- 
ni  algebriche  di  talune  tue  affezioni  . . 274 

Art.  vii.  Jpplicaxione  delle  formole  trovate  nell"  ar- 
ticolo precedente  alla  ritoluzione  di  al- 
quanti problemi 286 

CAP.  II.  Proprietà'  delle  curve  del  secokdo  grado,  o 

SEZIONI  COraCHE.  

Art.  I.  Riduzione  dell" equazione  generale  di  que- 

ete  curve  a forma  più  semplice ....  503 
Art.  II.  Trasformazione  dell"  equazione  generale  del 
secondo  grado  a due  variabili  ad  una  del- 


le due  forme  ji'y'+C'x'+Exzzo  , j4'y'+ 

C'x*+F‘=o 307 

Art.  ili.  Equazioni  speciali  delle  curve  di  secondo 

grado 317 

Art.  IV.  Identità  tra  le  curve  di  secondo  gradone  le 
sezioni  prodotte  da  un  piano  che  taglia 

un  cono 331 

Art.  Y.  Fuochi^  raggi  vettori,  e direttrici  delle  se- 
zioni coniche 336 


Art.  vi.  Proprietà  che  risultano  combinando  una  se- 
zione conica  con  una  retta.  Tangente  e 
suttangentes  normale,  e sunnormale;  dia- 
metri; potare  e polo  coniugato;  corde  sup- 


plementarie 352 

Art.  vii.  Relazioni  tra  i diametri  e gli  assi  d'una 
curva  conica , e talune  conseguenze  che 
ne  discendono 384 


Art.  VUI.  Equazioni  delle  diverse  affezioni  deiP  ellis- 
se e dell"  iperbole  , quando  queste  curve 
son  riferite  ai  loro  assi  , o anche  ad  un 


sistema  di  diametri  coniugati',  e proprie- 
tà che  ne  discendono 393 

Art.  IX.  Equazione  particolare  dell’iperbole  riferita 

agli  asintoti 401 

Art.  X.  Equazioni  polari  delle  curve  coniche.  . . 405 

CAP.  111.  Costruzioni  grafiche 408 

Introduzione ■ 


Digitized  by  Google 


49G  TAVOLA  DELLE  HATEBIE 

Abt.  I.  Descrizione  d‘  una  sezione  conica  , dati  ta- 
luni de'  suoi  principali  elementi  . . . 410 
Art.  II.  Determnazione  d'  un  qualunque  diametro  ^ 


del  centro j degli  assi , o d’  un  sistema  di 
• diametri  coniugati  , d'  una  sezione  co- 
nica   418 

Art.  ih.  Applicazione  della  tangente  ad  una  data  u- 

zione  conica 426 

Art.  IY.  Costruzione  d‘  un  luogo  geometrico  del  se- 
condo grado , o anche  di  due  simultanea- 
mente  434 

Art.  V.  Costruzione  delle  equazioni  determinate  . . 451 

Art.  vi.  Applicazione  delle  teoriche  precedenti  alla 
risoluzione  di  alquanti  problemi  - Teore- 
mi che  ne  discendono 474 


Digitized  by  Coogle 


4' 


Digilized  by  Google 


Digitized  by  Google 


Digitized  by  Google 


